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Presentacion

El propdsito de este problemario es poner a disposicién de los profesores y
alumnos de la uea “Célculo Diferencial de Varias Variables” una coleccion de
problemas, unos rutinarios y otros de caracter mas amplio, que las autoras
han recolectado a lo largo de varios anos de impartir el curso. Concentra
problemas tipo que aparecen en varios libros de texto, sin embargo, un
estudiante puede encontrar la teoria necesaria para resolverlos con ayuda de
un solo libro.

El material incluye problemas con diverso grado de dificultad, presenta-
dos en el orden que consideramos adecuado para impartir los temas del plan
de estudios.

Como todo libro de esta naturaleza, no pretende sustituir al profesor ni
a las sesiones de taller y ejercicios, donde la discusién sobre algunos de los
problemas enriquece y favorece el aprendizaje.

A pesar de que el proceso de ensenanza aprendizaje de esta uea puede
apoyarse en el uso de las nuevas tecnologias, algunos problemas muestran
que, sin un razonamiento guiado por la teoria, puede llegarse a respuestas
incorrectas.

Se han incluido ademés las respuestas y las soluciones de algunos pro-
blemas.

Maria José Arroyo Paniagua
Shirley Bromberg
Patricia Saavedra Barrera



Capitulo 1

Introduccion a la Geometria
Vectorial

1.1

Objetivos

El estudiante sera capaz de:

ubicar un vector en el plano cartesiano, manejar las operaciones de
suma de un numero finito de vectores y multiplicacién por escalares;
en particular, reconocer y construir combinaciones lineales en el plano
y en el espacio;

conocer el concepto de magnitud de un vector como la distancia entre
sus extremos y utilizarlo para construir un vector con magnitud dada
en la direccién de otro vector tanto en el plano como en el espacio;

comprender y operar el producto escalar en el plano y en el espacio y
su significado geométrico para determinar la proyeccion de un vector
en otro; el producto cruz y el triple producto escalar en el espacio y
su representacion geométrica; aplicar estas operaciones en calculos de
areas y volumenes de algunas figuras geométricas;

determinar o construir vectores con propiedades como: ser paralelo
a 'y ser perpendicular a; comprender los conceptos de componente y
proyeccién y aplicarlos en distintas situaciones como por ejemplo, cal-
cular la distancia de un punto a una recta dada;

reconocer, construir y transformar las formas de determinar una recta
en el plano y en el espacio a partir de ciertos datos, por ejemplo: pasa
por P y es paralela a, ortogonal a, etc.;
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e reconocer, construir y transformar las expresiones que determinan un
plano en el espacio a partir de ciertos datos, por ejemplo: pasa por los
puntos, cuya normal es, que contiene a las rectas, etc.;

e determinar el angulo entre una recta y un plano y entre dos planos;

e determinar la interseccién entre rectas, entre planos, entre rectas y
planos;

e calcular distancias: entre un punto y una recta; entre un punto y un
plano; entre dos planos; entre una recta y un plano; entre dos rectas
paralelas y entre dos rectas oblicuas.

1.2 Ejercicios y problemas de geometria vectorial

— —

Represente en el plano v, W, v+, W—7, %17 , 40— %u’f en los casos siguientes:

1. §=7—2], @ = 37"+ 2],

2. U=30+4], @ = —47'+ 3}

3. 0= —7—7, u=3"+5]

4. T=5(-20+3)) —2(57— 3)), & = 3 (T+7) — 2(—7+27).

W en los casos siguientes:

9. Para cada uno de los incisos del primer ejercicio encuentre ||U]|, 20— 3,
|| — ||, el vector unitario en la direccién de @' y el dngulo entre los
vectores Uy .

10. Para cada uno de los incisos del segundo ejercicio, halle 20 — &, ¥ - W,
|| — ¥ — ||, el vector unitario en la direccién de ¥ y halle el dngulo
entre los vectores ¥ y 0.
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En cada uno de los incisos que siguen, dé un vector en el plano en la direccion

del vector ¥ = 77— 57 que satisfaga la condicién pedida:

11.

12.

13.

Cuya magnitud sea el doble de la de 7.
Cuya magnitud sea la mitad de la de v.

Cuya magnitud sea 3.

En cada uno de los incisos que siguen, dé todos los vectores en el plano que

se describen:

14

15

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Forma un angulo de 30° con el eje de las x y tiene longitud 3.
Es perpendicular al vector —27+ 37y tiene magnitud 2.

Esté en la direccién SO (SurOeste) y tiene magnitud 1.

Encuentre el vector fijo que es equivalente al vector P_C)Q donde P(3,2)

y Q(3a _2)'

;,Cuales son las coordenadas del extremo del vector en la direccién del
vector —37'+ 47 de longitud 27

Halle los cosenos directores de los vectores 4 = —7'+ 27— 3k,
U=—-"+2)—3kyw=21— 37— 4k.

. Es posible hallar un vector unitario tal que sus cosenos directores
sean iguales?

Sea i, U y W vectores en IR?, con i # 0. Si @-¥ = i - se puede inferir
que U = w?

En los incisos que siguen, encuentre los valores de a y b para que w = at/+bv :

22.

23.

i es un vector en la direccién positiva del eje de las abscisas, de mag-
nitud 3, ¥ es un vector que forma un angulo de 60° con @ y tiene
magnitud 2. Finalmente, & forma un angulo de 30° con @ y tiene
magnitud 6.

i forma un dngulo de 180° con el vector 'y tiene magnitud 2, ¥ es
un vector que forma un dngulo de —135° con @ y tiene magnitud 4.
Finalmente, w forma un angulo de 120° con # y tiene magnitud 3.
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24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.
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Halle el vector en la direccién del vector 7+ 7" que debe sumarse al
vector 27 — 37 para que el vector resultante esté en la direccién del
vector 7.

Utilizando argumentos vectoriales, encuentre las coordenadas del punto
medio del segmento con extremos A(—1,7) y B(3,1).

Muestre que cualquier vector v en el plano puede expresarse de manera
dnica como
¥ = a1v] + agv3,

donde v; = =7+ 7'y v3 = 2v— 7.

Dados A(—3,2) y B(5,4), dibuje AB, halle su longitud y dé un vector
— —

unitario en la direccién de AB. ;Cudl es el vector fijo asociado a AB

y cudl el asociado a BA? Halle las coordenadas del punto sobre AB
que estd tres veces mas alejado de A que de B.

Considere el tridngulo con vértices A(1,2), B(5,5) y C(10,—1). En-
— I =

cuentre los vectores fijos asociados a AB, BC'y C'A y efectie su suma.

., Cémo explica este resultado?

Considere los puntos A(—1,2) y B(1,1). Encuentre los puntos C tales
que OABC es un paralelogramo.

Sea ABCD un paralelogramo. Demuestre que
|AB|* + |BC*> + |CD|* + [DAJ]* = |AC|* + |BD|*.

Es decir que la suma de los cuadrados de los lados de un paralelogramo
es igual a la suma de los cuadrados de las diagonales.

Si (4,5) es el punto medio de un segmento con uno de sus extremos el
punto (—1,2). Halle el otro extremo.

Encuentre las tensiones de las cuerdas indicadas en la figura siguiente




33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.
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Un cuerpo se desliza sin rozamiento sobre un plano inclinado que forma
un dngulo de 7/6 con el eje de las abscisas. Descomponga la fuerza
F= —mg7 en dos fuerzas, una en la direccién perpendicular al plano
inclinado y la otra en la direccién del plano.

Un piloto debe viajar en direccién este a 750km/h. Si el viento sopla
en direccién NO con una velocidad de 50 km/h, ja qué velocidad y en
qué direccién debe partir el piloto?

Un barco parte en direccién del Este hacia el Norte haciendo un dngulo
de 30° (los navegantes la denotan por E30°N) a una velocidad de 60
km/h pero, por efectos de la corriente, viaja a 72 km/h en direccién
norte, jcudl es la direccion y la velocidad de la corriente?

El viento se mueve a una velocidad de 35 km/h con direccién SO. ;A
qué velocidad y con qué direccién debe volar un avién si quiere ir en
direccién S a un velocidad de 600 km/h?

Dos amigos salen en helicéptero de una isla. Viajan primero en di-
reccién norte a 90 km/h durante 25 minutos, luego en direccién NE a
la mitad de la velocidad, durante 15 minutos. Finalmente en direccién
SE a 4/3 de la velocidad original durante 10 minutos. Encuentre la
direccién y distancia de la isla al lugar donde llegaron.

Considere los vectores 4 = 37—f+2l€, T=—T+57—k yuw = 7—27—4k.
Hallar:

U X (U X W) (U x U) x @
|t x (0 x )| |(@ x ¥) x |
(@ x V) x (U xw) (dx7)-(uxd)

;,Son los siguientes vectores coplanares: @ = v+ 7+ E, T=21—7y
w=3r—7—k?

Halle el drea del tridngulo con vértices O(0,0), A(2,5) y B(7,—1).

Halle el Volumen del paraleleplpedo determinado  por los vectores
u—3z—2]—k v—z+3j+4kyw—21—|—j—2k:

Usando vectores determine el volumen del tetraedro con vértices (1, 1,1),
(0,0,2), (0,3,0) y (4,0,0).

Verifique que para vectores arbitrarios i, ¥ y W se cumple: %X (U'x W) =
(U - D)7 — (U - V).
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En cada uno de los tres ejercicios que siguen, decida si los vectores dados son
paralelos o no. NOTA: los vectores del los ejercicios 44 y 45 estén en el plano,
los del ejercicio 46 estéan en el espacio.

44

45.
46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.

LU =3T—7, wW=4"+127
U= -20+67, W =47— 127
U =7+27—4k, U = —27— 47+ 8k.

i Existe un escalar ¢ tal que 37+ ¢’ sea paralelo a —57+ 377 Explique
su respuesta.

Muestre que el vector que se obtiene al hacer girar el vector ai’+ b7
90° en el sentido contrario a las manecillas del reloj es el vector —bi+aj.

Considere el tridngulo con vertices A(—1,3), B(4,3) y C(2,—2). Sean
L y M los puntos medios de BC' y AC respectivamente. Interprete y

demuestre que
—

1—
LM = iAB.

En forma maés general, use vectores para comprobar que dado un
tridangulo, el segmento que une los puntos medios de dos de sus la-
dos es paralelo al tercer lado y tiene la mitad de su longitud.

i Para qué valores de a son perpendiculares los vectores v = ai’'— 27+ k
y W= 2ar+ a)— 4k?

Determine la componente del vector v sobre el vector u (se denota

— Ny — —
por comp— v ) y la proyeccién del vector v sobre el vector uw (se
denota por pr- v') para los vectores @ = (2,5, -3)y v = (1,2, —8).
Haga un dibujo que las represente. ;Cual es la altura del parelogramo
formado por estos vectores?

Dados los puntos P(2,—1,1),Q(—3,2,0) y R(4,—5,3), encuentre la

— =

proyeccién y la componente de QP en QR.

-

Para los vectores: @ =7—ky v =37+ —27+ E, calcule la comp- v’
— — — . , .
y pro v,y la compy vy prow. (Qué concluye de sus calculos?

Los vértices de un tridngulo son: el origen, P(3,6,—2) y Q(4,—1,3).
Halle las longitudes de los lados del triangulo y sus angulos. Calcule
de dos maneras distintas su area, use la proyeccién en una de ellas.
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Complete el siguiente argumento para encontrar la distancia del punto
P(xo,y0) alarecta £ : ax+by+c=0.

Primero supongamos que la recta contiene al origen, es decir que ¢ = 0.
Muestre que el vector 77 = a?+bJ’es un vector perpendicular a la recta,
es decir, es perpendicular a cualquier vector cuyo extremo se encuentra
sobre la recta.

Muestre que cualquier vector ¥ se descompone como
U = pre(v) + dn.

Utilice lo anterior para mostrar que la distancia del punto a la recta
es |d|||7]|. De lo anterior deduzca que

-7 = pro(¥) - il + dii - 7.

Teniendo en cuenta que

—

pre(0) -7 =0

obtenga la féormula que da la distancia:
|0 7]

7]

ldlli7ll =

Para tratar el caso general, escoja un punto arbitrario en la recta,
tomelo como origen, y repita el argumento. Debe encontrar que la
distancia de P a ¢ esta dada por

lazo + byo + ¢

;,Cuales definiciones y propiedades ha utilizado en la soluciéon de los
problemas hasta este momento? Haga una lista de ellas.

En las preguntas 58, 59 y 60 halle una ecuacién que describa la recta dada:

58.
59.

60.

Pasa por los puntos P(1,0,3) y Q(2,—1,4).
Pasa por el punto P(2,—2,3) y es perpendicular al plano zz.

Pasa por el punto P(—1,2,-3) y es paralela a la recta (2, —3,0) +¢(z+
474 k).
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61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

Considere la recta en el plano que tiene ecuaciones paramétricas r =
5—tyy="7+2t

a) Encuentre el vector de direccion de la recta,

(
(b

)

) Halle el punto de la recta cuya abscisa es 1.
(c) Halle el punto de la recta cuya ordenada es 8.
(d)

)

d

(e) Dé la ecuacién cartesiana de ella.

Encuentre la pendiente de la recta.

Decida si las rectas en el plano ¢1(t) = 7+ t7y la(t) = 7+ t(T+ ) se
intersectan y, en caso de hacerlo, determine el angulo entre ellas.

Encuentre la ecuacién de la recta en el espacio que es perpendicular
al plano 2z — Ty + 15z = 0 y que pasa por el punto P(4,6,8).

Encuentre ecuaciones paramétricas de la recta en el plano que pasa
por (5,—1) y es perpendicular a la recta descrita por las ecuaciones
paramétricas x =4 -2ty y =7+t

Encuentre una representacion paramétrica de la recta en el plano dada
por y = 3z — %.

Considere la recta en el espacio con ecuaciones paramétricas x =t + 1
1 3 . o
vy=1—-tyz= §t 3 Encuentre ecuaciones simétricas que la

describan.

Considere la recta en el espacio con ecuaciones simétricas

xr— 2 zZ+2
= -2 4) = .
g (y+4) 3

Encuentre una representacién paramétrica.

Muestre que las ecuaciones paramétricas siguientes describen la misma
recta:

—

Gt) = (1 —t)7+ (1+36)7+ (1 — 2tk

lo(t) = (2 — )7+ (3t — 2)7+ (3 — 2t)k.

Una particula parte del punto P(—2,3) y se dirige hacia el punto
Q(1, —1) a velocidad constante 2m/s. Halle la ecuacién del movimiento,
suponiendo que las mediciones sobre los ejes coordenados se hacen en
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metros y que el tiempo se mide en segundos. ;Cuanto tiempo se tarda
en llegar a Q7

En cada uno de los incisos que sigue, halle la ecuacién del plano que satisface
las condiciones dadas:

70.
71.
72.
73.

74.

75.

76.

77.

78.

79.

80.

81.

Pasa por P(2,3,4) y es ortogonal a ©— 47+ 3k.

Pasa por P(2,1,1) y es paralelo al plano 3z — 2y + 5z = 2.

Pasa por P(1,3,1) y contiene a larectax =t,y =ty 2= —2++t.
Pasa por los puntos (0,1,1), (1,0,1) y (1,-3,—1).

Una particula comienza a moverse en el punto (15, —22,10), se mueve

con vector velocidad constante 7+ 7+ k. ;Cudnto tarda la particula en
alcanzar el plano x 4+ 10y 4+ 4z + 15 = 07

Encuentre la ecuacion del plano que contiene a las rectas
x—2 y+4 z+2 x+1 y-5 z-2

1 ) ) Y 3 1 5

Use el ejercicio 56 para encontrar la distancia entre la recta
3z —4y =1y el punto P(—1,—1).

Use argumentos vectoriales para hallar la distancia entre el punto
P2,-1,1)yelplanoz+y+2=1

Deduzca la férmula para determinar la distancia de un punto a un
plano.

Encuentre la distancia del punto P(—8,4, —1) al plano que contiene a
los vectores © =7 — 37+ ky U =7+ )+ k.

Halle la ecucién de los planos paralelos al plano 2z +y — 2z =1 y que
distan 2 de él.

Halle la interseccién entre el plano 2x — 11y — 7z = 1 y la recta ¢; que
tiene por ecuaciones simétricas

x+3 y—-T7 z2-16
5 -8 =14

En los problemas 82, 83 y 84 muestre que los planos dados son paralelos y
halle la distancia entre ellos:
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82. x —2y—22=1y —2x+ 4y + 4z = 10.

83. 3x —2y—4z2=1y —6x+4y+82=0.

84. 6x — 9y + 32 =1y 4o — 6y + 22 = —1.
En los problemas 85, 86 y 87 muestre que las rectas dadas no se intersectan
v halle la distancia entre ellas:

85. (1(t) = (1—20)7+ (141)7— (1420)k, Lo(t) = (—1+48)7+(14t) 7+ (141)E.

86. (1(t) = (2,—1,0) +t(1,1,1), £a(t) = (1,1,1) +t(2,—2,2).

87. 1 pasa por los puntos A(2,1,3) y B(1,2,1) y ¢ pasa por los puntos

C(~1,-2,-2) y D(1,—4,0).

Halle la interseccion entre los planos

88. z24+y+2z2=0y 224+y+22=0.

89. z+y+z=1y 2z +y+22=—1.

0. z4+y+z=ay 20+y+2z=0.

91. ;Se intersectan en un Unico punto los planos z —y+2z =4y

3r+y+2z2=17

Para cada uno de los problemas 92, 93 y 94 determine si los tres planos se
intersectan en un Unico punto.

92. z—y+2z2=4, 3z +y+z2=1y dz+ 3y =2.

9. r—y+2z=4,3z+y+z2=1y —3x+5y+4z=2.

M. z—-y+22=4,3x+y+z=1y dx+3y=-2

95. Determine para qué valores de 0 los siguientes planos se intersectan en
un punto

Oxr —y
zr+(1-0y+z = 0
2y +z =
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1.3 Ejercicios complementarios

. Qué representa cada una de las ecuaciones siguientes? Estudie la situacién
tanto en el plano como en el espacio.

96. y = 0.
97. x =T1.
98. xz = 0.

99. 22+ y? +4x —2y +5=0.

Escriba para cada uno de los siguientes ejercicios la ecuacién de la esfera
indicada.

100. Centro en P(1,2,4) y radio 3.
—
101. Un didmetro es PQ) para P(2,4,—2)y Q(3,7,1).
Determine el centro y el radio de cada una de las esferas indicadas.
102. 22 + 92 + 22 —4x+ 2y +1=0.
103. 22 4+ 9%+ 22 + 42 — 2y — 62 +23 = 0.

104. Encuentre la ecuacién de la esfera cuyo centro es C'(1,1,0) y es tan-
gente al plano yz.

Dé la ecuacién que describe los siguientes lugares geométricos:

105. El lugar geométrico de todos los puntos X (z,y,z) que equidistan de
los puntos P(—1,-3,-5) y Q(—5,—-7,1).

106. El lugar geométrico de todos los puntos X (z,y, z) tales que el vector
—_— N
AX es perpendicular al vector 7, donde A(—3,2,—4) y i = 7— 7+ 2k.
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1.4 Respuestas de algunos problemas

9.1 ||7]| = V5, 20 — 3@ = 117 — 107, ||T — ]| = 4v/2.
V6, 2V5

Vector unitario en la direccién de - i

Angulo entre 7 y ' arccos(—=).

V65
9.3 ||9]| = V2, 20 — 3w = —117'— 177, |7 — || = 2/13.
-V2, V2,

2 ' 27

Vector unitario en la direccién de v:

).

Angulo entre 7 y @ (_4
ngulo entre v w: arccos|{ ———
g y 17
10.5 20 — @ = 7'+ 67— 3k, 7- @ = 46, | — 7 — || = V/I8T.
2v5. V5. 45

Vect itari la direccién de v: —7+ —7— —k.
ector unitario en la direccién de 7: — - v+ 57 18
. 23v/2
Angulo entre ¥ y w: arccos( \[)
15V/5
10.7 20 — & = 20+ 74 3k, T - G =0, || — 7 — @] = /5.
3 3 3=
Vector unitario en la direccién de - \3[7 + \3[ T— \gk‘
Angulo entre 7 y : g
11. 147 — 107,
21 15
13. —7— =—7.
St
6 4
15. '+ —==7
V13 13]
—
17. PQ = —47.
19. 0= —7+ 27— 3k :
—1 3 2 -3
cosa = ——, cosff =4/, cosy = ——.
V14 7 T J1a

21. No, por ejemplo, @ =7, v = J, W = 27.
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3 3v3
23. a="2,b="2"
“=p 8
25. (1,4).
27. Longitud: 2v/27.
o . ., — 4 1
Vector unitario en la direccién de AB: —271 + —27 .

—
Vector fijo asociado a AB: 87+ 87.
Vector fijo asociado a BA: —87— 87.

7
Punto sobre AB que estd tres veces més alejado de A que de B: (3, 5)
29. C(—2,1).
31. (9,8).
1 3
33. F = imgi'— \gmgj’

35. Velocidad: (—30v/37 — 427) km/h.
53, 0T

Direccién: ————7"+ ——

24/31 2\/31‘7'

2 521 4+ 8v/2
37. Direccién: ——=7'+ #‘7
V55 +10v2 V65

15v/55 4+ 10v/2
22 '

38.1 @ x (¥ x @) = 137— 357 — 37k.

Distancia:

38.3 @ x (U x W)| = 3v/307.

38.5 (i x ¥) x (u x @) = —2017+ 677 — 134k.
39. No.

33

5

42. Vol = 1.

40.

44. No son paralelos.
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46. Si son paralelos.
47. —9/5.
5l. a=—-1,a=2.
54. compgi = \/2, prgtv =7 — comp~u = \/7 pry % %j’—k %E
58. £:(1,0,3) +t(—1,1,-1).
60. ¢:(—1,2,3) +t(1,4,1).
6l.a —7+ 27.
6l.c (4.5,8).
6le y=—2x+ 17.
62. Se intersectan en el punto (1,2) con un dngulo de /4 radianes.
64. =541, y=—-142t.
66. x =2 —y=2z—-2.
—1
67. x=t, y=— t—il_038,z: 3t 3 6.
69. La ecuacion del movimiento estd dada por a(t) = (—2,3)+(t/5)(3, —4).
71. 3z —2y+52=9.
74. t = 10.
76. d = 0.
79. Distancia = 7/v/2.
81. (2,—1,2).
83. Distancia = \/—279
86. Distancia = /2.
88. x = -3ty =4t, z =t.
90. x=b—a—-3t,y=4t+2a—0b, z =1t.
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92. No se intersectan.
94. Se intersectan en una infinidad de puntos.
96. Plano: una recta, espacio: un plano.
98. Plano: dos rectas, espacio: dos planos.
100. (z—1)2+ (y—2)2+ (2 —4)2=0.
102. Centro: (2,-1,0), radio: 4.
104. (z -1+ (y—1)2+22=1.
105. 2z + 2y — 3z = —10.

106. z —y + 22z = —13.



Capitulo 2

Funciones vectoriales de
variable real

2.1 Objetivos

El estudiante sera capaz de:

e generalizar e integrar los conceptos de funcién, limite, continuidad,
derivada, regla de la cadena e integral en una variable para aplicarlos
en funciones vectoriales de variable real;

e describir y parametrizar curvas: circulos, elipses, parabolas, hipérbolas,
cicloide, tridangulos, rectangulos, etc.;

e describir trayectorias que siguen particulas en movimiento; compren-
der los conceptos de velocidad, rapidez y aceleracién en las trayecto-
rias;

e aplicar lo anterior en la solucién de algunos problemas de geometria y
fisica.

2.2 Ejercicios y problemas

Determine el dominio maximo de definicién de cada una de las siguientes
funciones vectoriales de variable real:

1
t—3

1. 7(t) = T+ V]

17
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t -
F(t) = In|cost|7+ V42 — 17+ k.

Dibuje la imagen de las siguientes funciones:

3. 7(t)=B+20)i+(1—-1t)7 —-1<t<1.
4. F(t) =elT+2e7t7, 0<t<2.

5. 7(t) = (2—-1)T+2t7, -2<t<2

6. 7F(t) =2Vt 7+ (t+1)7, 0<t<2

7. 7(t) =2cost ¥+ 4sent), 0<t< 2.

t -
8. F(t):tcosti'+tsentj—|—2—k:, 0<t<2r.
™

9. 7(t) = 2cost T+ 2sentj+ 3tk, 0<t< 2.

Calcule cada uno de los siguientes limites:

. ., 1—cost
10. lim (cos v+ t]) .

t—0
11, lim (ti:fzﬁr fl__tt/%)
12 }E}% ( Setntf"‘ costt— 1f+ et;%’) .
13. %L”é( 1_{7+ 1itj+l$).

14. Diga si la curva parametrizada

[ (a=tp 0<t<l1
O‘(t)_{ (2-2t,2—1) 1<t<?2

es continua y dibtjela.

En los problemas siguientes, obtenga los vectores velocidad y aceleracion,
el d&ngulo entre ellos, asi como la rapidez en el punto que se indica.
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15. 7(t) = 3tr+ (4t — t*)J, en t = .

- 1
16. §(t) =2e' 7+ 3e 7+ 3tk,ent = 3
17. a(t) = cos(cost)r’+ sen (cost)], en t = g

18. 7(t) = (3t + )7+ (vV/3t)J+ t2k, en t = 0.

2 2
19. 7 (t) = (\gt) T+ (\gt —16t%)7, en t = 0.

En los problemas que siguen encuentre los vectores velocidad, aceleracion y
la rapidez de las curvas dadas en los puntos que se indican. Cuando sea
posible, dé la ecuacién paramétrica de la recta tangente:

20. «a(t) = cos(cost)v+ sen(cost)) t=0, t =m/2.
21. a(f) =tanbr'+ cschy 6 =0, 0 = /4.
22. z(t)=In(2t+1), y(t)=3e2, 2(t)=8t t=0.

23. Trace la curva C(t) = (sent, cost, sen 3t) y encuentre todos los puntos
en que el vector tangente a la curva es paralelo a uno de los planos
coordenados.

24. Halle los puntos donde la rapidez de la cicloide
a(t) = (2(t — sent),2(1 — cost))
se anula.
25. La posicién de una particula estd dada por 7(t) = 37+ 5t7 — 16tk.

;,Cudndo es minima su rapidez?

En los siguientes ejercicios, 7(t) es la posicién de una particula en el instante
t. Encuentre el valor de t en el intervalo dado para el cual los vectores velocidad
y aceleracion son ortogonales.

26. 7(t) = (t+ sent)v+ (1 —cost)); 0 <t < 2.

27. 7(t) = (sent)7+ 7+ (cost)k, t > 0.
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28.

29.

30.

CAPITULO 2. FUNCIONES VECTORIALES

Encuentre la ecuacion de la recta tangente y de la recta normal a la
curva con ecuaciones paramétricas

2
en Po(g, 2)

Halle los puntos donde el vector tangente a la hipocicloide:
a(t) = (cos®t, sen3t)

se anula. ;Se puede hablar de la “recta tangente” a la hipocicloide en
estos puntos?

Si f(t) = (t%,t%) y g(t) = (3,3, |t3]), con t € [—1,1] trace las curvas
y determine los puntos en los cuales la derivada es el vector cero y
determine si alguno de los puntos es cuspidal.

Dibuje las graficas de las siguientes funciones, tomando en consideracién la

informacién que da el vector tangente.

31.

32.

33.

34.

35.

C(t) = (13 — 4t, 1> — 4), t € (—00,00).

t2 t3
Cit)=(——=,—=), t € (—00,0).
O =G 1rehtel )
Supongamos que una particula sigue la trayectoria 7(t) = (e', et cost)

hasta que, en t = 1, se desprende subitamente sobre una tangente.
;. Dénde estara la particula en t = 27

Una particula parte del punto P(4,—3,1) hacia el punto Q(—1,2,1) en
el instante to, con vector aceleracién cero y con rapidez de 4m/s. Cinco
segundos después, parte otra particula de () hacia P. Esta particula
se mueve a 3m/s. Escriba las ecuaciones paramétricas que describen
estos movimientos y diga cudndo las particulas colisionan.

Una particula se mueve sobre la circunferencia 2 + 32 = 1 con una
velocidad angular constante de 2 radianes/segundo. En el instante
t = 0 la particula se encuentra en el punto Py(0,1). Encuentre el
vector posicion de la particula, como funcién de ¢.
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36. Un punto P en el primer cuadrante del plano se mueve de tal forma

que su distancia al origen es igual a la pendiente ¢ de la recta que va
del origen a P. Dé una representacién paramétrica de la curva descrita
por P usando a t como parametro y dibujela.

Calcule las integrales que se proponen a continuacién

2 4 -
37. / [(6 — 61)7+ 3Vt + tQk] dt.
1

38.

39.

40.

41.

42.

43.

/4 [( sent)7+ (1 + cost)7 + sec? tlg] dt.

™

4

Obtenga la trayectoria 7(t) de la particula cuyo vector velocidad es
T(t) = 27+ e7'7si r(0) = 2i — j. Determine la rapidez de la curva.

Una particula se encuentra en el instante ¢ = 1 en el punto Py(1,—1,1)
y su vector velocidad es

4

T(t) = (6 — 6t)7+ 3VtT+ = k.

Encuentre el vector posicién de la particula.

Obtenga la trayectoria de la particula que tiene como vector acele-
racién a(t) = t27— t%j’, con #(1) = 7y (1) = v+ 37

Resuelva para © como un vector en funcién de ¢, sabiendo que

dr -
— = T —t]—tk
dt ? .] )

y que 7(0) = 7'+ 27+ 3F.

En ¢t = 0, una particula estd en el punto(1,2,3), si viaja en linea recta
al punto (4, 1,4), tiene velocidad 2 en (1,2,3) y aceleracién constante

37 — 7+ k. FEncuentre la ecuacién para el vector de posicién de la
particula en el tiempo t.

En los ejercicios que siguen, encuentre las ecuaciones paramétricas y un in-

tervalo para el pardametro que describe el movimiento de una particula
a partir del punto (a,0) y:
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44.

45.

46.

47.

CAPITULO 2. FUNCIONES VECTORIALES

Recorre el circulo 2 + y? = a? y da una vuelta en el sentido de las
manecillas del reloj.

Recorre el circulo 22 + 4% = a? y da dos vueltas en el sentido contrario
a las manecillas del reloj.

Recorre la elipse 2—; + z—; = 1 y da una vuelta en el sentido de las
manecillas del reloj.

Recorre la elipse 2—; + %—z = 1 y da dos vueltas en el sentido contrario
a las manecillas del reloj.

En los ejercicios que siguen, dibuje la curva que estd descrita en forma polar.

48.

49.

50.

ol.

52.

93.

r = cosf.

r =1+ cosé.

r=20.

Muestre que las curvas descritas por la parametrizacion polar

1

"= 1+ cosf

y por la parametrizacion
1 No | 4o
o(t) = 5(1 — )+t

tienen el mismo recorrido.

Sea r(t) = (acost,asent,bt). Encuentre una reparametrizacién de la
curva que tenga rapidez unitaria.
Considere la hélice con ecuaciones paramétricas:

r=cost,y=sent, z=1t; 0<t<2m.

(a) Muestre que el vector velocidad y el vector aceleracién son orto-
gonales para todo t € [0, 27].

(b) Dé una parametrizaciéon que recorra la curva en sentido inverso
y a la mitad de la velocidad.
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o4.

55.

56.

o7.

58.

59.

Un proyectil es disparado con una rapidez inicial de 487.5 m/s y con un
angulo de elevacién de 30°. Encuentre la altura maxima que alcanza
el proyectil, su alcance y la rapidez con la que choca con el suelo.

Una pelota de golf es lanzada con un dngulo de 45° y la pelota aterriza
a 10 metros de distancia.

i, Cudl fue la velocidad inicial a la que fue lanzada la pelota?

Una cuerda que gira hace que una particula de masa m se desplace
segun la trayectoria descrita por las ecuaciones paramétricas:

x(t) = 3cos 2t y(t) = 3sen 2t.

En el instante t = 7/4 la cuerda se rompe y la particula queda sujeta
a la accién de la gravedad. ;Cudl es la posicién de la particula en el
instante t = w7

Se suelta una bomba (rapidez inicial cero) desde un helicéptero sus-
pendido a una altura de 800 metros. Se dispara un proyectil de un
canon situado en el suelo a 800 metros al oeste del punto directamente
debajo del helicoptero. Se supone que el proyectil debe interceptar a la
bomba a una altura precisa de 400 metros. Si el proyectil se dispara al
mismo tiempo que se suelta la bomba, jcuéles deben ser su velocidad
y angulo de inclinacién iniciales?

2.3 Ejercicios complementarios

Verifique que las siguientes propiedades de la derivacién vectorial se
satisfacen:

(c+p) =0 +/ (p-o)=p 0c+p o
(ac) = ao’ (pxo)=p xo+pxdo

donde @ es un nimero real, p,o : [t;,t2] — IR? y son derivables.

Sean a : [t1,t2] — IR3 y h : [s1,82] — [t1,t2] derivables. Definimos
B : [s1,89] — IR por

Demuestre que
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60.

61.

62.

63.

CAPITULO 2. FUNCIONES VECTORIALES

Vea que lo anterior implica que los vectores velocidad de « en h(s)
y de 0 en s son colineales. jse puede decir lo mismo de los vectores
aceleracién? jpor qué?

Muestre que si la fuerza que actia sobre una particula es central,
entonces la particula se mueve sobre un plano.

Si una particula con masa m se mueve de acuerdo con un vector
posicién 7, su momento angular se define como E(t) =mir XUy su
par de torsién como 7(t) = m# x d@(t). Compruebe, usando el ejercicio
1 de la seccion 2, que L' = 7. Deduzca que si 7(t) = 0 para toda t, en-
tonces E(t) es constante. (Esta es la ley de conservacién del momento
angular.)

;,Cuando es cierto que el vector aceleracién y velocidad de una particula
son paralelos?

Suponga que una curva estd parametrizada polarmente por r = f(0),
0 < 0 < 2m. Encuentre la ecuacién de la recta tangente a la curva
cuando 6 = fy. Diga bajo qué condiciones lo anterior es posible.
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2.4 Respuestas de algunos problemas

1. Dom = [0, 3) U (3, 00).

3. Figura 2.1
1.5
1
0.5
Figura 2.1: r(t) = (34 2t)7+ (1 —¢)J.
5. Figura 2.2
Figura 2.2: r(t —12)7+ 2t7.
7. Figura 2.3

AR
\J/

Figura 2.3: r(t) = 2cos(t)v+ 4sen (t)7.
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9. Figura 2.4
Figura 2.4: r(t) = 2 cos(t)7+ 2sen (t)7 + 3tk.
1
11. 8 k
' 33
13. 7+ k.
15. vel = 37+ (4 — m)7, 27, 0 Ao
. vel = 31 —mJ], a = —27, 0 = arccos | ————— |, 7 =
J J 0% (d—n)
9+ (4—m)2
17. vel= -7, a=-1,0 =7/2, r=1.
1 1 37
19. vel = —=i'+ —=7,a=-32),0 = —, r=1.
/2 \/5‘7 J 4
21. Parat = 7/4: vel = 21—+/27, a = 47+3v/27, [(t) = 74+ 27+1(21—/27).
23. Figura 2.5

Figura 2.5: 7(t) = sen (£)7+ cos(t)7+ sen (3t)k.



2.4.

25.
27.

29.

31.

33.
35.

37.

39.

41.
43.
45.
47.
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La recta tangente a la curva es paralela al plano xy cuando t = =,
n € 7Z; es paralela al plano xz cuando t =nm, n € Zy es paralela al

plano yz cuando t = nH)W,

La rapidez es minima cuando ¢ = 0.
Son ortogonales para cualquier ¢ > 0.

7(t) = sen (t) cos(t)(—3cos(t) ¥+ 3sen (t) 7) se anula cuando ¢ = nw
yit= w con n € Z. La curva no tiene recta tangente en estos

puntos.

Figura 2.6

-10 -5 : i 5 10

Figura 2.6: r(t) = (3 — 4t)7+ (1> — 4)7, para —3 <t < 3.

Esta en el punto (2e,0,cos(1) — sen (1)).
r(t) = —sen (55)7+ cos(5E)7.

37+ (=2 4 4V2)7 + 2k.

34 et 7 S
r(t) = 5l Clu(t)] = Ve 2t + et

r(t) = (1/2 — t/3 +t*/12)7+ (1/2 + In(t))7:

r(t) = (146t /114312 /2)7+(2—2t /11 —t2/2) T+ (342t V11 +2/2)k.
r(t) = acosti+asenty; 0<t<4n.

r(t)

t

acosty+ bsenty, 0 <t <d4m.
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49. Figura 2.7

Figura 2.7: 7(6) = 1+ cos(f), 0<6<2n.

53.b Ca(t) = cos(4)7— sen (L)7+ (2m — L)k, 0<t < 4m.

995. |U0| = \/109.
57. Se requiere que |vg| = 40,/g y 6 = m/4 para que se intersecten la
bomba y la bala a 400 mt de altura al tiempo t = , /%.



Capitulo 3

Graficas, curvas y superficies
de nivel

3.1

Objetivos

El estudiante sera capaz de:

3.2

identificar secciones cénicas elementales;

iniciar el estudio de la ecuacién general de segundo grado en dos va-
riables;

encontrar la formulacién matematica de problemas que involucran dos
0 mas variables;

determinar de manera analitica y geométrica el dominio de definicién
de una funcién de dos y tres variables definida mediante una férmula;

graficar curvas y superficies de nivel;

utilizar las curvas y superficies de nivel para estudiar el comportamiento
de las funciones.

Ejercicios y problemas

Dadas las ecuaciones de las pardbolas, encuentre el foco y la directriz. Dibuje
la parabola, su foco y su directriz.

1.

y? = 12z.

29
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2.

3.

CAPITULO 3. GRAFICAS, CURVAS Y SUPERFICIES DE NIVEL

T = —3y°.

La parabola 32 = 82 se mueve 2 unidades hacia abajo y 1 unidad a
la derecha. Dé la ecuacion de la parabola, encuentre el nuevo vértice,
foco y directriz.

Escriba la ecuaciéon de cada una de las elipses en forma estandar, dibuje
cada una e incluya los focos.

4.
d.

1622 + 25y% = 400.
322 + 2y% = 6.

Dé la ecuacién de la circunferencia con centro en (1,0) y que es tan-
gente al eje de las ordenadas.

La elipse ‘ff—é + % = 1 es movida 4 unidades a la derecha y 3 unidades
hacia arriba. Encuentre los focos, centro y vértices de la nueva elipse.
Dibuje ambas elipses.

La hipérbola ”1”—; — % = 1 es trasladada 2 unidades a la derecha para
2
generar la hipérbola (ng . % = 1. Encuentre el centro, los focos,

los vértices, las asintotas y dibuijela.

Encuentre el centro, los focos, los vértices, las asintotas y radio, cuando
sea apropiado, de las siguientes secciones cénicas y dibtjelas.

9.
10.
11.
12.

13.

22+ 5y® + 4 = 1.
2 —y? — 2x 4 4y = 4.
22+ 4z +y? =12,
y? — 4y —8x — 12 =0.

La temperatura de una placa plana en la regién del plano x —y < —1
es inversamente proporcional a la distancia del punto en el plano al
origen. Describa la funcién que la representa.

Encuentre el dominio de definiciéon de las siguientes funciones y dibtjelo
en el plano; dibuje sus curvas de nivel, diga cual es el rango.

14.

floy) =2 —y—2.
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15. g(z,y) = z/y.
16. 2(z,y) = y>.
17. f(z,y) = 22 + 49>
18. u(x,y) = 4xy.
19. f(z,y) = (z —4)(y +2)
20. v(x,y) = 22 +9°
21. f(z,y) = 1622 + 25y>
22. z(z,y) = 22 + 4z + 9?
23. f(z,y) =22 —y?> — 20 +4y—4
1
24. u(z,y) = —
25. f(z,y) = eXp(l,ngyQ)-
26. 2(w,y) = — 12 .
x° + dby* + 4z
27. f(z,y) = — 12 .
4 —10x — y= 4 6y — 12
28. z(x,y) = /16 — 22 — y2.
29. f(z,y) = (100 — 22 — y?)1/2.
30. f(x,y) = (¢ — y)!/2.
3L f(z,y) =V (z —4)(y +2).
32. f(z,y) = |z + [yl
2
By =

34. z(z,y) = cos(z? + y?).

Describa los valores de las siguientes funciones de dos formas:
a) dibujando la gréfica;

b) dibujando algunas curvas de nivel (al menos tres distintas).
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35. f(z,y) = — (2% + 7).
36. f(x,y) =22+ 92

37. g(xz,y) =y — coswz.

Determine las superficies de nivel para cada valor ¢ indicado en cada
una de las siguientes funciones de IR? a IR.

38. f(x,y,2) =a® —y%— 2% parac=0,-1,1.

x,y,2) = 4x? + 322, para c =1, 2.

22 +y% — 2% parac=0,-1,1.

I )
f( )
40. f(z,y,z) = 2° + zy, para ¢ = 0, 1.
flzy,2) =
f( )

42. f(x,y, 2) = 422 + 9y? + 22, para ¢ = 0, —1, 1.
Grafique las siguientes superficies en IR3.

43. 3z + 2y + 10z = 20.

44, z =4 — 2% — 92

45. y? — 92?2 — 42° = 36.
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3.3 Respuestas de algunos problemas

1. Foco: (3,0); directriz: x = —3.

|

|

|

|

N

|

N
mmmmmmm

Figura 3.1: % = 122.

3. Foco: (3,—2); directriz: x = —1.

|

Figura 3.2:

5. Focos: (0,—1), (0,1).

N w s o

(y+2)? =8z —1).

Figura 3.3: 322 + 2y% = 6.
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7. Focos: (—vV/7+4,3), (V7+4,3). Centro: (4,3).
Vértices: (0,3),(8,3),(4,0), (4,6).

LPE N W s OO

2 4 6 8

Figura 3.4: @78° 4 W82

9. Focos: (—4,0), (0,0). Centro: (—2,0).
Vértices: (v/5 —2,0), (—v5 —2,0),(-2,1), (-2, —1).

Figura 3.5: 22 + 532 + 4z = 1.

11. Centro: (—2,0); radio: 4.

Figura 3.6: 22 + 4z + y? = 12.

1
NEZEET
15. Dom = {(z,y) € R? : y # 0}. Rango = R.

Las curvas de nivel para ¢ # 0, g(x,y) = ¢, son rectas que pasan por
el origen.

13. T =Temperatura; T =
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Sic =0, es el gje y sin el origen.

Figura 3.7: g(z,y) = %

17. Dom = R2. Rango = [0, 00).

Las curvas de nivel son elipses con eje mayor el eje x.

=
10| ﬁ
. A
_10) v
M

Figura 3.8: f(x,y) = 22 + 4y°.

19. Dom = R?. Rango = R. Las curvas de nivel son hipérbolas y las

rectas x =4, y = —2.
\

v, o

o i v/

Sy

LLLE
o

Figura 3.9: f(z,y) = (z — 4)(y + 2).
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21. Dom = R2. Rango = [0,00). Las curvas de nivel son elipses con
centro en el origen con eje mayor el eje x.

3 % N
:’"\ ) m
-
- 5]
- -10
v

Figura 3.10: f(z,y) = 1622 + 25y2.

23. Dom = R?. Rango = [—1,00). Las curvas de nivel son hipérbolas.

@
S

o
—

Figura 3.11: 22 — y? — 22 + 4y — 4.
25. Dom = R? — {(0,0)}. Rango = (0,00). Las curvas de nivel son
circulos.

27. Dom = {(x,y) € R? : 2% — 10z — y? + 6y — 12 # 0}.

Rango = (—o0,0) U (0,00). Las curvas de nivel son hipérbolas.
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Figura 3.12: f(z,y) =

22 — 10z — y2 + 6y — 12°

29. Dom = {(z,y) € R? : 0 < 22 + y? < 10}. Rango = [0,10]. Las curvas
de nivel son circulos.
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Figura 3.13: f(z,y) = (100 — 2% — y?)

31. Dom = {(z,y) € R? : x> 4,y > 2} U{(z,y) e R? : 2 < 4,y < —2}.
Rango = [0, 00). Las curvas de nivel son hipérbolas.

33. Dom = {(z,y) € R? : y # —2?}. Rango = R. Para ¢ > 0, las
curvas de nivel son hipérbolas,mientras que para ¢ < 0, son elipses.
Cuando ¢ = 0 es el eje x sin el origen. Las primeras dos graficas estan
definidas para (z,y) € [—5,5] x [1,5] mientras que las otras dos son
para (x,y) € [—5,5] x [=5,5].
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NI

»

w

2

Figura 3.14: f(z,y) = yfi7
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Figura 3.15: f(z,y) = y_l(_xQ.

35. Dom = R?. Rango = (—o0,0). Las curvas de nivel son circulos.

N\ z,

-2 -1 0 1

2

-

=)

-

NN

Figura 3.16: f(z,y) = — (22 + 32).
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37. Dom = R?. Rango = R. Las curvas de nivel son las curvas y =
cos(zx) + c.

Figura 3.17: g(x,y) = y — cosx.

39. Para ¢ =1, es un cilindro eliptico corriendo a lo largo del eje y. Para
c = 2, es similar.

Figura 3.18: F(z,y, z) = 42?4+ 32%; ¢ = 1.
41. Para ¢ = 0, es un cono. Para ¢ = 1, es un hiperboloide de una hoja.
Para ¢ = —1, es un hiperboloide de dos hojas.

43. Es un plano cuya normal es 37+ 27+ 10k y que pasa por el punto
P(0,10,0)

45. Es un hiperboloide de dos hojas que se abre a lo largo del eje y.



Capitulo 4

Limites y continuidad

4.1 Objetivos

El estudiante sera capaz de:

e generalizar los conceptos de limite y de continuidad de funciones de
una variable a funciones de dos y tres variables;

e identificar subconjuntos del plano y del espacio cuyas caracteristicas
le ayuden a construir argumentos que conduzcan a la solucién de un
problema.

4.2 Ejercicios y problemas

Calcule, de existir, el limite cuando (x,y) — (0, 0) de las siguientes funciones.
Cuando el limite no exista determine la razén de ello.

1. f(z,y) = vy — 32%;

2. g(z,y) = emysen% +zyln/y + 1;

4 4
r—y
3. - 7.
f(z,y) R
222 — 3y?
4. -= =
2 _ .2
Tt~y
5 f(z,y) =

N

40
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1 — coszy
6. g(z,y) = ———;
xy
3 3
Ty
7. ===
fz,y) PR
x4+y4

2

z%y

9. g(w,y)=7x4+y2;
3 3

z’ —y

10. g(x,y)zixgﬂﬂ;
2 2

z° —y
11. f(w,y)=7x2+y2;

2 2
4y -1
12. g(:c,y)Z\/m'

13. Investigue el comportamiento de las curvas de nivel de la funcién

1
f(x,y)—m

cerca del origen. Utilice la informacion anterior para determinar si
existe el limite cuando (z,y) — (0,0).

Determine los siguientes limites:

1

4. lm et
(z,y,2)—(1,1,1) 22 -1
TYZz

15. lim — .
(@,,2)—(0,0,0) % + y2 + 22

1
16. lim — + V1 —y? 2%

(@,9,2)—(1,1,0) /22

-1
17. lim e +y?+:?
(z,y,2)—(1,1,0)

Determine el dominio y encuentre los puntos de éste en donde son continuas
cada una de las funciones siguientes:
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18. f(ff,y): v4—$2—y2;

19. f(z,y) = tan(y/x);
20. f(z,y) = ifz

21. f(z,y) = In(z* + 7).

iSon continuas en (0,0) las siguientes funciones? Explique su respuesta.

22.
(@ + ) sen — s (2,y) % (0,0),
fla,y) = # Y
0 (z,y) = (0,0).
23. o — g7
fong) = REere (z,y) # (0,0),
0 (x,y) = (0,0).
" Sl () £ (0,0)
o) = 232 + 2y Y »Y),
{ 0 (z,y) = (0,0).
25. Calcule el limite de la funcién
x? + y2’ 240
fla,y) = v
0 z=0

cuando
i)y=azx,yx—0.
ii)r=0yy—0.

. De estos resultados puede inferir que f es continua en (0,0)?

Determine en qué puntos (x,y, z) del espacio son continuas las siguientes
funciones:
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x2+y2
26. = ;
6 f(x7y7z) 3_22’
27. f(z,y,2) = /2?2 +y? — 1;
28. h(z,y,2) = ——
SR A By

Determine las derivadas parciales de las siguientes funciones:

29. f(x,y) = /22 + y?;
30. g(z,y) = e Tsen(x +y);

)
)
31. g(z,y) = In(z + y);
)
)

32. f(z,y) = 2" — 23y + 22y? — 2y + ¢
33. f(z,y) = e*(coszy — seny);
r+y
34. flz,y) = ;
r—y
v+ w
35. = arct ;
f(v,w) = arctan I
36. f(z,y,z) = e
xyz

37. f(z,y,2) = PN

43
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4.3

11.

13.

15.

17.

19.

21.

23.

25.

27.

29.

31.

CAPITULO 4. LIMITES Y CONTINUIDAD

Respuestas de algunos problemas

. El limite es igual a 0.

El limite es igual a 0.

El limite es igual a 0.

Al utilizar coordenadas polares se obtiene que el limite es igual a 0.
El limite no existe.

El limite no existe.

La curva de nivel para ¢ > 0 es un circulo de radio ﬁ De esta manera,

un circulo de radio pequeno corresponde a un valor de ¢ grande. El
limite no existe.

El limite es igual a 0.

El limite es igual a o
Domf = {(z,y) € R? tales que J #+ g +nmconn € Z}. Se concluye
x

que es continua en todo su dominio.

Domf = {(x,y) € R? tales que (z,y) # (0,0)}. Se concluye que es
continua en todo su dominio.

Es una funcién continua.

Los limites indicados son igual a cero, sin embargo, si se calcula el
limite por una trayectoria diferente a las dadas, por ejemplo y = z2 se

observa que el limite no existe.

Domf = {(z,y,2) € R? tales que 2? + 22 > 1}. Se concluye que es
continua en todo su dominio.

of . x
8.’13_ 1/x2+y2.
of .y
Ay a2+ y?
99 _ 09 _ 1

or Oy zx+y
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0

33. o e’ (cos(xy) — sen(y) — ysen(xy)).
gi = e"(—cosy — rsen(zy)).
- g _ 2v
Cow (v—w)? o+ (v w)?
% _ —2w
v (v—w)?+ (v+w)?
gp OF _yz(=a® +42+2%)
" Or (x4 y? +22)2
af z2(2? — y? + 2%)
ay - (x2+y2+22)2 .
af zy(z? + y? — 2?)
0z (22 +y2+22)2°

45



Capitulo 5

Derivabilidad y aplicaciones

5.1 Objetivos

El estudiante sera capaz de:

e entender el concepto de derivada parcial de funciones de dos y tres
variables;

e entender el concepto del gradiente de una funcién de varias variables
y su aplicacién a la determinacién del plano tangente de la gréafica de
funciones de dos variables y de superficies en IR?.

e entender el concepto de diferenciabilidad para funciones de dos y tres
variables;

e determinar si una funcién de dos o tres variables es diferenciable;

e interpretar geométricamente el concepto de derivada direccional de
una funcién de dos o tres variables y aplicarlo a la solucién de proble-
mas;

e entender y aplicar la regla de la cadena;

e aplicar la regla de la cadena en el cambio de coordenadas de algunas
ecuaciones de la fisica;

e entender y usar el polinomio de Taylor de primer y segundo orden para
aproximar el valor de una funcién de dos o tres variables;

e utilizar el Teorema de la Funcién Implicita para calcular las derivadas
de funciones definidas de forma implicita.

46
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5.2 Ejercicios y problemas

L Existen las derivadas parciales en el origen de las siguientes funciones? ;Son
continuas?

L f(z,y) = Va2 +y%
2. f(z,y) = V|zyl;
3. ,
oy
, 0,0),
flz,y) =< at+ 2 z:9) 7
0 (z,y) = (0,0

Calcule todas las derivadas parciales de primer y segundo orden de las
funciones que siguen:

2

4. f(z,y)=c 72+y7

p2’
+y
_l‘y’

5. f(z,y) = arctan 1x

6. flo,y,2) =a+4y> - 222+ —y+2— 15
7. f(z,y,2) =y
8. flz,y,2) =1+ xy? — 222
9. f(z,y,z) = arcsen(zyz);
( )

10. f(=x,y,2) = yzIn(zy).

Halle los gradientes de las siguientes funciones:

11. f(z,y) = 2> + y3 — 32y,

)
12. f(z,y) =
13. f(z,y) ="V cosy;
14. f(x,y) = arctan(y/x);
15. f(z,y) = (2% = y?) 10,
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16.

17.

18.
19.
20.
21.

CAPITULO 5. DERIVABILIDAD Y APLICACIONES

[2 . 2
_ rm -y,
f(z,y) = arcsen R

2
f(z,y) = ﬁ;

f(z,y) = arctan(y/x) + arctan(x /y);

h(u,v,w) = cos? u + cos® v + cos? w;

—22—y2—2?)

f(x,y,2) = wel

Muestre que la ecuacién del plano tangente a la superficie z = 22 4 1
en (3,1,10) es z = 6x + 3y — 11.

Halle la ecuacién del plano tangente a la grafica de las funciones dadas en el

punto indicado:

22.
23.
24.

25.

26.
27.
28.

29.

f(z,y) =2 +y3 — 3ay, P(2,2,4);
flx,y) =2z — 3y, P(1,1,-1).

Encuentre los puntos de z = 422 + 932 en los que la recta normal es
paralela a la recta que pasa por (—2,4,3) y (5,—1,2).

Determine si las siguientes funciones son diferenciables en Fj.
g(z,y) = (@ =32+ (y —3)%, Po=(3,3).

f(z,y) = lzyl,  Po=(0,0).

h(z,y) = Vlzyl, Po=(0,0).

. Tiene la grafica de la funcion

h(z,y) = Va? +y?

plano tangente en el punto P(0,0,0)?

Determine si las siguientes funciones son continuas y tienen derivadas parciales
en (0,0). ;Son diferenciables en ese punto?
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(2% +y*)sen ——=—  (z,y) # (0,0),

+y
ryY
5353 (@y) #(0,0),
x>
39, h(ny) =4 200 +2° (z,y) # (0,0),

Use el criterio de la continuidad de las derivadas parciales para determinar si
las siguientes funciones son diferenciables en (xg, yo). En caso de no cumplirse,
usar la definicion.

33. f(z,y) = seny/z? +y? en (0,0).

2202
s ) iy (@) #00)
\ 0 (z,y) = (0,0).
( 202
35. f(r.y) = Ti%g (z,y) # (0,0),
0 (z,y) = (0,0).
36. Si f(x,y) = 2%y sen% para z # 0y f(0,y) = 0. Calcule las derivadas
parciales cruzadas (mixtas) de segundo orden de f, jes continua O(Z:gy

en (0,0)?

Sea F': [a,b] — IR con F(t) = f(r(t)). Encuentre Z—IZ

37. f(z,y) =22 +ay, r(t)=t7+t2}
38. f(x,y,2) =zyz, 7r(t)=(t>+1,Int, tant);

39. f(z,y) = /x+y2, 7r(t)=acos’t7+ bsen?t]
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1

4. f(x,y,2) =zytanz, r(t) = acosti+ asentj+ tk.

40. f(x,y) =

0 0
Encuentre a—f y a—f para cada una de las siguientes funciones.
U v

42. f(z,y) = 2% + xy, cuando x(u,v) = duv y y(u,v) = uw;

2., .2
43. f(z,y) = a:2 + y2 cuando z(u,v) = e~ ) v y(u,v)
==Yy

=e".

Calcule las derivadas parciales que se indican:
44. 9z/0u, 0z/0v, para z = 2%y — y>x cuando r = ucosv, Yy = usenv;

45. 0z/0u, 0z/0v y 0%2/0udv para z = f(z,y) cuando x = u? — v2,
Yy = 2uv;

46. dz/dt para z = 37 =2% cyando z = cost, y = tsent;
47. 9%2/0r?, 0%z/0ro0, 0%2/06? para z = f(x,y) cuando ¥ = rcosf,

y = rsenf.

Use la regla de la cadena para encontrar las derivadas parciales de segundo
orden de F' si F' = f o g para cada uno de los siguientes incisos.

Y

W’ g(t) = (cos(t), sen (t));

48. f(z,y) =
49. f(z,y) =22+, g(u,v) = (ww? v — 3u?);

50. w = f(z,y,2), ¢g(r,0,z) = (rcosf,rsend,z);

51. w = f(z,y,2), ¢g(r,0,¢0) = (rcosfcosp,rsenfcosyp,rsenp).

Calcule la derivada de las funciones dadas en el punto P y en la direccién del
vector ¥ :

52. f(z,y) = Az? +2Bxy +Cy?, P(1,1), ©=7+7

53. f(z,y) =2Y, P(1,2), ©=7-23}
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54. f(z,y) =2z —3y, P(1,1), ¢=30+4]

55. Calcule la derivada direccional de u(z,y, z) = 3z — 5y + 2z en el punto
P(2,2,1) en la direccién del vector normal a la esfera 22 +y? 4 22 = 9
en dicho punto.

Para cada una de las siguientes funciones encuentre la direccion en la que f
tiene maximo incremento en el punto Fy y determine la derivada direccional
en ese punto respecto al vector .

56. f(z,y) =2 +2y, P(1,-2)yid=3"—27
x

I\, Y) = —F——>>
()= —o—

58. Sea f(x,y) = In(2? + y?).

57. P(1,-1) y @ = 3cos 57+ 3sen 7 J;

a) Determine D+ f en el punto (1, —2) en la direccién que forma un
angulo de ‘%’r con el eje de las abscisas.

b) Determine las direcciones en la que la derivada direccional se
anula en el punto (1, —2).

59. Sean u] = %i’jt %j’, y U = —%T—{— %‘f

Sea f una funcién derivable en P(3,5) y tal que la derivada de f en
la direccién de uj en el punto P es 3v/2 y que la derivada de f en la
direccién de w3 en el punto P es ——L=.

V2

(a) Encuentre el gradiente de la funcién en P.

(b) Determine la direccién en que la funcién crece mas rapidamente
en P.

60. Encontrar la direccién en la que la funcién w = z? 4+ zy crece més
rapidamente en el punto (—1,1). ;Cudl es la magnitud de Vw en esta
direccién? Interpretar geométricamente esta magnitud.

61. Sea T la funciéon que mide la temperatura en cada punto de una bola
metéalica. Sabiendo que T es inversamente proporcional a la distancia
del punto al origen y que T'(1,2,2) = 120°, calcule la razén de cambio
méxima de la temperatura en Py = (1,2, 2).
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62.
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Demuestre que la direccién de maéas rapido crecimiento en cualquier
punto es cuando ésta apunta hacia el origen.

Sea H(x,y) la altura de una montana en la posicién (z,y), {En qué
direccién, a partir de (1,0), deberia uno comenzar a caminar para
escalar mas rapido?

Dibuje sobre la curva de nivel ¢ en IR?, el vector tangente y el gradiente
a la curva en el punto que se indica.

63.
64.

65.

f(x,y) = 1‘2 - Y, P(73a 5),
9(@,y) = zy, P(3,2).
Sea ¢ la curva de interseccién del paraboloide z = 9 — 22 — 32 con el

plano x = 1. Encuentre la ecuacién de la recta tangente 1" a la curva
en el punto (1,2,4). Dibuje ¢y T.

Dé la ecuacion del plano tangente de las siguientes superficies en el punto
indicado:

66.
67.
68.

z? —y? +22% =3, Py(1,0,1);
2?4 y? + 22 4+ 22 — 2y + 42 = 16, Py(—4,3,1);

z—sen(z+y) =0, Py(0,7/6).

Encuentre ecuaciones para el plano tangente y la recta normal en el punto
dado de la superficie:

69.
70.

71.
72.

73.

4y +22=3; (1,1,1);

4o —y? +22=0; (2,3,V3).

. Tiene la superficie del ejercicio 70 plano tangente en (0,0,0)?

. Existe el plano tangente en el punto (0,0, 0) en el cono eliptico 222 —
2 _ .2
y-—z° =07

Pruebe que el plano tangente en cualquier punto del cono z2+y%—22 =

0 pasa por el origen.
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74.

75.

76.

e

78.

79.

80.

81.

Encuentre los puntos donde el plano tangente a la superficie
22+ 27 +422 =1
es paralelo al plano x + 2y + 4z = —3.

Dé la ecuacion de la recta tangente a la curva que se obtiene la inter-
sectar el elipsoide
22 +3y° +52°=9

con el cilindro

Y422 =2

en el punto P(1,1,1).

Muestre que las funciones f(z,y) = In(2?+y?) y f(z,y) = arctan(y/z)
satisfacen la ecuacién de Laplace

0%f  O*f
gL 9Ty,
0x? = Oy?

Muestre que la funcién f(z,y) = In(z? + zy + 3?) satisface la ecuacién

of  of _

Siz=2x+ f(u), con u = xy, muestre que
0z 0z
T— —Yy— ==
Oz yay
Sea w = f(r,s,t)conr =x—y, s=y—zyt=z—x Muestre que

ow Ow Ow

%+67y+$—

Sea w = f(r,0) donde r = \/x? +y? y § = arctan(). Halle ?9% y %—Z’
y exprese las respuestas en términos de 7 y 6.

Sea z = f(x,y) donde z = rcosf y y = rsen . Muestre que

0z eaz n 9%
— =cosf— + senf—.
or oz oy
Halle una expresién de la misma naturaleza para %. Compare el re-
sultado con lo encontrado en el ejercicio 80.
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82. Siu = f(z,t) yr =x+aty s = x — at pruebe que la ecuaciéon de

83.

84.

onda
@ — 262 =0
ot? 0x?
se transforma en términos de r y s en
0%u B
dsor

Pruebe que la ecuacion

2 0%u 0% ou ou
Y75+

T TV a2 T TV, T

toma la forma
?u 0%

a2 "o =0

0

cuando se hace el cambio de variable z = €e" y y = €°.

Halle dz/dz si se sabe que z = 22 + y? y que y = y(x) es solucién de

la ecuacion
22+ 3zy + 1y = 1.

Determine el polinomio de Taylor de grado uno y dos para las siguientes

funciones en los puntos indicados.

85. f
86.
87.
88. f
89. f

90.
91.

fly) =2 +ay +y2, R(1,2);
g(z,y) = sen(zy), Fy(0,0);
h(z,y,z) =e"sen(y+2), Fo(0,0,0);

(
(.%',y) =e” ln( +y)7 Po(0,0);
flz,y) = mv Py(0,0);

f(x,y) = ($+y)27 PO(()?O);

f(z,y) = coszy + senzy, Fp(0,0).

Aproxime linealmente las siguientes funciones y evalte en el punto indicado.

92.

fz,y) =22 +y3, Py(1.02,1.97).
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93.

g(x,y) = senztany, Fp(29°,46°).

Aproxime el valor de f(Py + Az) en Py usando diferenciales.

94.

95.

96.

97.

98.

99.

100.

101.

f(z,y) = Va2 +y? Po(l,-1), Ar=02, Ay=0.1;
f(z,y,z) = xe¥?, Py(1,—-1,0), Ax=0.2, Ay=0.1y Az=—-0.3.

Halle la variacién aproximada de la longitud de la diagonal de un
rectangulo si uno de los lados mide 10cm, el otro 24cm cuando el
primer lado se alarga 4mm y el segundo se acorta 1mm.

i, Cudl es el orden de error que se comete al aproximar la funcién
f(x,y,z) = senxy + coszy + z en el punto (1,7/2,1) cuando los
errores en x,y y z son del 1%.

Las medidas del didmetro y la altura de un cilindro son aproximada-
mente de 6 y 10, con un error del 1% respectivamente. ;Cudl es el
porcentaje de error que se comete al estimar el volumen? ;y cudl es
el error que se comete al estimar la superficie total?

Las longitudes a, b, y ¢ de los lados de una caja rectangular cambian

d—ctl = 1lm/seg,

con el tiempo. Cuando a = 1m, b = 2m y ¢ = 3m,

db d

== 1m/seg y d—; = —3m/seg.

(a) ;Cudl es la razén de cambio del volumen y de la superficie de la
caja en ese instante?

(b) {Crecen o decrecen en magnitud las diagonales interiores de la
caja?

Estime linealmente cudnto cambia f(z,y,2) = In\/2? + y? + 22 si el
punto P(z,y,z) se mueve desde Py(3,4,12) una distancia és = 0.01
unidades en la direcciéon de 37+ 67— 2k7?

Sea T = f(x,y) la temperatura en una regién del plano donde se coloca
un alambre cuya forma es la circunferencia z = cost, y = sent,0 <
t < 2m. Suponga que % = 8x —4y y que %5 = 8y — 4x. Encuentre los
puntos sobre el alambre dénde se alcanzan las temperaturas maxima

y minima.
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102. El periodo de un péndulo es T' = 27T\/% , donde £ es la longitud y g es

la fuerza gravitacional. ;Cudntas cifras decimales se deben tomar de
7Ty gy qué tan grande puede ser el error en la longitud para que el
péndulo pueda usarse para un reloj que deseamos que dé la hora con
un error de un segundo por semana.

En los ejercicios 103 y 104, halle las diferenciales totales de las funciones
en los puntos que se indican:

103. z = sen?z + cos?y en el punto (7/4,7/2);

104. u = /22 + y? + 22 en el punto (1,2,2).

105. Halle la diferencial total de u = 23 + y® — 3xy(z — v).

Determine para las siguientes funciones las derivadas de segundo orden, cons-
truya el hessiano y evalielo en el punto indicado.

106. f(z,y) =zy? + €™, Py(-3,2);
107. h(z,y) = arctan(%), Po(1/V2,1/V2);

108. g(l',y,2> = \,x2—|—y2+z2, P0(17_273)'
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11.
13.

15.
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Respuestas de algunos problemas

. No existen las derivadas parciales, pero si es continua.

. Las derivadas parciales en cero existen y son iguales a cero, pero no es

continua.
of 1~ of _ 1
or  1+a? oy 1+y?
?f -2 ’Pr =2 Pf
ox?  (1+22)2° 0y2  (1+y2)?2" 0x0y
of a5 ar_,
ar 7% oy o g, T
2 2 2
PI_, PI_, P,
Ox? 0y? 022
0% f »*f >’f
=%, =Y, =T
0x0y 0x0z 0yoz
of vz o _ of __ wy
o ot Oy a0 it
Pf 2y3 23 >f 23y
022~ 01— 2g22p 02 O - a2
0% f B 332 0% f B z
022 /1 —a2y222)3 020y /(1 - 22y222)3
?f y o T
020z /(1 — 2242223 Oydz /(1 — a2y222)3

Vf(l', y) - (3'%.2 - 3y7 -3z + 3y2)
Vi(z,y) = (26 zcosy, e T (2y cosy — seny)).
Viz,y) =

$2+y2
= 2 = ) In(a? =)o) + 2 T )
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17.

19.

21.

23.

25.

27.

29.

31.

33.

35.

37.

39.

41.
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29% — 622y 223 — 6$y2>

Vst = (T g T g

Vh(u,v,w) = —2(cosu senu,cosv senv,cosw senw).

Si f(z,y,2) = 2% + y? — 2, la superficie son los puntos (z,%,z) que
satisfacen f(x,y,z) = 0. Vf(3,1,10) = (6,3, —1) es el vector normal
al plano tangente en (3, 1, 10) por lo que la ecuacién del plano tangente
es: 6(x—3)+3(y—1)—1(z —10) = 0 que es igual a z = 6z + 3y — 11.

z=2x — 1.
1 28t 1 28 \?2
22 — 4+ 224 ).
(’5’90Jr 50 +9<90+45t> )
1 1+ 112t + 6736t2
t.—(1 t .
(790( + 56t), 900 )

Las parciales en cero existen y son iguales a cero, pero no es diferen-

ciable en (0,0) porque el lim, ,y_(0,0) \/I;Ty\2 no existe.
a2ty

No tiene plano tangente porque las derivadas parciales en el origen no
existen.

f no tiene limite en (0,0) por lo que no es continua en ese punto y por
tanto no puede ser diferenciable en (0,0).

No es diferenciable ya que las derivadas parciales no existen en el
origen.

No es diferenciable. Las derivadas parciales existen y son iguales a
cero en el origen, pero al no ser continuas en el origen se debe usar la

definicién de diferenciabilidad para probar que es diferenciable. No es
2
. . . Ty .
diferenciable porque el lim, ) _.(0,0) RETEY Wy no existe.

— =3t 2t.

7 3t° +

dF  —cos(t)sen (t)(a — 2b% sen 2(t))

dt Vacos(t) + b2send(t)
F

i _ a® sen (2t).

dt
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89 _ 4627“)(1 _|_v) 89 _ 4e2uv(1 +u)
ou (1 — e2(utvtuv))2’ v (1 — e2(utvtuv)y2’

43.

45. % = QUQ + 2vg

ou Ox oy’
% = —21)% + 2“25’
8?428211 = —4uvgi‘}; +4(u? — 1)2)88;5;/ + 4uv§2‘}; + 22‘;.
47. gi; = cos? Ggié + 2c0598en9£;fy + sen 2022‘5
88:50 = rseanosQ(ZZJ; - gz];) + r(cos? 0 — sen%)%,
gzz =r? sen29§i]; — 2rsenf cos 03T§y+
+ 12 cos? GgZJ; — 7 Cos 9% — rsen 925
49. fué = 108u? + 2v(—6 + v?), fli]; = 2u* + 2, dd;jv = 4uv — 12u.
o1. (?92;2[} = cos® (cos2 622;; + senzﬂgz/é) + sen2cp222“£
+ 2 cos 6 sen  cos? 808:628:1/
+ 2 cos psen (cos 0 88;8{5 + sen 6 ;jgy) .
g;; = rsen f cos 6 cos® o (gjj; — gi‘};) +r(cos? f— sen 26) cos* waa;gy
+ 7 cos psen <cos€§jgz — senHﬁj{i)

of of
+ cos (0089 o sen 6 8:3) .
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0*w 0% f 0% f 0% f
Dogy — " COS@ senpo5 —Tsenyp cosp | cos 20— + sen?0——=

Opdr 0x? dy?
2 2 *f o f
+ r(cos® p — sen“yp) (cos&aaca + s.en0a 8y)
0% f
— 27 senf cosfsenpcosp 92y
of of of
+cosg0& r sengo(sen@az/ﬁLcosan).

2 2 92 92
%91; = 7’ cos2g0( sen26§ J; + cos®f a—‘];—Q sen 6 cos98yé};>

of of
—r Ccos @ <COS Ga—x + sen 08) )

Y
Ow = r%sen 6 cos 6 cos @ sen ﬁ — ﬁ
D906 IRV 027 T oy
+ 12 (sen 26 — cos? 6) cosp sen @ Ot
0xdy
2 o f
—72(senf — cosf) cos? Y520
of (9f>
— rsen senf— + cosf— | .
7 < O dy
&w 2 2 *f /
W:T sen cp<cos Qﬁ—i-s 982>
o f 2 o Of
+ 12 cos? QO@ + 2r° cosf senf sen“p 920y
0% f 0> f
— 92
7 Cos psen @ (cos@azax + Sen08y8z>
— 1 Cos coseg + senﬂa—f —rsen 8—f
oz oy z
53. v/10/5.

55. D-u(2,2,1) = —2/3.

57. La direccién de maximo crecimiento es v = 7 (*+))y D5g(1,—-1) =
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59.

61.

63.

65.

67.

69.

Vf(3,5) =(7/2,5/2). La funcién crece mas réapido cuando la direccién
7 !

7 5 >
s b T Jmad

La funcién T'(x,y,z) = ——¢ ___ El valor de C se determina al

Vattyitz?
evaluar 7'(1,2,2) = % = 120 por lo que C' = 360. La razoén de cambio
VT(1,2,2)

IVT(L,2,2)|

minima es 40 que se obtiene en la direcciéon —

Se tiene que f(—3,5) = 4, en el plano, f(z,y) = 4 indica 22 —y = 4.

El gradiente es —67— 7'y en consecuencia el vector tangente es —'+ 67

Figura 5.1: f(x,y) = 22 —y, P(-3.5).

La interseccién del paraboloide con el plano es una parabola. La recta
tangente a la parabola que se obtiene de intersectar el paraboloide
con el plano, se encuentra como la interseccién del plano tangente al
paraboloide en P(1,2,4) y del plano x = 1.

Como la ecuacién del plano tangente al paraboloide en P es 2x + 4y +
z = 10, cuando = = 1, se tiene que z = 8 — 4y.

Una ecuacién paramétrica de la recta tangente a la parabola es:

r=1,y =1,z =8 — 4t donde t es cualquier niimero real.

La ecuacion del plano tangente en el punto senalado es: —6x+4y+2z =
37.
La ecuacion del plano tangente en el punto es x +y + 2z = 3.

Una ecuacién paramétrica de la recta normal es:
r=1+2t,y=142t, z=1+4 2t donde ¢ es cualquier niimero real.
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""
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Figura 5.2: z = 9 — 22 — y?y su interseccién con el plano x = 1 en P(1,2.4).

71. Es un cono eliptico. No tiene plano tangente en el origen.

73. De la ecuacién del cono se tiene que z? = 22 + y2. Si P(x, 0, 20) €s
cualquier punto del cono, la ecuacién del plano tangente a la superficie
en ese punto se convierte en 2xgx + 2yoy — 229z = 0, que es la ecuacion
de un plano que pasa por el origen.

75. Una ecuacién paramétrica de la recta es:
r=1—-8t,y=1—4t, z =1+ 4t para t real.

77. Se tiene que:

g_ 2r+y
or 22 +axy+y?
of _ _=+2%y
oy a2 +azy+y?
Por lo que
of af 2z 4y T+ 2y
To TYs, = T2 5 TY 3 2
oz oy ?+ry+y ?+ry+y
222 + 2y Ty + 29>

2?2+ay+y? 2?2 +ay+y?

2x2+xy+y2 .

— = =2(1) = 2.
22 4 xy + y? (1)
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79. Determine por la regla de la cadena cada una de las parciales y susti-

81.

83.

85.

tuya en la expresién dada.

o _ o ow
ox Or Ot
ow ow Ow
_ - _.l_ _
oy or  0s
ow_ 0w, 0w
dz  0s Ot

Determine por la regla de la cadena cada una de las parciales.

82 82 osf + 8—Sem 0.

or 8;13 oy

0z 0z 0z
%—7‘( %Se 9+87yCOS 9)

Observe que u es funcion de las variables x e y y éstas son respec-
tivamente variables de r y de s. Por la Regla de la Cadena se tiene
que:

Ou  Oudz Ou  Oudy

o ozor Y 8s Ay ds’
Ox dy

Comoz=¢€¢"yy=c® entonces — =¢" =xv y == =¢° =
or 0s

Sustituyendo @ au Ty Ou _ 6u

"Or  Ox ds ay

En consecuencia,

0*u 0 Ou 5 0%u ou

or? ar((?a: 7)==z 02 " oz’

O*u 0 ,0u 5 0%u ou

952 as(ay v =y dy2 +y8y'

Por lo que,

0?u  0%u 5 0%u ou 2 0*u

w—i_@: @4-3;87—1- 82+y8 = 0 por hipétesis.

Polinomio de Taylor de orden 1: —7 + 4x + 5y.
Polinomio de Taylor de orden 2: 2 4+ zy + 3°.
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87. Polinomio de Taylor de orden 1: y + z.
Polinomio de Taylor de orden 2: y + z + zy + zz.

89. Polinomio de Taylor de orden 1: —3 + = + .
Polinomio de Taylor de orden 2: —7 + 5z + 5y — 22 — 22y — y>.

91. Polinomio de Taylor de orden 1: 1.
Polinomio de Taylor de orden 2: 1+ xy.

93. sen (w/6 — m/180) tan(w/4 + w/180)
~ sen (7/6) tan(mw/4) — cos(m/6) tan(mw/4)(7/180)
+sen (/6) sec?(w/4) (7 /180)

1 1-V3 =« 1
~ = — ~ =4.001
2+ 2 180 2 0013

9 9 9
95. Adef:a%cH 8‘§dy+a‘£dz~
af

of of
~—(1,-1,0)A —(1,-1,0)A —(1,-1,00Az ~ 1.
5 (1~ LO)AT £ 5 (1 -10)Ay + (1 -10)Az ~ 16

97. El error que se comete es de orden 1.5%.
99. (a) AV =3m3, AS = 0m?.

101. La temperatura méxima se toma en 7 /4 o 37/4; la temperatura minima
se toma en 57/4 o 7w /4.

103. dz = 2senz cos xdx — seny cosydy = dx.
105. du = (322 = 6zy + 3y?)dx + (—322% + 6xy + 3y2)dy.

1

107. El Hessiano en un punto genérico (z,y) # (0,0) es R

y en el punto dado es igual a —1.



Capitulo 6

Maximos y minimos

6.1 Objetivos

El estudiante sera capaz de:

e plantear matematicamente problemas de optimizacién con y sin res-
tricciones;

e entender y aplicar las condiciones de primer orden para la existencia
de puntos criticos de funciones de dos o tres variables;

e entender y aplicar las condiciones de segundo orden para clasificar los
puntos criticos de una funcién de dos variables;

e entender y aplicar las condiciones de primer orden para la existencia
de méaximos y minimos de una funcion con restricciones que da lugar
al método de multiplicadores de Lagrange:;

e determinar la soluciéon de algunos sistemas de ecuaciones no lineales
de varias variables.

6.2 Ejercicios y problemas

Localice y clasifique los puntos criticos de las siguientes funciones:
L flz,y) =2° = (y - )%
2. f(x,y) =22% — 2y — 3y? — 32 + Ty;

65
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3. f(z,y) = 2%y — 6y* — 32%;
4. f(z,y) = —y — 2?2 +5y —2;
5. f(z,y) =2 +ay+y? -2z —y;

(2,9) = (22 + y?)e =",

S
Q

7. f(z,y) = (14 eY)cosx — yeY;
(z,y)

8. f(x,y = g2 +y + 23 —I—a:y +y,
1 2 2 1 3 2
9. fla,y) = 72" +y°) — ga” — 2y
]_ _
V1422 +y?
11. f(a:,y):$4+y4—4xy;
1 4
12. f(z,y) = 1 + 2ty — y%
1 1
13. —a3 = 2P
flay) = g2° = 5975

14. F(x,y) = 2* +y* — day;

15. F(x,y) = 23 + 62y + y? + 6z;
16. F(z,y) = zyexp(—a*—y*);

17. F(x,y) = 22 + 9% + 2%y;

18. F(z,y) = 2z* — 1222 + y? + 8u;
19. F(z,y) = 2 + > — 3oy;

20. F(z,y) = 2> + y3;

21. F(z,y) =2y(l —z —y).

Clasifique los puntos criticos de las siguientes funciones:

22. f(z,y,2) = 22% — 2oy + 4% — 2%
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23.

F(z,y,2) = 22 — 2ay + 2y% + 22 — 4y + 622 + 3z.

Encuentre los valores maximo y minimo absolutos de las siguientes funciones

sobre las curvas dadas:

24.

25.

flz,y) =2y cuando z +y =1, z,y > 0;

f(x,y) =z +y cuando 22 + y% = 1, con y > 0;
f(#,y) = 2 +y cuando 2® +y* =1, con z,y > 0;
f(z,y) = 2z? +y2 cuando z? -l-y2 =1, conz,y > 0;
f(z,y) = 222 + y? cuando 2% + y® = 1, con y > 0.

Determine los maximos y los minimos absolutos de las funciones dadas en el

dominio D indicado:

29.
30.
31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

fle,y)=1+a+2y, D={(z,y);2>0,y>0,z+y <1}
flay)=a® +ay+y? —z, D= {(z,y)lz|+]yl <1}

flz,y) =48zy — 322 — 243> D ={(2,9);0<2<1y0<y<1}
f(xz,y) = 22 + 3% en la regién plana acotada por z = 0, y = 4, y
y =

fly) = +¢° =32y, D={(r,y);0<w<2-1<y<2}

f(z,y) = sen x+ sen y+ sen (z+y), D ={(x,y);0<z,y<m/2}.

Determine todos los valores extremos absolutos y relativos y los puntos
silla de la funcién f(z,y) = 2y(1 — 22 — y?) en el cuadrado 0 < x < 1,
0<y<l

Encuentre tres niimeros cuya suma sea 9 y la suma de sus cuadrados
es la mas pequena posible.

Un plato circular tiene la forma de la regién 2% + y?> < 1. El plato,
incluyendo la frontera 2% 4+ y? = 1, es calentado de manera que en el
punto (z,y), la temperatura es T(x,y) = 2 + y?> — 2. Encuentre los
puntos del plato en donde se tienen las temperaturas mas calientes y
mas frias.
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38. En un plano se dan tres particulas ubicadas respectivamente en los
puntos P (z1,y1), Pa(x2,y2) v Ps(x3,y3) y con masas respectivas myq,
ma y mg. ;Cuél debe ser la ubicacién del punto P(z,y) para que el
momento de inercia sea el menor posible? Es decir para que

39.

40.

41.

m1|PP1|2 —|—m2]PP2]2 + m3|PP3|2

sea lo més pequeno posible?

Dadas las parejas (z;, ¥;), determine la recta f(z) = ax+b que satisface

=1
cuando los puntos son:

Xy Yi

0 1
1/4 | 1.2840
1/2 | 1.6487
3/4 | 2.117

1 | 27183
5/4 | 3.4903
3/2 | 4.4817

Grafique los datos y la recta.

Este se llama el

“méetodo de minimos

cuadrados”.
Sean z;,i=1,...,n puntos en IR?. Para z € IR? definimos

n

— 12
f@) =) llz— =l
i=1
n

Muestre que f tiene un minimo en a = — Z zi. (centroide)

n-
=1

Se va a construir una bodega rectangular con un volumen de 10000m?
y su interior se va a recubrir de material aislante. Los costos del
material son de $10.00 el metro cuadrado para el piso, de $20.00 para
las paredes y de $40.00 para el techo. ;Cudles dimensiones minimizan

su costo?
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42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.
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,Cudl es el volumen méaximo posible de una caja rectangular inscrita
en un hemisferio de radio R? (Puede suponer que una cara de la caja
estd en la base plana del hemisferio).

Se quiere disenar una lata cilindrica con una tapa que pueda contener
un litro de agua, usando la minima cantidad de metal.

Una compania esta contratada para disefiar un contenedor cilindrico
para petroleo, el contenedor estd inscrito en una esfera y su capacidad
es de 8000m?3. Si el director quiere usar el minimo de material al
construirlo, jqué radio y que altura recomendarian?

Un cable se corta en tres o menos piezas y cada pieza se dobla para
formar un cuadrado. ;Coémo debe hacerse esto para minimizar el area
total de los cuadrados? ;Para maximizarla?

Una pieza larga y plana de metal de 5cm de ancho se va a doblar
para formar una canaleta de forma transversal trapezoidal (ver figura).
Encuentre los valores de a,b y o que maximizan el area de la seccién
transversal.

Determine el punto (x,y) del plano, para el cual la suma de los cuadra-
dos de su distancia a cada uno de los puntos (0,1),(0,0) y (2,0) sea
minima.

*Encuentre los nimeros a y b con a < b, y |a|,|b] < 1, tales que
/ : sen (t2 4 t) dt tenga un valor maximo.

Encuentre los valores maximos y minimos de las siguientes funciones sujetas

a las restricciones indicadas:
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53

54.

55.

56.
57.

58.
59.
60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.
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x
. Encuentre los valores extremos de z = 22+ que satisfacen ——i—y =1,
a

b
cuando a, b son fijas. Dé una interpretaciéon geométrica.

x

Determine los valores extremos de z = — + % sujetos a 2% 4+ y? = 1,
a

cuando a, b son fijas. Dé una interpretaciéon geométrica.

Halle los valores extremos de f(z,y,2) = v — 2y + 2z en el elipsoide

2
3:2—1—%4-22:1.

Encuentre el punto del plano x + 2y 4+ 3z = 13 més cercano a (1,1, 1).
Determine los puntos sobre la superficie xyz = 1 mas cercanos al
origen.

Encuentre los puntos de la curva zy? = 54 més cercanos al origen.
Encuentre el punto de la esfera z2 +y%+ 22 = 4 més lejano de (1, —1,1)

Encuentre los puntos Py sobre la recta (¢, —2t,t) y P; sobre la recta
(t,—t,1) tales que la magnitud del segmento PyP; sea minima.

Encuentre el punto mas cercano al origen de la linea de interseccion
de los planos y + 2z =12y x +y = 6.

Use multiplicadores de Lagrange para encontrar la distancia del punto
(1,1,1) a la interseccién de los planos x +y+z2=1y x —y — 2z = 0.

Encuentre los puntos Py sobre la recta x —y = 2 y P, sobre la pardbola
y = 22 tales que la longitud del segmento PyP; sea minima.

Use multiplicadores de Lagrange para hallar el paralelepipedo rectan-
gular de mayor volumen con superficie S dada.

Halle los semi-ejes de la elipse
522 + 8xy + 5y° = 1.

Note que los semi-ejes son los puntos de la elipse més cercanos y mas
alejados del centro.

Encuentre los puntos de la superficie
224+ 2y% +422 =1

mas cercano y mas alejados del plano x + 2y + 4z = —3.
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EJERCICIOS COMPLEMENTARIOS 71

. Encuentre el minimo volumen para la region acotada por los planos
2
x =0,y =0, 2z=0y el plano tangente al elipsoide ‘2—; + Z—Q + i—; =1
en un punto del primer octante.

Encuentre los extremos de f(z,y, z) = 22 +3%+(2z—1)? cuando (z, y, 2)
esta sujeto a las restricciones:

a:2+y2:222 y z+y+z=3.
Dé una interpretacién geométrica del problema.

Encuentre los valores extremos de f(z,vy,2) = xy + 22 sobre el circulo
en el cual el plano y — z = 2 intersecta a la esfera 22 + % + 2% = 4.

Halle los puntos de la curva interseccién de las dos superficies mas
préximos al origen.

P —ay+yt—22=1 y 2?4+ =1.

Un inversionista desea integrar un portafolio con tres acciones cuyos
rendimientos promedio semanal son 1, 2 y 3, respectivamente. Denote-
mos con 7;, el rendimiento del i-ésimo activo. Sea w; el porcentaje de
un monto M que se invertird en cada accién. El riesgo del portafo-
lio estda dado por la varianza del mismo. Si suponemos que la vari-
anza de los rendimientos de los activos seleccionados es igual a 1 y
que éstos no estan correlacionados, el riesgo del portafolio esta dado
por R(wi,ws,ws) = w% + w% + w%. Determine el porcentaje que se
debe invertir en cada accién si se desea que el riesgo del portafolio sea
minimo, su valor igual a M y el rendimiento del portafolio, que es igual
a riwi + rowg + r3ws, sea r*, con r* un real positivo dado. Suponga
que se permiten ventas en corto, es decir se puede pedir prestado al
banco dinero para invertir lo que implica que las w; € R.

Demuestre que si x > 0, y > 0

i Cuando se tiene la igualdad?

6.3 Ejercicios complementarios

. Sea f(x,y) = (y — 32%)(y — 2?). Pruebe que
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CAPITULO 6. MAXIMOS Y MINIMOS

(a) (0,0) es un punto critico de f.
(b) f tiene un minimo relativo en (0, 0) cuando se restringe a cualquier

recta que pasa por el origen.

(¢) (0,0) no es un minimo relativo de f.

Minimizar f(z,y,2) = azry + byz + czx sujeto a V(x,y, z) = xyz = d,
a,b, c,d pardmetros.

Maximizar V (z,y, z) = xyz sujeto a f(z,y, z) = axy + byz + czx = d,
a, b, c,d parametros. Comparar con el anterior.

Un tridngulo con lados z, y y z tiene un perimetro fijo 2s = x+y+z. Su
drea estd dada por la férmula de Herén: A = \/s(s — z)(s — y)(s — 2),
utilice el método de multiplicadores de Lagrange para mostrar que,
entre todos los tridngulos de perimetro dado, el equilatero es el de

mayor area.

La condicién V f = AVg no es una condicién suficiente para encontrar
soluciones al problema,

minf(z,y) sujetoa g(x,y)=0.

Considere la funcién f(z,y) = 2%y y dibuje sus curvas de nivel, con
restriccién x + y = 1. El método de multiplicadores de Lagrange da
como valores posibles (0,1) y (2/3,1/3), verifiquelo. Dé razones para
decidir que sobre la recta z+y = 1, la funcién dada no alcanza valores
méaximo y minimo.

Halle los puntos Py sobre la recta Xo+tv y P; sobre la recta Yy +tw
tales que |PyP;| es minima.

Encuentre el punto del plano ax + by + cz = d mas cercano al punto
(-To, Yo, ZO)'
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23.
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29.
31.

33.

Respuestas de algunos problemas

0,1) es un punto silla.
0,0) es un punto de maximo local, (—6,3) y (6,3) son puntos silla.
1,0) es un punto de minimo local.

27n,0) con n € Z son puntos de méximo local, (27n + 7, —2) con
n € Z son puntos silla.

1 1
2 0 | es un punto de méximo local, (0,0) es minimo local, <4, 4)

1 -1
y <4, 4> son puntos silla.
(0,0) es un punto silla. (1,1) y (=1, —1) son puntos de minimo local.

(0,0) es un punto silla.

(347, -9 —3y/7) es un punto de minimo local. (3 — /7, =9 + 3v/7)

es un punto silla.
(0,0) es un minimo local, (/2, —1) son puntos silla.
(0,0) es un punto silla, (1,1) es un punto de minimo local.

(0,0), (0,1) y (1,0) son puntos silla, (1/3.1/3) es punto de maximo
local.

(0,1,1/4) es un punto de minimo local.

El maximo es v/2 que se toma en el punto (v/2/2,v/2)/2) y el minimo
es -1 que se toma en (—1,0).

El maximo es 2 que se toma en el punto (1,0) y el minimo es 1 que se
toma en (0,1).

El maximo es 3 que se toma en el punto (0,1) y el minimo es 1 que se
toma en (0,0).

El méximo es 2 que se toma en el punto (1/2,1/2) y el minimo es —32
que se toma en (1,0).

El méximo es 13 que se toma en el punto (2,—1) y el minimo es —1
que se toma en los puntos (0, —1) y (1, 1).
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CAPITULO 6. MAXIMOS Y MINIMOS

Puntos silla en (0,0), (£1,0) y (0,£1). Puntos de méaximo relativo
(1/2,1/2) y (—1/2,—1/2). Puntos de minimo relativo (—1/2,1/2) y
(1/2,—1/2). Minimo absoluto —1, que se toma en (1,1) méximo ab-
soluto 1/8, que se toma en (1/2,1/2) y (—1/2,—-1/2).

La temperatura menor es —1/4, que es un minimo absoluto de la
funcién y se toma en el interior de la regién en el punto (1/2,0); la
temperatura maxima es 2 que se toma en el punto (—1,0).

La funciéon que se debe minimizar es
Fla,b) = (b= 1)+ (7 +b— 12842 4 (5 +b — 1.6487)’

+ (%a +b—2.117)% + (a + b — 2.7183)?

5 3
+ (Za“ b 3.4903)% + (g + b 4.4817)?

que tiene un minimo en a = 3.19714, b = —0.045. Es decir, la recta
buscada es y = 3.19714x — 0.045.

El piso debe ser cuadrado, con 20m de lado y la altura de 25m.

La lata debe tener la misma altura y radio iguales a 7 /3.

La funcién que se debe optimizar es f(a,b,c) = (a/4)?+(b/4)*+(c/4)?
sujeto a a + b+ ¢ = L. El minimo se toma en a =b =c¢ = L/3 y el
maéximoena=b=0y c= L.

El punto que minimiza es (2/3,1/3).
Obs. Recuerde el Teorema Fundamental del Célculo.

El minimo es 0 cuando z = y = 0 y el maximo es 20 cuando x = 2
y = 4.

El minimo es —30 que se toma en (—1,2, —5), el maximo es 30 que se
toma en (1,—2,5).

Obs. Despejar directamente x? de la restriccién no proporciona las
mismas soluciones que usar multiplicadores de Lagrange. Explique la
razén.

a

2p? ab? a®
El minimo es ———= que se toma en , .
a2+ b2 4 <a2+b2 a2+b2>
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El minimo es —5 que se toma en (—1/5,2,—2/5), el maximo es 5 que
se toma en (1/5,—2,2/5).

El punto més cercano es (1,1, 1).
22 2
V3 V3T V3

El punto més cercano es (2,4,4).

El punto més lejano es (

).

Sug. El punto sobre la recta es (x, 2 — 2) y el punto sobre la pardbola
s (y,y?). Los puntos son (11/8,—-5/8) y (1/2,1.4).

L tos més alejad (1_1> <_11>1 les di
os puntos mas alejados son | —, — —, —= | los cuales dis-
P ! V2 vz) T\ e

tan 1 del origen (semi eje mayor). Los puntos mds cercanos son

< L ! ) ( 1 > ue distan 1/3 del origen (semi eje menor)
, , i .
Vis' vis) \vis' vis) ¢ g !

212 2
a“b“c

La funcién que se debe optimizar es f(z,y,2) = 5 , sujeta a la
TYx

i . . 3
condicion dada. ;jPor qué? El volumen minimo es Tabc, que se toma

do x =+ 0 +—
cuandox =+t—, y=t—yzr=+—.
VA VERE
El méximo es 1 que se toma en (—1,1 4 /2), el minimo es 0 que se
toma en (—2,0,0) y (0,2,0).

Se quieren hallar méximos o minimos de R(w1, we, w3) = w? + w3 +w?

sujeto a las restricciones r* = wy + 2ws + 3ws y 1 = w1 + wg + ws. Se
8 — 3r* 1 3r* —4
, Wo = ga y w3 =

obtiene wy = . Como ésta es la Unica

posibilidad y R debe tomar un valor minimo, entonces se obtiene que
el riesgo es minimo para estos valores de w;.
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