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4 INDICE GENERAL

Introduccién

Estas notas son una breve introduccién a la teoria de la medida e integral
de Lebesgue, incluyen conceptos y resultados considerados clasicos y que todo
joven matematico debe conocer.

Hemos hecho un intento serio por hacer accesible al lector los resultados mas
importantes de la teoria en toda su extensién sin simplificarlos, discutiéndolos
de una manera completa y sin dejar huecos. Para entender el material de estas
notas solo se necesita un buen conocimieto del Calculo Diferencial e Integral,
en la forma que se desarrolla en los cursos de Célculo Avanzado. No obstante,
al final de las notas hemos incluido un apéndice con algunos de los conceptos
usados a lo largo de ellas.

Nuestro objetivo principal es presentar aquellas partes de la teoria que son
indispensables y encuentran aplicacion inmediata en otras dreas, por ejemplo
en Probabilidad y en Fisica Matematica. Consecuentemente, otros temas como
integracién y diferenciacién, medidas en espacios abstractos, espacios Ly, series
de Fourier, integral de Lebesgue-Stieltjes, también considerados clésicos, han
quedado fuera. Los lectores interesados en estos temas pueden estudiarlos en
los cursos méas avanzados de Andlisis Mateméatico o bien pueden leerlos en las
referencias incluidas al final de las notas.

El Capitulo 1 contiene un breve repaso de la integral de Riemann, presentada
de una manera tal que la integral de Lebesgue resulta ser una extensién natural
de ella obtenida al reemplazar la clase de las funciones aproximantes, funciones
escalonadas, por la clase més general de las funciones simples.

La medida de Lebesgue en la recta real se desarrolla en el Capitulo 2, in-
cluyendo la construccién de la o-algebra de los subconjuntos Lebesgue-medibles
a partir de la condicién de Caratheodory, que interpretamos como una condi-
cién de separabilidad; en la Proposicién 2.3.17 demostramos varias condiciones
equivalentes a la de Caratheodory, las cuales permiten interpretar de manera
intuitiva el concepto de medibilidad.

La clase de las funciones medibles se trata en el Capitulo 3, incluyendo los
resultados sobre aproximacién por funciones continuas. La integral de Lebesgue
se trata en el Capitulo 4, primero para funciones medibles y acotadas definidas
en subconjuntos de medida finita, después extendemos este concepto a la clase de
funciones medibles no negativas y finalmente a la clase de las funciones medibles
con valores complejos.

Consideramos que esta es una version preliminar de las notas porque todavia
requieren ser completadas, por ejemplo en la parte de los ejercicios para el
estudiante.



Capitulo 1

La Integral de Riemann

Recordemos brevemente la construccién y algunas propiedades de la integral
de Riemann en intervalos acotados de R.
Una particién P de [a, b] es una coleccién finita
{zo=a <z <... <z, =0} Lanormade P es ||P| = méxo<;<n |T; — j_1].
Sean P una particién de [a,b], f una funcién definida en [a,b] y
& € [wi—1,24], i=1,...,n, una eleccién de puntos en [a, b]. Definase

n

R(f,P,&) =D f&)|ai — il

i=1

A esta suma la llamaremos Suma de Riemann de f relativa a la particion P
de a,b] y la eleccion & = {&1,&a,...,&,}. Este nombre nos permitird recordar
que para cada f esta suma depende de la particién P y de la eleccién &.

Definicién 1.0.1. (Riemann-integrabilidad).

Una funcion f definida en [a,b] es Riemann integrable (R-integrable) si existe
un numero real R tal que para cualquier € >0 3§ > 0, tal que VP particion
de [a,b] con ||P|| < d y toda eleccion & se tiene

|R(fa’Pv§) - R| <€
De manera breve:

(Ve>0) (3>0) (vP) (V) [ [[Pll<d = [R(/,P.§-Rl<e |

No es dificil demostrar que, en caso de existir, el niimero R es tnico: pues
si existen dos R1 # Ro, digamos Ro > R1, que satisfacen la definicién anterior

1
entonces para € < 5(7?,2 —R1), 36 >0 tal que VP y VE{ se tiene que si

IP]| <6 entonces |R(f,P,&) —Ri|<e v |R(f,P,&) —Ra| < e. Entonces
utilizando desigualdad del triangulo obtenemos que

|R1 — R2| S 26,

5



6 CAPITULO 1. LA INTEGRAL DE RIEMANN

lo cual es una contradiccién.

Al nimero R lo denotaremos mediante el simbolo

b
R—/ F@)dz = lim R(f,P,€).

I7l|—0

Recuérdese que si f > 0 entonces R — fab f(x)dx es el drea bajo la grafica
de f en [a,bd].

La definicién que hemos dado para la integral de Riemann de una funcién,
no es constructiva. En lo que sigue describiremos un método constructivo que
permite calcular integrales de Riemann. Ademads este método nos servird como
motivacién para definir la integral de Lebesgue.

Definicién 1.0.2. (Funcién escalonada)
Una funcion g definida en [a,b] es escalonada si existe una particion P de [a, b]
tal que g es constante en cada subintervalo de P.

Como consecuencia inmediata de la definicién obtenemos que una funcién
escalonada g toma sélo un nimero finito de valores. Pero la funcién de Dirichlet

{ 1 si z€eQn]0,1]

fx) = 0 si z€[0,1]\Q,

no es escalonada aun cuando toma sélo dos valores.

N,
ot

Figura 1.1: una funcién escalonada

La funcién escalonada de la figura 1,1 acepta la siguiente representacién

1 2 1
g(x) = §X[o.§)($) + gX[%,%)(x) + 3X12.1] (z),
donde x[q,g) es la funcién indicadora del intervalo [a, 3) definida de la siguiente

manera:
1 si z€la,p)

X[a,8) (2) :{ 0 si z¢]a,f).

Pero esta representacién de g no es tnica. Aqui tenemos otra:



1
g(z) = 5)([0,%)(55) + *X[%,%)(af) + *X[%,g)(m) + 5x2.11(2)-
Sean g1, go, dos funciones escalonadas en [a,b] con representaciones

T) = Zajx[$j—1,3?j)($) y g2 Zka [Yk—1, yk) )
J=1
y sean

Pr={zo=a,21,..., 2, =b} y Pa={yo=a,y1,...,Ym = b}

las particiones asociadas con g; y g2, respectivamente.

Si Q@ ="P1UPy={z20,21,...,2k}, podemos escribir

l l
(z) = Z%X[zj,l,zj)(df% g2(z) = ZﬁjX[zj,l,Zj)(fﬂ),
j=1 j=1

con oy = ay y 35 = b, para algunos j y [,

1
Yy g( +92 Zaj+ﬁj X(zj 121)( )
j=1

Proposicién 1.0.3. Si g es una funcidn escalonada en [a,b] entonces g es
R-integrable y ademds si

n
= Z CiX(zi—1,2;) (CU)
i=1
entonces

/ab g(x)dx = zi:cz

Para demostrar esta proposicién utilizaremos el siguiente resultado, cuya
demostracién dejamos como ejercicio para el lector.

Teorema 1.0.4. (Aditividad)

Sitg=a <t; <ty <...<t,=0>, entonces una funcion f es R-integrable en
[a,b] si y sdlo si es R-integrable en cada subintervalo [t;—1,t;] i=1,...,ny
ademds

b t1 to
/ f(z)dz = f(z)dx + flz)dz + - / flx

t1

También necesitaremos el siguiente.
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Lema 1.0.5. Si f es R-integrable en [a,b] y f(x) = g(x) excepto en un nimero
finito de puntos cy,...,c € [a,b] entonces g es R-integrable y

b b
/f(as)dx:/ g(x)dx.
a a
Demostracion.

Supéngase que k = 1. Bastard demostar que si f(z) = g(z), excepto en ¢ € [a, ],
entonces |R(f,P,€)—R(g,P,&)| es arbitrariamente pequefio para ||P|| pequeiia.
Dada cualquier particién P de [a,b] con P = {zg < 21 < ... < z,}, el punto ¢
se encuentra a lo més en dos subintervalos [z;,—1,2;] ¥y [%:, Tit1],

Entonces

IR(f,P,€) =R, P, &) = \R(f—gﬂjyf)l:\Z(f(ﬁi)—g(&))(xi—xi—l)l

n

=< Z [f(e) = 9@z —wia| +[f(c) = 9(O)|wig1 — i
< 2Pl [f(e) = g(c)l

Para cualquier € > 0, témese § < €(2|f(c) — g(c)|) ™!, entonces se tiene que
|R(f,P,&) — R(g9,P,&)| < e V eleccion & si ||P]| < d. Esto demuestra el resul-
tado si k = 1.

Si se tienen k puntos distintos, para cualquier particién

P ={xg <m <...<uz,}, cada punto ¢;,j = 1,...,k, se encuentra en a lo
més dos subintervalos [z;_1, ;] ¥ [z}, Zj4+1].
Entonces

n

IR(f, P, &) = R(g, P, &) = [R(f = 9, P, &) = Y _(F(&) — 9(&)) (i — wim1) <

i=1

D OI(F(es) = gleDlles — 21| + 1 £(e;) = gep)llzjrn — 2] <

Jj=1

k
2Pl 1f(es) = g(es)-
j=1

Entonces para cada € > 0 se puede tomar § < €(2 Z?Zl If(c)—gle))™t, ¥y

se tendra que



Demostracion.(de la Proposicién 1.0.3)
Una funcién constante es R-integrable en cualquier intervalo [a, b] pues si R =
¢(b — a) donde ¢ es el valor de la funcién, entonces

|R(f7 Pv E) - R|

(€)@ — ay1) ~ R

j=1
= Je(b—a)—R|=0.

k

Como cada funcién escalonada es constante, digamos igual a c;, en cada subin-
tervalo [x;_1,z;| de alguna particién P entonces esta funcién es R-integrable en
cada subintervalo y ademads

Zj
/ g(x)dr = cj(z; —zj+1) 7=1,2,...,n.

j—1

Ahora basta aplicar el teorema de aditividad para obtener que g es R-integrable
en [a,b] y

b k
/ g(x)de = cj(w; — xj41).
a =1

O

Teorema 1.0.6. Una funcidn definida en [a,b] es R-integrable si y sdlo si para
cualquier € > 0, existen dos funciones escalonadas f1 y fo tales que

filz) < f(x) < fo(z) ¥V z€lab] y

(R—/ab fg(x)da:> - <R—/ab fl(x)dx> <e

Demostracion.

Como f es R-integrable, esto implica que f es acotada en [a, b]. Pues sea € = 1,
vyt

omese 6 > 0 como en la Definicién 1,0,1, entonces para cualquier particiéon P
con ||P|| < ¢ y cualquier eleccién & se tiene que

IR(f,P,§) —R| <¢
con R =R — f; f(z)dz, lo cual implica que
IR(f,P,OI < [R(f,P,§) = R[+|R| < [R| + e

Sea P una equiparticién de [a,b] con [|P|| = =% < §. Cada = € [a, b] pertenece
a algtin intervalo de P, digamos x € (z;_1,%;).
Si f > 0 tomando una eleccién £ que contenga al punto = tenemos que

b—

a
< R(,P,6)| < IRI 4

/()]
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entonces

n
|f(z)] < H(R‘f’ €).
Si f cambia de signo escribase f = fy — f_ donde

_r@) st f@)=20 _
f+($)—{ 0 si flz)<0 = méx(f(z),0)

rw={ 71 5 B0 —mixt-s.0
Se tiene que fi,f— >0y |f| = f+ + f—, por lo tanto es f acotada.

Como f es R-integrable, entonces dado e > 0 34 > 0 tal que

R(f,P,§) —R| <e para toda eleccién &, y toda particién P con |P|| < 6.
SiP={a=x0<z1 <...<x, =b}, como f es acotada tiene sentido definir

file) = Wf{f(z):x € (x;-1,2)} para z € (vi—1,x;),
fa(x) = sup{f(x):z € (zic1,2:)} para € (z;—1,2;)

Estas funciones se pueden definir también en los puntos de P de manera que
resulten escalonadas. Nétese que f1(z) < f(z) < fa(x) =z € [a,b]. Recordemos

que si § es un subconjunto acotado de R, entonces

(i) S=sup S§ & 573 S>s V 58
(ii,1)
(44,2)

Por la definicién de fi, fo existen &;,n; € (x;-1,x;)) tales que

f&) < fi(z) +e
y fmi) > fa(z) —€, Vo€ (zim1,7:).

Por ser escalonada, f; se puede representar en la forma

(i) s=inf S o sV s€S

n

fle) =Y (f{f(2): 2 € [2im1,2:) }) Xz, 1,00 (2)-

i=1

Ahora,

/ab fo(x)dx — /ab fi(x)dx

M= M-

(f2( ) = fi(@)(xj —x5-1)

IN

(fnj) + €= f(&) +e)(xj —xjn)

[
_

3

= (f( i) — FE)) (@) — w51 +ZQ€

< 26(1 + (b - a))

<.

V e>0 3 5.€8 talque s.>85—¢

s
V e>0 3 5.€8 talque s.<s+e.

i — T 1
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pues como  |R(f,P,¢) — R| < € entonces

< €+ €=2e

Reciprocamente, sea
R = Sup{ f; fi(x)dr : fi1 esescalonada y fi(z) < f(z) Vz € la,l] }

Si fa es escalonada con fa(x) > f(z) > fi(x), entonces
b b
/ fa(x)dz > / fi(x) ¥ fi escalonadacon f; < f en [a,b].

Es decir, f; f2(x)dx es cota superior del conjunto

{f:ﬁ(l‘)dm : fi1 esescalonada y fi < f }

Entonces b
/ folx)de > R

a
Consecuentemente R es cota inferior del conjunto

{f;fg(x)d:r : fo esescalonada y fo>f en [a,b] }

Ademds para € > 0 existen f1, fo escalonadas con f; < f < fy en [a,b] y

b b
/ fo(x)dx < / filx)dr+e <R +e.
Entonces,

Rzl’nf{ fabfgdx : fo esescalonada y fo>f }

Ahora veremos que R es la integral de f.
Estas iltimas f1 y fo son integrables y si P es una particién asociada con

fiy fa
fab f1(z)dz

IN

R(f,9,¢) ¥V Q nparticién con [|Q| < |P]],

[P fo(@)dz > R(f,Q,) ¥V Q particién con Q| < ||P].

Entonces

|R(fv Q7£) - 7?’| <€,
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pues

b b b
—€</ fl(x)dx—/ fg(x)dxg/ Fi@)de — R < R(f,0,€) — R.

Y
b b b
R(f.Q.6) - R < / fodz — R < / fol@)dar / f(@)d < e,
pues

R > /b fi(x)dz.

Entonces,

—e<R(f,Q,§) —R < e
Esto demuestra que f es R-integrable y ademas, f; f(x)dx = R. O
Noétese que en la demostracién del Teorema anterior se describe un método

para calcular la integral de Riemann de cada funcién Riemann-integrable, de
hecho tenemos que

b
R—/ f(z)dz = Sup{ f; fi(x)dx : fi es escalonada y fi(x) < f(z) Vx € [a,b] }

= inf{ f: fa(z)dz : fo es escalonada y fa(x) > f(z) Vx € [a,b] }

Los siguientes teoremas, cuyas demostraciones dejamos como ejercicio para
el lector, describen propiedades bésicas de la integral de Riemann.

Teorema 1.0.7. (Linealidad)
Si f y g son R-integrables entonces cf y f + g son R-integrables (¢ € R) y
ademads

b

/abcf(m)dx:c/abf(x)dm y /ab(f(fc)-l-g(m))dx:/abf(:c)dx—i—/a g(z)dz.

Teorema 1.0.8. (Monotonia)
Si f y g son R-integrables y f < g en [a,b], entonces

/a  flayde < / " (@)

Corolario 1.0.9. Si f es R-integrable y m < f < M entonces

b
m(b— a) < / F(@)dz < M(b— a).
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Teorema 1.0.10. Cualquier funcion continua en [a,b] es R-integrable en [a,b].
Teorema 1.0.11. Cualquier funcién mondtona en [a,b] es R-integrable en [a, b].

Teorema 1.0.12. Sea U un abierto que contiene [a,b]. Si f es continua en U
y F es primitiva de f en U entonces

b
[ r=r®-F@

Ejemplo 1.0.13. Sea Q el conjunto de los nimeros racionales, considérese la
funcidn caracteristica

1 s1i 2€Q
X@(z):{o si xz¢Q.

Tenemos que
(1) xo(x) es acotada y no es continua en punto alguno.
(i) xq(x) no es mondtona, ni seccionalmente mondtona.

(ii3) xo(x) no es R-integrable en intervalo acotado alguno.

Demostracion.
(iii) Si f1 y f2 son dos funciones escalonadas, f1 < xg(z) < f2 bastard demostrar
que para algiun « > 0.

/ab fa(z)dx — /ab filx)de >«

Obsérvese que f1 < xq(z) en [a,b] entonces f; < 0, para toda = € [a,b] y por
lo tanto f(f fi(z)dz <0.

De manera andloga, si fo es escalonada y xg(x) < f2 entonces fo > 1y por
lo tanto fab fo(z)dz > (b—a)

Entonces
b b
[ ot~ [ Az = 6-a)=a>0,

para cualesquiera fi, fo escalonadas con fi; < xg(z) < fa.

Por lo tanto, por el Teorema 1.0.6 xg(z) no es R-integrable. O
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Ejemplo 1.0.14. (La funcién de Riemann) Representemos a los racionales

no nulos en la forma P con q#0y(p,q) =1.
q

Definase
1 si =2
9(x) = (f st x = 8
0 si z¢Q.
Entonces:

(i) g(x) es continua en cada irracional y discontinua en los racionales.

Demostracion.
Sea x € R\Q. Podemos suponer sin perder generalidad que [x—1, z+1] C [0, c0),
en otro caso el intervalo [z — 1,z + 1] se puede transformar a un intervalo de la
forma [y — 1,y + 1] con y > 1.
1
Para cada € > 0 el subconjunto A, = {p . P Elz—1l,z+1] y -> e}
q q q
es finito. Pues si notamos que x — 1 < b <z+1 y 0<gqg< —, tenemos que
q €

r+1
pat

0<(z-1)g<p<(z+1l)g<
Entonces p y ¢ varian dentro de intervalos acotados y por lo tanto f4,. < oc.

Sea 6 > 0 tal que [z — §,2 4+ 0] N Ac = @. Entonces si y € [x — d, z + ¢],

W) =0 si y esirracional
9\ <e si y esracional

Entonces ¢g(y) < €, para toda y € [x — §, z + ¢], es decir,

=lgly)l <e si |z -yl <d

lg(z) — g(y)

Esto demuestra que g es continua para cada z € R\ Q.

1
Ahora, si z € Q, digamos 0 # x = B, entonces g(x) = — #0. Si g fuera
q q

continua en z entonces para cualquier sucesion (z,),>1 que converge a z, la
sucesién de sus imdgenes convergeria a g(z). No obstante, si (z,),>1 €s una
sucesién de irracionales con x,, — T entonces

1

g(xn) =0» i g().

Esto demuestra que g no es continua en los racionales.

(ii) g es R-integrable en [0, 1]. En realidad, esto mismo vale para cualquier
intervalo acotado.



15

Demostracion. )
Sean € > 0y fi(x) = 0 la funcién identicamente cero para = € [0,1]. Si — <,
n

1
sea fo(x) = — para todo z € [0, 1] excepto en aquellos racionales en A1 N0, 1],

1
donde A1 = {p Le [0,1] > }, recuérdese que (A ) < 00. Nétese
" q q n

1
y - 1

q 5
que como z € [0, 1], entonces [0,1] C [x—1,z+1] y por lo tanto ([O, 1N A;) <

co. Tenemos que f1(z) < g(z) < = = fa(x) se cumple excepto en [0,1] N Ay,
que tiene cardinalidad finita. Entonces, '

1 1 1
/0 f2($)d35—/0 fl(l')dx:ﬁ<€.

Y podemos concluir que g es R-integrable y ademas,

/01 g(x)dx = 0.
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Capitulo 2

La medida de Lebesgue

2.1. Introduccion

Alguna vez Lebesgue escribié: 7 Es claro que se debe iniciar partiendo [c, d] en
lugar de [a,b], ... 7. En efecto, en contraposicién con la integral de Riemann,
en la cual se inicia partiendo el dominio de la funcién, Lebesgue propuso iniciar
partiendo el rango de la funcién que se desea integrar. Podemos ilustrar la difer-
encia entre estos dos procedimientos con una analogia propuesta por el mismo
Lebesgue: si en un paquete se tienen billetes de las siguiente denominaciones
{0,10, 1, 0,50, 100, 20, 0,10, 2, 500, 20, 10, 100, 0,50}, de acuerdo con Riemann se
contarian agrupando los primeros tres, después los cuatro siguientes y finalmente
los tltimos cinco para obtener 1,60+ 122,10 4 630,50 = 754,20. Pero de acuerdo
con el procedimeinto propuesto por Lebesgue los contariamos agrupandolos de
acuerdo a sus valores, asi: 0,10 x 240,50 x2+20x2+100x2424500+1+10 =
754,20.

En la siguiente figura ilustramos el proceso propuesto por Lebesgue.

Figura 2.1: f~'y;,yi41] = Ef UE? U E}

17
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La imagen inversa de un intervalo como [y;,y;+1], puede ser muy compli-
cada. En la figura, la imagen inversa del intervalo [y;,y;+1] es una unién de
intervalos pero, para funciones menos regulares, esta imagen inversa es mucho
mas complicada. Por ejemplo, si f es la funcién de Dirichlet,

[ 1 s zeQn(o1]
f(x)—{o si x ¢ QN[0,1],

la imagen inversa de un intervalo suficientemente pequeno alrededor de 1 es
QN [0,1] que no es una unién de intervalos; lo mismo ocurre con la imagen
inversa [0, 1] \ @, de un intervalo suficientemente pequeno alrededor de 0.

No obstante el area de la parte sombreada en la figura 2,1 se puede aprox-
imar por ¢;l(E}) + cil(E2) + cil(E3) = ¢; Y., €(EF), con ¢; € [y;,yi+1], donde
{(E) representa la longitud del intervalo E. Y la integral se aproximarfa por
la suma de las dreas de las imdgenes inversas de los intervalos [y;, yi+1]. Pero,
;qué longitud es natural asignar a subconjuntos como QN [0,1] y [0,1] \ Q7

En lo que sigue estudiaremos este problema separandolo en dos partes:

1.- Caracterizar la clase de los subconjuntos E' que son imagenes inversas de
funciones razonablemente buenas.

2.- Asignar una longitud (medida) a cada uno de estos subconjuntos E.

Para tratar con estos dos problemas utilizaremos el concepto de medida
exterior y la condicién de Caratheodory para definir la clase de los subconjuntos
medibles. Este enfoque requiere superar varias dificultades técnicas, no obstante
lo preferimos debido a su versatilidad para generalizarse a un contexto més
abstracto.

2.2. La medida exterior de Lebesgue

Sea A C R arbitrario y sea (I,,)n>1 una coleccién a lo mas numerable de
intervalos abiertos tal que A C (J;2, I,. La medida anterior de A se define

mediante la relacion

0 <m*A =inf Zf([n) ALntn>1, A C U T, el infimo se toma sobre

n>1

todas las colecciones {I,,} a lo mds numerables de subintervalos abiertos con
AcCuUb .

Como -, 4(I,) > 0, para toda coleccién de intervalos abiertos {I,}n>1,
tenemos que m*A estd bien definida, pues es el infimo de un subconjunto no
vacio y acotado por abajo.

Si A es tal que >, -, ¢(I,) = oo para toda coleccién {I,},>1 de intervalos
tales que Joo; I, D A, en este caso definimos m* A = oo.
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Tenemos que m*¢ = 0. Para demostrar esto, basta tomar las cubiertas
{(—1,1)},{(—%,%)},.... Todas ellas cubren a ¢, es decir, ¢ C (%1, %), para
cada n > 1; entonces 0 <m*¢p < 2,... Vn> 1.

El mismo razonamiento permite demostrar que la medida exterior de un
punto a € R es cero: m*{a} = 0.

Teorema 2.2.1. Si A C B, entonces m*A < m*B.

Demostracion. Si {I,},>1 es una cubierta de B por intervalos abiertos en-
tonces Up>11, D B D A, por lo tanto {I,, },>1 también es una cubierta abierta
de A por intervalos abiertos.

Noétese que {Zn21 (1) 1 Up>11, D B} - {Zn21 (Jy) : Up>1dn D A},
porque las cubiertas de B también cubren A y A tiene cubiertas que no cubren
B. Entonces

m'B =inf {3 0L) : Uil 5 By = mfd S 0(L) : Ugsaly 5 A p = m* (4).
J
O

Teorema 2.2.2. La medida exterior de un intervalo es igual a su longitud.
Demostracion. (i) Consideremos el caso I = [a,b], a < b. Demostraremos
las dos desigualdades: m*[a,b] <b—a, y b—a<m*[a,b].
1 1
Consideremos cubiertas del tipo { (a - —,b+ ) } Entonces
n

n
1 1
[a,b]C la—=b+—], VYn>1
n n
y por lo tanto para todan > 1,
2
m*la,b] <b—a+ —.
n

Esto demuestra que m*[a,b] < b — a.

Ahora sea {I,},>1 una cubierta de [a,b] por intervalos abiertos. Por la
compacidad de [a,b], existe una subcubierta finita {I,,, }»_, de [a,b]. Como
a € UM, I,,, existe un subintervalo Iy = I, tal que a € Iy = (a1,b1), en-
tonces a; < a < by. Si b < by ya terminamos. En otro caso by < b y como
[a,b] € UM_ I, ., existe un intervalo Iy = I,,, tal que by € Iy = (az,b2),
es decir as < b; < bs. De esta manera logramos obtener una nueva subcolec-
cién finita Iy, I, ..., I} de subintervalos abiertos tales que a; < bj_; < b; para
2<j<k-1 y ag <b< b Entonces para toda cubierta (I,,),>1 de [a,b],
se tiene que

M k k
> uI) > UIn,) =D 0I;) =Y (b —ay)
j=1

n>1 m=1 j=1
= (bp—ar)+ (br—1 —ar—1) + -+ (bg —az) + (b1 — a1)
= by—(ag —bp_1)—--—(az—b1) —a1 > b—a.

v



20 CAPITULO 2. LA MEDIDA DE LEBESGUE

Es decir, m*([a,b]) > b — a.

(ii) Supongase ahora que I es arbitrario pero con longitud finita. Entonces
existe un intervalo cerrado J tal que J C I'y 4(J) > ¢(I) — e,e > 0. Por lo
tanto,

(I)—e < UT)=m"T <m™I
< m*I =) =¢1).
De aqui se sigue que m*I < ¢(I) y £(I) —e < m*I para todo € > 0, por lo tanto,
m*I = £(I).
(iii) Si I es un intervalo infinito, dado cualquier M > 0 existe un intervalo
cerrado J C I tal que ¢(J) = M. Entonces
m* I >m*T =4(J)=M con M > 0 arbitrario.

Es decir,
m*I = o0 ={(I).

Teorema 2.2.3. (Subaditividad de la medida exterior)
Sea { Ay, }n>1 una sucesidn de subconjuntos de R entonces

oo
mt U, Ay <Y mt A,
n=1

Demostracion. Si m*A, = oo para algiin n > 1, entonces la desigualdad es
obvia. Supéngase m*A,, <oo V n>1.Paracadae>0yn>1seae, = on
Entonces existe una cubierta {I,, ;};>1 de A, por intervalos abiertos tales que

> €
> Ul g) <mA, + o
j=1

La coleccién {I,,, j};>1,n>1 €s una cubierta de U, >1 An por intervalos abiertos.
Entonces

* * €
m Unzl An S Z Zg(ln,j) < Z(m An + 27)
n>1j5>1 n>1
1
D SUPIIS DU et
n>1 n>1 n>1
para todo € > 0. O

Corolario 2.2.4. Supdngase A C R a lo mas numerable, entonces m*A = 0.
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Demostracion. Si A = {a1,as,---}, como m*{a,} = 0 para cada n > 1,
entonces

e}
m'A=m"Uy2, {an} < Z m*{a,} = 0.
n=1

Sabemos que m*[0, 1] = 1, entonces [0, 1] es no-numerable.

Si A C R es un subconjunto arbitrario entonces, de acuerdo con la definicién
de m* A y las propiedades del infimo de un conjunto, tenemos que dado ¢ > 0
existe una cubierta {I¢},~1 de A por intervalos abiertos tales que

Z LIf) <m"A+e.
n>1
Sea O° = Up>11;, entonces O° D A, y
m*O° =m* Up>1 In® < Zm*([fl) = Zé(],i) <m*A-+e
n>1 n>1

En otras palabras, hemos demostrado el siguiente.

Corolario 2.2.5. Para todo ACR y € >0 existe O° abierto tal que O° O A
ym*Oc <m*A+e.

Es decir la medida exterior de cualquier subconjunto de R se puede aproxi-
mar por la medida exterior de un abierto.

2.3. La o-algebra de los subconjuntos medibles

Una propiedad natural de una medida es la o — aditividad :
oo
m*Us2, A, = Z m*A,,
n=1

si la sucesién {A, }n>1 tiene elementos mutuamente ajenos, es decir, 4,, N A, =
0, sin#m.

No es posible demostrar que m* es o — aditiva cuando la sucesién {4, }n>1
es cualquier sucesién de subconuntos de R. Pero esta propiedad se cumple cuan-
do los elementos de la sucesién {A,},>1 pertenecen a una clase especial de
subconjuntos, la de los subconjuntos medibles.

Definicién 2.3.1. (Caratheodory) Un subconjunto E de nidmeros reales es
medible si y sdlo si dado cualquier otro subconjunto A C R

m*A = m"(ANE)+m*(A\E) = m* (AN E) + m* (AN E°).
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La condiciéon de Caratheodory puede considerarse como una condicién de
separabilidad, es decir, un subconjunto medible F separa bien a cualquier otro
conjunto en el sentido de la medida exterior.

Denotaremos por M a la colecciéon de todos los subconjuntos medibles de
R. Si E € M (i.e., si E es medible), entonces su medida de Lebesgue mE es su
medida exterior, mE = m*FE.

La condicién de Caratheodory es simétrica (invariante) respecto de la apli-
cacién E — E°. En consecuencia, E es medible si y solo si E¢ es medible.

El subconjunto vacio @) es medible, pues si A C R, es cualquier subconjunto
(de prueba), entonces m*(ANP) =m* D=0y m*(AN0P°) =m*(ANR) = m*A.
Por lo tanto,

m*(ANQ) +m*(ANP)=m"A vV ACR
En consecuencia R también es medible.

Notese que la condicién de Caratheodory es equivalente con las dos desigual-
dades

(1) mMA<m*(ANE)+m*(ANE®), V ACR
() m*A>m*(ANE)+m*(ANE?) V ACR.
Y la primera de ellas siempre se cumple, pues por subaditividad,

m*A=m"(ANE)U(ANE%)) <m*(AN E) +m*(An E°).

Entonces para demostrar que un subconjunto E es medible, bastara verificar que
la segunda desigualdad se cumple para todo subconjunto (de prueba) A C R.

Proposicion 2.3.2. Todo subconjunto E con medida exterior cero es medible
ymE = 0.

Demostracion. Tomemos cualquier subconjunto A C R. Tenemos que ANE C
E, entonces 0 < m*(ANE) <m*E, por lo tanto

m*(ANE)=0.
Por otra parte AN E¢ C A, entonces
m* (AN E°) <m*A.
Por lo tanto tenemos que
m* (ANE)+m*"(ANE°) =m(AN E°) <m*A.

O

Como consecuencia inmediata de la Proposicién anterior se obtiene que todo

subconjunto de R que es a lo mas numerable, es medible y tiene medida cero.

También son medibles aquellos subconjuntos de R cuyo complemento es a lo

mds numerable. En particular Q y R\Q son medibles y mQ = 0. También son
medibles todos los subconjuntos de conjuntos de medida exterior cero.
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Proposiciéon 2.3.3. Si E y F son medibles, entonces E U F es medible.

Demostracion.
Tomemos cualquier subconjunto A C R. Bastard demostrar que

m (AN(EUF))+m"(AN(EUF)°) <m*A.
Tenemos que,

AN(BEUF) =

AN(EUF))N(EUE°
AN(EUF)NE)U(AN(EUF)NE°)
ANENE)U(ANFNEYUANENE)U(ANFNE°
ANE)U(ANFNE°).

(
(
=
(
Entonces por la subaditividad,
m (AN (FUF)) <m"(ANE)+m* (AN FNE°),
consecuentemente,

m (AN (EUF))+m"(ANE°NF°) <
m*(ANE)+m"(ANFNE)+m"(ANE‘NF°) =
m*(ANE)+m"(AN E°),

pues F' es medible. Asi mismo, la medibilidad de E implica que
m (AN(EUF))+m"(ANE°NF) <m"(ANE)+m*(ANE®) =m*A.
O

Definicién 2.3.4. Una coleccion A de subconjuntos de R se llama dlgebra (o
algebra de Borel) si para A, B € A, se tiene que

(i) AUB€ A
(ii) A€ A
(iii) ANB € A.

Si E,F € A, entonces E€ y F° también pertenecen a A, por lo tanto E¢ U
F¢ e A. Pero ENF = (E°UF°)°. Entonces las propiedades () y (i7) junto con
leyes de DeMorgan implican (4i).

Ejercicio. Demostrar que si A1, As,...,A, € A, entonces Up_, A;, € A.

De acuerdo con lo que hemos demostrado hasta ahora podemos concluir que
la coleccién M, de los subconjuntos medibles de R, es un algebra.
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Proposicién 2.3.5. Sea A un dlgebra y {A, 152, una sucesidn de subconjuntos
de A, entonces existe una sucesion {Bp}2; de subconjuntos de A tales que
B,N By =0paran#my U, B, =U2X A,.

Demostracion. Témese By = Ay y para n > 1, definase

B, = A\(An_1UA,_2U---UA)
== An N (An,1 U An,Q J---u Al)c.

Se tiene que B,, € A para todo n > 1. Ademas,

B,NB,_1 = (Anm(An_lUAn_QU"'UAl)C)m(An_lm(An_QU"‘UAl)C)
= A,N Af}—l n (An_g J---u Al)c NA,_1N (An_Q J---u Al)c
= 0 VYn>1.

Como B,, C A, entonces Up>1B;, C Up>14,. Siz € Uy>14,, sea m el menor
indice tal que z € A,,. Entonces v € B, yaquex ¢ A;paral <j<m-—-1y
consecuentemente,

S Unlen

O

Definicién 2.3.6. Una o—dlgebra A es un dlgebra que también es cerrada bajo
uniones contables, es decir, si Ay, Az, ..., € A, entonces Up>14, € A.

Lema 2.3.7. Sea A cualquier subconjunto y 1, ..., E, subconjuntos medibles
y disjuntos. Entonces

m* (AN (szlEj)) = im* (A N EJ) .
j=1

Demostracion. Sin = 1, entonces m* (AN E;) = m* (AN Ep). Supongamos
que el resultado vale para n — 1 subconjuntos. Como los Eés son disjuntos,
entonces

AN (Uj_y(B)) NE, = AN E,,

y
AN (Ul Ej) NE, = An (U2 E)) .

Entonces como FE,, es medible

m* (AN (U, Ej)) = m* (AN (U E;) N E,) +m* (AN (Uj_, E;) N EY)
= m" (ANE,) +m" (AN (U2 E))).

Ahora, por hipétesis de induccién

m* (AN E,) +m* (AN (U=} E)))

n—1 n
= m (ANE,)+ > m" (ANE;) =Y m"(ANE;).
j=1 j=1
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Teorema 2.3.8. M es una o—dlgebra.

Demostracion. Como ya sabemos que M es un algebra, bastara verificar que
es cerrada bajo uniones numerables. Sea (E,),>1 una sucesién de elementos
de M. Siendo M un algebra por la Proposiciéon 2,3,5, podemos suponer que
(En)n>1 es una sucesién disjunta. Sea F, = Ur_, Ej, cada F), es medible y
F, C E=U32, Ej, entonces para cada n > 1,

E° C F}.
Sea A C R cualquier subconjunto de prueba, tenemos que

m* (4)

m*(ANF,)+m"(ANFy)
m* (AN FE,)+m*(ANES)

v

> m*(ANE;)+m*(ANES) n>1,
j=1

pues ANE;, C ANFSy F, =J;_, E;. Entonces

m*(A) > > m*(ANE;)+m*(ANE)
j=1
> m*(ANE)+m"(ANE°),

por la subaditividad. O

Corolario 2.3.9. Sea (E,,)n>1 una sucesion de subconjuntos medibles disjuntos,
entonces mUp>1 En =Y oy mE,, Es decir, la medida de Lebesgue es o-aditiva.

Demostracion. Como M es o-dlgebra, para cada m > 1 tenemos que
ns1En € My Up>1 B, € M.
Sea (Ey)n>1 una sucesién de medibles disjuntos, entonces tenemos para cada
m>1
U B, CUS By,

entonces
m (Ups1 En) <m (Up Ey).

Por el Lema 2.3.7 para todo m > 1 tenemos que,

> mE, =mUy_, E, <m (U2, E,).

n=1
Por lo tanto,

mh;mC>O Z mkE, = Z mE, <m(Up>1E,).

n=1 n>1

La desigualdad opuesta es la subaditividad. O
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Proposicién 2.3.10. El intervalo (a,00), a € R, es medible.

Antes de demostrar esta proposicién escribamos algunas consecuencias in-
mediatas de ella:

(1)  (—o00,b] = (b,00)° es medible Vb € R.
o b

(#)  (a,b] = (—o00,b] N (a,00). es medible
(#i) {a} U (a,b] = [a,b] es medible.
(iv)  (a,b] N{b}° = (a,b) es medible.
(v 0,11NQ es medible y m[0,1] N Q = 0.

Entonces [0, 1] N Q¢ es medible, y ademas

1=m*[0,1] < m*([0,1]NQ)+m*([0,1] N Q°)
m*([0,1] N Q°).
Como [0,1] N Q° C [0, 1] tenemos que m*([0,1]NQ°) < 1,

entonces
m([O, 1] n QC) =1.

Demostracion.(de la Proposicién 2.3.10) Bastard demostrar que para todo
ACR,
m* (AN (a,00)) +m* (AN (—o0,al) < m*A.

(7) Si m*A = oo no hay nada que demostrar.
(i) Supéngase que m*A < oo. Por la definicién de m*, dado € > 0 existe una
cubierta {I,},>1 de A por intervalos abiertos tales que

> UL <mTA+e

Sean
I, =I,N(a,00) v Iy =1I,N(—00,da]

Los intervalos  I,, I, son disjuntos o vacios y
E(In) = E(Inf) + g(In//) = m*[n/ + m*]nu.

Ademas
(AN (a,0)) CUply,
entonces
m* (AN (a,00)) <Y m Ly (1)
De manera analoga
AN (—OO, a] C Uplpr,
y de aqui se obtiene que

m* (AN (—00,a]) € S m Ly = S t(). (2)

n
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Sumando (1) y (2) se obtiene que
m* (AN (a,00)) +m* (AN (=o0,a]) < Y L(Ip)+ Y U(Iur)

= S w) + (L)) =Y 01

n n

< mrA+te,
para todo € > 0. Consecuentemente,
m* (AN (a,0)) +m* (AN (—o0,a]) <m*A.
O

Proposicién 2.3.11. Todo abierto O C R es medible. Ademds, st O = Up>11,,
es la representacion de O como union de una coleccion a lo mds numerable de
intervalos abiertos y disjuntos, entonces mO =5 -, (I,).

Demostracion. Sea O = U,>11, la represntacién de O como unién a lo més
numerable de intervalos abiertos disjuntos. Entonces O es medible porque M
es o—algebra y cada I, es medible, ademas por el Corolario 2.3.9

mO =m0 = Zm*]n = Zf([n).

O

A partir de una coleccién arbitraria de subconjuntos se puede generar una o-

algebra. El lector puede encontrar en la literatura la demostracién de la siguiente
Proposicién, o puede intentar elaborar su propia demostracion.

Proposicion 2.3.12. Dada una coleccion C de subconjuntos de R, existe una
minima o-dlgebra A que la contiene. Es decir, si B es otra o-dlgebra que contiene
a C, entonces A C B.

Definicién 2.3.13. La minima o-dlgebra que contiene a la topologia T de R,
se llama o-dlgebra de Borel y se denota por B. Los elementos de B se llaman
subconjuntos de Borel.

Todo subconjunto de Borel es medible pues, de acuerdo con la Proposicion
2.3.12, B Cc M.
Ejercicio. Demostrar que existe un conjunto medible que no es de Borel, es
decir la o-algebra de Borel es una o-dlgebra propia de la o-algebra de los sub-
conjuntos medibles.

Los subconjuntos (a,b), (—o0,a), [a,00) son borelianos y, por lo tanto,
medibles.

Definicién 2.3.14. (Las clases G5 y Fy)

= Un subconjunto G € Gs si es una interseccion numerable de abiertos.
Notese que estos elementos se pueden salir de la topologia, pues ésta no
es cerrada bajo interseccion numerable de abiertos.
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= Un subconjunto F € F, si es una union numerable de cerrados.
Tenemos que Gs, F, C B.

Proposicion 2.3.15. El conjunto de puntos de discontinuidad de una funcion
arbitraria es un F,.

Demostracién. Sean M (xz,h) y m(x,h) el supremo y el infimo de f en el
intervalo [z — h,x + h]. La funcién o(z) = limp_,o(M(x, h) — m(x, h)) se llama
la oscilacién de f. Nétese que la condicién o(x) = 0 significa que f es continua
en z. Consecuentemente el conjunto de puntos de discontinuidad de f se puede
representar en la forma

Up>1{z : o(z) > %}

Bastard demostrar que el conjunto {z : o(z) > 1} es cerrado para cada n > 1.
Siz, = xyolx,) > % para cada n > 1, entonces para cada h existe N, tal que

ZTn € (x—h,z+h) sin > Ny. Sea € > 0 tal que (z, —€,2, +€) C (x —h,z+h),

existen puntos y, y z, en (z, — ¢, T, +¢) tales que | f(y,) — f(z,)| > L, entonces

n
o(z) > L.

Ejercicios

1.- Demuestre que en R la interseccién de una coleccién numerable de abiertos
densos es denso.

2.- Demuestre que R no es una uniéon numerable de subconjuntos cerrados
con interior vacio (es decir, con complemento denso).

3.- Demuestre que los irracionales no son un F,. Sugerencia: Si lo fueran
entonces R seria una unién numerable de cerrados con interior vacio.

4.- Concluya que no existe una funciéon continua en los racionales y discon-
tinua en los irracionales.

Proposicién 2.3.16. (i) Si(E,)n>1 es una sucesion decreciente (En+1 C Ey,)
de subconjuntos medibles y mFE; < oo, entonces

m Ny, Ey) = lim mE,.

n—oo

(13) Si (En)n>1 es una sucesion creciente de subconjuntos medibles, entonces

m (U3 Ey,) = lim mE,.

n—oo

Demostracion. Sean E = Np,>1E, y F, = E,\E,+1 entonces

Un>1E, = (E1\E2) U (E2\E3)U...
(E1NES)U(EsNES)U(EsNEU...
EiN(BESUES)---=E, N(BSUESU...)
= EiNn(Nu>1E,) = E\E
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Los F,’s son disjuntos a pares ya que
Fo N Fpgy = (En NES ) N (Bppa NEY ) =0,
y en general,
F,NF,=0 sin#m.
Por la o—aditividad de m
m(E\E) =Y _mF, =>_ m(E,\En1).
n>1 n>1

Pero
E, = FEU(E\E),

entonces
mEy, = mE + m(E\E).

Y de manera andloga se demuestra que
mEn = mEn+1 =+ m(En\En+1)

Como
mbi <o v E,CFEy VYn>2,

entonces
mE, <mFE; <oco Vn>2.

Es decir todos los E, y E, tienen medida de Lebesgue finita. De acuerdo con lo
anterior tenemos que

m(Ey \ E) =mE; —mE,

' m(E\En+1) =mE, —mE,11.
Consecuentemente,
n—1
mE, —mE = ;(mEn —mE,41) = nlin;o ]; mEr — mEg1

= lim (mE; — mE,) =mE; — limmkE,.
n—oo n
Por lo tanto
mE = m(ﬂnzlEn) = lim mEn
n—oo
Esto demuestra ().

Para demostrar (i7) obsérvese que si mE, = oo para algin n, entonces
m(US2, E,, = 00, pues la sucesién es creciente. Y si mE,, < co para cadan > 1,
podemos escribir

Up = E1 VUL (Bngr — En),



30 CAPITULO 2. LA MEDIDA DE LEBESGUE

y la unién es disjunta. Entonces

N
m(UsCE,) mE1+Z Eni1— mElJrh Z E,.1—-FE,) = h;{fn mEy.
O
El conjunto de Cantor. En [0, 1] considérese la siguiente construccién
© 5 s S5 s
AR —
C HH HH HH e

01/32/5
Figura 2.2: Conjunto de Cantor
El conjunto de Cantor C se define como,
C=ny2,Cy.
De acuerdo con la parte (i) de la Proposicién 2.3.16

mC = limmC,,

2 2\ 2 2\°
méi =3 m@:(g) m63:(3>

2 n
y no es dificil demostrar por induccién que mC,, = (3) . Por lo tanto

pero

mC = limmC,, = lim <§) =0.

Para finalizar esta seccién demostraremos varias condiciones que son equiv-
alentes con la condicién de Caratheodory. Cualquiera de ellas pudo haberse
tomado como definicién de subconjunto medible.

Proposicion 2.3.17. Sea E C R. Las siguientes proposiciones son equivalentes:

(i) E es medible,

(i) Para cada e >0 3 O, D E abierto tal que m*(ON\E) < ¢,
(i1i) Para cada e >0 3 F. C E cerrado tal que m*(E\F,) < €
(iv) Existe G € Gg con E C G tal que m*(G\FE) =0
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(v) Eziste F' € F5 con F C E tal que m*(E\F) = 0.
St m*E < oo, las proposiciones anteriores son equivalentes con

(vi) Dado € > 0 existe una unidn finita de intervalos abiertos U tal que
m*(EAU)<e con EAU=(E\U)UU\E) donde A denota

la diferencia simétrica.
Demostracion. Demostraremos las siguientes implicaciones: (i) = (ii) = (iv) = (i),

(i) = (i) = (v) = (i) y (i) = (iv) = (ii).

Supongamos que m*FE < co. Dadoe >0 30, D E tal que m*O, < m*E+e.
Como E es medible entonces E separa bien a O, es decir

m* O =m" (O.NE)+m* (O.NE®)=m*E+m" (ON\E),
entonces
m* (ON\E) =m*"O. —m"E <e.

Supdngase ahora que m*E = oo. Sigue siendo vélido que dadoe >0 30, D
E tal que m*O, < m*E +e€ Sea E, = EN(n,n+1) n € Z. Como m*E, <
l1<oo V néeZ, existe O, D E, tal que

m* (O\Ey) < € = ﬁ

Sea O = Upez0, D Upez B, = E, entonces O es abierto y

Oe\E = (UneZOn) N (UnEZEn)C = (UnEZOn) N (HHGZEZ)
= Un (00 0 (NMES)) = UpOyp 1 E°
= U, (O,\E).

Ahora como

On\E C On\Ena
m” (Op\E) <m™ (On\Ey)

entonces

* * * €
m* (O\E) <3 m* (O\E) < m" (On\Ea) <D srr =
Esto demuestra que (i) = (ii).

Sea (€,)n>1, con €, > 0, cualquier sucesién que converge a cero.
Vn 30, talque O, DFE y m"(O,\E)<e.
Sea G =nN5,0, €Gs,
G\E = GNE°=(N2,0,)NE =nN_,(0,NE"°)
= N1 (O\E) C O,\E Vn>1,

n=1
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entonces

0 <m*"(G\E) < m"(O,\F) < €, — 0.

Por lo tanto
m*(G\E) =0

Esto demuestra que (ii) = (iv).
Demostremos ahora que (iv) = (i). Bastard demostrar que m*(A N E) +

m*(AN E°) < m*A, para cualquier subconjunto de prueba A C R. Tenemos
que ANE C AN G, entonces m*(AN E) <m*(ANG). Por otra parte,

ANES = (ANE)NX =(ANE°)N(GUG®)
= (ANE°NG)UANE°NG°)
(ANGNE )U(ANG®) Cc (GNE°)U(ANGT),

entonces
m*(ANEY) < m*(GNE®)+m* (ANG) =m*(ANG°),

pues m*(G \ E) = 0.
Por lo tanto,

m*(ANE)+m*(ANE°) < m*"(ANG)+m*(ANG®) = m*A, pues G es medible.

Consideremos ahora la segunda cadena de implicaciones. Supéngase que (%)
se cumple y témese un subconjunto E medible, entonces E¢ es medible y por
(#4), 3 O, D E° abierto tal que m* (O N (E°)°) < e.

Toémese el cerrado F. = OF y obsérvese que E D O¢ = F,, por lo tanto

m (E\F) =m"(ENES) <m"(ENO,) <e.
Esto demuestra que (i) = (iii).
Sea (€n)n>1, €n > 0, una sucesién convergente a cero, entonces por (iii),

para todo n > 1 existe un cerrado F, tal que F,, C Ey m*(ENFS) < €,. Sea
F=UX,F, €F, como FeF,=F°ecFS ysetiene I C E. Ahora,

E\F = ENF°'=En(UL F,) =FEn (N, FY)
= N ,ENFSCENFS Vn>1,

por lo tanto
m*(E\F)=m" (NS, ENF) <m*"(ENFE) < ey,
para todo n > 1. Esto demuestra que

m*(E\F) = 0.
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Es decir, (iii) = (v).

Sea A C R cualquier subconjunto de prueba y F' € F, como en (v). Como
F es medible, F'¢ también es medible. Ademds, como F' C F, entonces E¢ C F°,

y por lo tanto
m (AN E®) <m* (AN F°).

Por otra parte,

ANE = (ANE)YNX=(ANE)N(FUF°)
(ANENF)U(ANENF°)
(ANF)U(ANENFY) C(ANF)U(ENF°),

entonces
m*"(ANE) < m"(ANF)+m*(ENF°)=m"(ANF).
Por lo tanto,
m (ANE)+m" (ANEY) <m*"(ANF)+m*"(ANF°) =m"A.

Esto demuestra que E es medible y consecuentemente (v) = (i).

La tdltima cadena de implicaciones se demuestra enseguida. Supéngase que
(ii) se cumple y sea € > 0. Entonces existe un abierto O tal que E C Oy
m*(O\E) < §.Sea O = Uy, I, larepresentacién de O como unién de intervalos
abiertos tales que I, NI, =0 V n # m. Si E tiene medida finita, el abierto
O se puede escoger con m*O < co. Ademas por la o-aditividad,

00 >m*O=m"Up>1 I, = Zm*[n,
n>1

es decir, la serie es convergente. Entonces existe un niimero natural ng(e) tal
que 3,5, m*I, < §. Seall = U:O:(f) I,.
Tenemos que
EArU=(E\XU)UU\E).

Pero
E\XU = EnU°CONU=(Upl,I,)NU°
= (uZi(f)In U UZO:nOHIn) nUe =puue
= Uz,o:n0+1lm
entonces

* * 00 * €
m*(E\U) =m* (UpL,, 1 11n) = Z m*I, < 3

n>ngo

Por otra parte U\E C O\E, entonces m*(U\E) < m*(O\E) < §.
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Consecuentemente

I
[0}

m*(E A U) = m*(B\U) + m*(U\E) <

w\m
l\’)\m

y por lo tanto
m (E AU) <e

Esto demuestra que (vi) se cumple.

Reciprocamente, si m*E < oo y (vi) se cumple, para cada € > 0 sea U =
Up_1Jx una unién finita de intervalos abiertos con m*(E A U) < §. Tenemos
que m*(E\U) < m*(E A U) < § entonces existe una cubierta {J,}m>1 de
E\U por intervalos abiertos, tales que

Uns1Tm D ENXU Y " (Up>1Tm) mZ:lé Tn) < 5

Sea O =UU (Um>1Tm), O esabiertoy
E=(EU)UUC (Un>1Tn) VU = 0.
Obsérvese que
O\E =U\E U (Up>1Tm) \E =U\E U (U(Jn\E)) .

Entonces

m*(O\E) < m"(U\E) + m*(Um>1(Jm\E))

< §+m (Um>1TIm) < = 5 +mz>:1€ (Tm) <

Esto demuestra que (ii) se cumple. O

2.4. Subconjuntos no medibles

En esta seccién demostraremos que la medida exterior de Lebesgue no es o-
aditiva. Para esto construiremos una sucesién {Vn},>1 de subconjuntos ajenos
de [0,1] tal que J,,~, Vn = [0, 1] pero

1=m*(Up>1Vn) # Z m*Vn.

n=1

Entonces estos Vn’s son no medibles y esto demuestra que M & 2R,

Construccién de los Vn’s. Paracadaa € [0,1] sea E, ={z €[0,1] :z—a €
Q}. Por ejemplo, Ey = [0,1]NQ vy E% = Ey . De hecho,

Ey = FE,, para todo m:B, p,q €7Z,q#0.
q
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Pero Ex # Ey pues i¢ E=. De hecho
E% NEy=0,

puessimEE%OEmentoncesx—%:% y x=7%

m_1r_P iecid
= T75 g¢F€ Q, lo cual es una contradiccion.

De hecho tenemos lo siguiente:

(i) Cada E, es numerable pues la funcién © — = — a es una biyeccién de E,
sobre Q.

(i) SiE,NEg#0 entonces E,=Eg

Puessixz € F,NEgentonces x—a y x— 3 son racionales. Siy € F,, es decir,
y—a € Q, tenemos que y— B = (y—a)+(a—B), y (z—B)—(1—a) = a—f € Q.
Entonces y — 3 € Q, es decir y € Eg. De manera anédloga Eg C E,.

Dada la coleccién {Eq}acfo,1], Por el Axioma de Eleccién podemos elegir
exactamente un representante x, de cada E,. Sea V el subconjunto formado
con estos representantes x,’s. Notese que en V sélo hay un racional y ningin
par de elementos de este subconjunto difieren en un racional.

Ahora considérese una lista de los racionales en [0,1], g1, g2, ... y para cada
n > 1sea V, = ¢,+V donde + denota suma médulo 1; es decir

- T+y si x4+y<l1
aH_y_{x—I—y—l sioz+y>1.

Necesitaremos el siguiente resultado.
Lema 2.4.1. Si A C [0,1], entonces m*(z+A) =m*A Vz € [0,1]

Demostracidon. Si A es un intervalo z+A = (a+z]U[0,b+x—1] y m*(z+4) =
l—a—x+4+b+x—1=>b—a. De manera analoga se demuestra el caso cuando
A=0=U2 1, I, NI, =0 sin#m.

Para A C [0, 1] se tiene

m*(z+A)

inf {ZZ(In) cUnl, Dax+A, I, abierto}
n=1

= if{m*(z+0): AC —z+0, O abierto}
= mrA

Tenemos que

(i) Vo,NVy,, =0sin<m.
Pues si x € V,, N V,,,, entonces existen x,,x5 € V tales que = z, + gy,
y x=zg+¢q, deaquiseveque To,—23=qm—qn € Qlocuales
una contradiccion.
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(if) U2V, = [0,1]. Pues obviamente U2 ,V,, C [0,1], y si « € [0, 1], existe
FE, tal que = € E,. De manera que

T=2xo+qn €V, entonces x€Up>1Vy,.

(iii) m* no es o-aditiva. Pues si suponemos que m* es o-aditiva, entonces por
el Lema anterior,

1=m*[0,1] = m* (U2 ,V,) = Zm*Vn
n=1

Z m*(gn+V) = Z m*V.
n=1 n=1

Lo cual es imposible.

2.5. Espacios de medida

Llamemos espacio medible a un par (X,¥) donde X es un conjunto y ¥
es una o—algebra de subconjuntos de X. Un espacio de medida es una terna
(X,3, u) donde X, 3 son como antes y i : X — [0,00) es una medida. Es decir:

(i) p(UnEn) =3 uE,,

para toda sucesién (E,),>1 de subconjuntos disjuntos de X.

Ejemplo 2.5.1. (El espacio de medida de Lebesgue). En secciones ante-
riores construimos el espacio de medida de Lebesgue (R, M, m). Tenemos que

(i) m*¢ =0y ¢ € M entonces m¢ =0,

(ii) Si (E,)S% es una sucesion de medibles disjuntos entonces

m (Up>1E,) = Z mE,,.

n>1

Ejemplo 2.5.2. Sea X cualquier conjunto y ¥ = 2% la coleccion de todos los
subconjuntos de X. Para E € 2%, definase

p_l si E es infinito
pE= tE si E es finito.

La terna (X,2% 1) es un espacio de medida.

Demostracion. Tenemos que
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(i) m*¢ =t =0,

(ii) Sea (E,)n>1 una sucesién de subconjuntos disjuntos de 3,
Para demostrar la o—aditividad consideraremos dos casos:

(a) Up>1Enes finito,

(b) Up>1Eyes infinito.

En el primer caso sélo un nimero finito de sumandos son no vacios, digamos
FEq,Fs, ..., E, y como son ajenos

o0 (o]
p(Un>1En) =4 (Up_ Bx) = > _4E, =Y pEy, porque Vk >n  §E;, =0,
k=1 k=1

Si (Up>1Ey) es infinito, puede ocurrir que exista E,, infinito. En este caso
pE, =00 < Y7 pE,, entonces Y o pE, = 0o = p(Up>1E,). Si todos los
E,’s son finitos, entonces existe una subsucesién (E,, )g>1 con E,, #0 Vk >
1, por lo tanto, 00 = 37,y pbBn, < 3707 uE,. Es decir 3572 | pE, = oo =
p(Un>1E,). Esto demuestra la o-aditividad. O

Ejercicio. Sea X = {z1,z2,...,2,} ¥y A : X — (0,1) una funcién tal que
Y71 M) = 1. La terna (X, 2%, P) es un espacio de medida, donde P : 2% —
[0,1] estd definida para E C X mediante la relacién

P(E)= ) AMazj)-

r;€ER

Definicién 2.5.3. Un espacio de medida (X, F,P) es un Espacio de proba-
bilidad si la medida P toma valores en el intervalo [0,1], es decir P : F — [0, 1].

Ejercicio. (Delta de Dirac) Sea X # ) un conjunto y ¥ = 2X. Para 79 € X
y E € ¥ definase

. 0 si $0¢E
B ={ ] 5 N

(X,2%5,,) es un espacio de probabilidad.

Ejercicio En el espacio de medida de Lebesgue (R, M, m) considérese la suce-
sién (E,, = [n,00))p>1. Tenemos que E; D Ey D E3 D ... y Np>1E, =0, en-
tonces p (Nyp>1E,) = 0. Pero pFE,, = oo para todo n > 1, entonces m(N, E,,) #
lim,, mE,,. { Porqué esto no contradice el resultado de la parte (i) de la Proposi-
cién 2.3.167

Ejercicio. Sea X un conjunto no numerable. Sea F la coleccién de los subcon-
juntos de X que son contables (finitos o numerables) o que tienen complemento
contable. Demuestre que
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(a) F es una oc—4dlgebra.
Para E € F definase

B 0 si FE es contable
FE=1 1 si E° es contable

(b) Demuestre que p: F — [0,1] es medida de probabilidad.



Capitulo 3

Funciones medibles

En este capitulo y el siguiente consideraremos funciones que pueden tomar
los valores +o00. Es decir consideraremos funciones con valores en el conjunto
R* = RU {—00, 00}, al que llamaremos conjunto de los niimeros reales extendi-
dos. La relacién de orden y las operaciones aritméticas se pueden extender a Rf
de la siguiente manera:

Orden: dados a,beR! a<b < a<b abeR
—o<a VaeR, b<oo VbeR.

Operaciones aritméticas: para r € R,
(i) x4+ 0=00, x—00=—00

(ii) z-oco=00 siz>0

(iii) z-(—o0) =—00 siz >0
(iv) 0-00 =0
(V) co+ 00 =00, —00—00=—00

(vi) 0o (£oo) = £o0, —00-(+o0) = Foo
(vii) oo — oo permanece indefinida.
Para —oo < a < b < oo podemos definir los siguientes intervalos: [a,b] =
{z :a <z <b} () ={z:a <z <b} (a,b) = {z :a <z < b},
[a,b) = {z : a < 2 < b}, por ejemplo R¥ = [—o0, .
Si llamamos abierto a todo subconjunto @ C R¥ tal que O NR es abierto y
= si 400 € O, existe una vecindad {z : a < x < +o0} C O;

s si —oco € O, existe una vecindad {z: —c0o <z <} C O,

39
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con a,b € R. Entonces con esta topologia R* es un espacio topoldgico compacto,
es decir, Rf es una compactificacién de R. Pero ésta no es la tinica manera de
compactificar la recta real.

Si A C R¥ es no vacio, entonces existen el supremo y el infimo de A a los
que denotaremos por supA e infA, respectivamente.

Proposicién 3.0.4. Sea f : E — RY, donde E es un subconjunto medible.
Entonces la siguientes proposiciones son equivalentes:

(i) VaeR fHa,col={xecE:f(x)>a}l esmedible
(i1) VaeR fHa,00])={z € E: f(x)>a} esmedible
(iii) VaeR f~Y[—oo,a))={z € E: f(z) <a} es medible
(iv) VaeR fH[—oo,a])={z€E: f(z) <a} esmedible.

Y cada una de éstas implica que

e}
o0

(v) VaeR! el conjunto fl({a})={ze€E: f(r)=a} esmedible.

Demostracion. (i) = (iv); pues {x € E : f(z) < a} = E\{zr € E :
f(z) > a} y como f~!((a,00)) es medible, f~1((—o0,a]) también es medible.
De manera andloga se demuestra que (w) (1) y (i7) = (i19).

Demostremos ahora que (i) = (i1). Sea a,, — « con «, > «. Entonces
[, 0] = Up>1 (v, 00], consecuentemente f~!([a,00]) = f~1 (Up>1(am, 00]) =
Un>1f " (an, 00] es medible.

Para demostrar que (i¢) = (i), sea o, — « con ay, < a. Entonces (a, 00| =
ﬂnZl[ana 00]7 por lo tanto fﬁl(a’oo] = f71 (mn21[anvoo]) = nglfil[Oénvoo],
que es medible.

Finalmente, tenemos que {a} = [a,00) N (—o0,a], entonces f~1({a}) =
(o, 00]) N f71((=00, ]), que es medible para o € R. Ademas, si o, — —o0
entonces {x € E : f(z) = —o0o} = Np>1{z € E: f(z) < ap}. Y de manera
andloga, si B, — oo entonces {x € E : f(z) = oo} = Np>1{z € E : f(z) >
Ba}. 0

Definicién 3.0.5. Una funcion f : E — RF es medible (o mds propiamente,
Lebesgue-medible) si E es medible y se cumple cualquiera de las afirmaciones
(#) — (i) en la proposicion anterior.

Una funcién s : E — R es simple si existen subconjuntos Ey, Es, ..., E,
medibles tales que E; NE; =0y

T) = Z CiXE; (z)

con ¢;,1 < j < n nimeros reales.

Corolario 3.0.6. Sea E medible
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(a) Si f:E — R es continua, entonces f es medible.
(b) Sis:E — R! es simple, entonces es medible.

(c) Si f:E — R es medible y F C E, F medible, entonces f|p : F — Rf
es medible.

(d) Sig:R — RY es continua y f : E — RY es medible, entonces h = go f
es medible.

Demostracion.

(a) Para a € R, (, 0] es abierto en R¥ y por la continuidad de f, f~!(«a, ]
es abierto, por lo tanto es medible y {z € E : f(z) > a} = f~}(a,00]NE
es medible.

(b) Sea o € R, entonces s~ (a,00) = {z € E: s(z) > a} = ENU¢, > Ek, que
es medible.

(c) Tenemos que {z € F : f(zx) > a} = FN{x € E: f(z) > a}, entonces
como F es medible y {x € E : f(z) > a} es medible obtenemos que
{z € F: flp(z) > a} también es medible.

(d) Se tiene que h™1(a,00) = f~1(g (e, 0)). Como g~ !(a,0) es abierto
podemos escribir g_l(a,oo) = Up>1ly, donde I, es un intervalo abierto
para cada n > 1. Ahora, h™}(a,00) = f 1 (Up>1ln) = Ups1f (1) y
cada f~1(I,) es medible para cada n > 1.

O

Proposicion 3.0.7. Sean ¢ una constante real y f,g dos funciones medibles
con valores reales y con el mismo dominio medible. Entonces las funciones f +
c, cf, f4+g, g—f, [f-g son medibles.

Demostracion.

(i) Si f,g : E — R son medibles, entonces (f + g)~![—o00,a) = {z € E :
f(z)+g(z) < a}. Si f(x) + g(x) < a entonces f(x) < a — g(z) y por lo
tanto existe r, € Q tal que f(z) < r, < a — g(z). Entonces

{z€B: f(2)+9(z) < a} = Ureafz € B : f(z) < r}fa € B g(2) < a1},
que es medible pues es una unién numerable de medibles.
(i)
(f+c) ' (—o0,a)={z€E: f(x)+c<ocl={zxcE: f(z)<a+c}

es medible.
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(iii) Sic# 0, tenemos que

{meE:af(m)<a}:{x€E:f(x)<%},

es medible.
Sic=0,
. 0 st a<O
{meE.c~f(m)<a}—{ E si a>0
que es medible.
(iv) Por (iii), con ¢ = —1 se tiene que — f es medible y aplicando (i) se obtiene

que g — f es medible.

(v) Para mostrar que f-g es medible, primero veamos que f2 es medible. Para
a > 0;

{zeE:ff(x)<a} = {zeE:|f(x) <Va}
{zeE: f(z)<Valn{zeE: f(z) > -Va},

que es medible. Y si a < 0,

{x € E: f2(z) <a) =0,
que es medible.

1
Ahora, aplicando los incisos anteriores se ve que f-g = 5[(]” + 9)2 - - 92]

es medible.

O
La hipétesis que f y g tomen valores reales es necesaria porque en otro caso
f -+ g no estarfa bien definida en los puntos donde f(z) = co y g(x) = —o0

Teorema 3.0.8. Sea (f,)n>1 una sucesion de funciones medibles con el mismo
dominio medible E entonces las funciones supq{ fi1,..., fu}, Wmf{f1,..., fu},
sup,, fn, inf, fn, lm,f, vy lUm,f, son medibles; donde

Sup{fla .- ,fn}(x) - sup{fl(ac), f2(x)> . 7fn($)}a

(500 1) () = 0 (0) = b)), ..

Demostracién. Por ejemplo si h(z) = sup{ fi1(z), fo(z),..., fu(z)}, =z € E,
entonces
{reE:h(z)>a}=U_{z€E: fij(x) >a},

resulta medible pues cada {z € E : f;(z) > a} es medible.
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Asf mismo, si h(z) = sup, {fi(x), f2(x),...}, =z € E, tenemos que
{reE:h(z)>a} =02 {z € E: fj(z) > a},

que es medible.

Ahora sea L(z) = lim,, f,(z), z € E, esdecir, L(z) = inf, sup;,, fn(z).
Demostremos que inf,,{ fi(z),... } es medible. Si k(z) = inf,, { f1(2), f2(x),...}, =x€
E, entonces {z € E: k(z) > a} =N {z € E: f;(z) > a}. Por lo tanto k()
es medible. Ahora si fi(z) = sup,>,, f;(z), tenemos que

{reE:L(x)>a} = N2 {zekE: fi(z)>a}
M52y (Ukzj{z € B fi(x) > a}),

entonces lim,, f,, es medible.
De manera analoga se demuestra que lim,, f,, es medible. O

Corolario 3.0.9. El limite puntual de una sucesion de funciones medibles es
medible.

Demostracion. Una sucesién (f,),>1 de funciones definidas de subconjuntos
E de R con valores en R¥ converge puntualmente si y sélo si

limf,(z) = lim, f,(z) Vz € E.

El resultado se sigue pues lim,, f,, y lim,, f,, son medibles.

Teorema 3.0.10. Sea f una funcidn medible definida en [a,b] C R y tal que
m{z € [a,b] : f(z) = oo} = 0. Entonces para cada € > 0 existen una funcion
escalonada g. y una funcion continua h. tales que

|f—hel <€ y |f—gel <e excepto en un subconjunto de medida menor que .

Es decir,

miz € [a,b): [f(@) - g(@)] > e} < e
m{z € [a,b] : |f(z) — h(z)] > €} <e.

Ademds sim < f < M, entonces g y h se pueden elegir acotadas con las mismas
cotas.

Demostracion. Separaremos la demostracion en varias partes.
(a) Dado e > 0 3 M > 0 tal que |f| < M excepto en un subconjunto de

. € .
medida menor que —. Es decir

m{z € [a,b] : |f(x)| > M} < %
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Esto se demuestra de la siguiente manera.
Sea E, = {z€lab]:|f(z)]>n}
{zela,b]:|f(z)]>n} U {xelabd]:|f(x)]=n}

Cada E,, es medible y E,, D E, 11, pues si |f(z)| > n + 1, entonces |f(z)| > n.
Ademaés
mE, <mla,bl=b—a<oco Vn.

Entonces por la parte (i) de la Proposicién 2.3.16 m (N,>1E,) = immkE, y
m{z € [a,b] : |f(z)] = 00} = m (Ny>1E,). Por lo tanto immE,, = 0.

Para < > (0 existe N. > 1 tal que mE,, < % Vn > 1. Tomése M = N, + 1,
entonces m{x € [a,b] : |f(x)] > M} < §.

(b) Dados € > 0 y M > 0, existe una funcién simple tal que |f — ¢| < e,
excepto en aquellos puntos donde |f(z)| > M.
Para demostrar esto dividamos a [—M, M| en n subintervalos iguales. Es

. . 2M . .
decir sea € > 0, tomese n tal que — < € y consideremos la particion
n

2M
P:{fM,fM‘FT,,*M}

Sea

Ey

(22 2]

2(k — 1)M 2% M

= {zre€fab]: —M+ <f(:17)<—M+T},

1 <k <n. Cada Ej es medible y podemos definir una ¢ de la siguiente manera
- 2kM
p(z) = Z (—M—|— n) XEp-

2M
Para x € Ej tenemos que |f(z) — p(x)] < —.~ <& pero Up_Ex = [a,b]\E,
donde E = m{x € [a,b] : |f(z)| > M}; pues

[a.\E = f7([-M, M)
= f! (u;;_l [—M+

20k — )M 2k M
un_, ! (|:M+ Q,—M + D = UP_, E}.

2k — 1)M 2kMD

n n

Ademds E, NE, =0, k#EK.

(¢) Existe una funcién escalonada g en [a, b] tal que g(z) = ¢(x), excepto en
un subconjunto de medida menor que £.
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Para obtener esta funcién obsérvese que cada Fj del inciso anterior es med-
ible y E C [a,b], entonces mE, < oo, k = 1,2,...,n. Para cada k, existe
{I}}}2 coleccién finita de intervalos tales que

m (Ek A U;’Z‘i[éc) < %

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que estos subintervalos son disjun-
tos. Sea

2kM my
g(z) = (—M + n)XSZ”kl I (z) para x € B, NUKI).

Esta funcion es escalonada pues
Xut_ 1; = Xh + X1+ XD

Ademés g(x) = ¢(x) excepto en A =Up_, (Ep & UMIF) y

n n
mASZm(EkAUZ”:"iIf)g — ==,
k=1 k=1

(d) Notése que

9(2) 55(<M+22M>&ﬂwd@

=172
k=1
m
= Z cjxr; (z)
j=1

para algunos  ¢; € R. Podemos escribir I; = [a;_1,a;] para 1 < j < m.

€ €
En el intervalo (a1 - —,a; + —) se define i como el segmento que une
6m 6m
€ € , . L
(a1 - —, cl) con (a1 + —,co ) v asi para cada subintervalo de la particién.
6m 6m

De esta manera conseguimos una funcién continua h(x) tal que h(z) = g(x)
excepto en

m € €
o (4 G+ )

Pero

m € € € €
m (G (o= Gt ) = X = 5

En resumen tenemos que:

|f — | <€, excepto en By C [a,b] con mE; < §,
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¢ = g excepto en Ey C [a,b] con mEy < §,
h = g excepto en E3 C [a,b] con mE3 < £.

Entonces |f — g| < € excepto en Es UE; y m(E; UEy) <e. Y |f—h| <e€
excepto en F3 U Es U Ey. Pero m(E; U Es U E3) < e. O

3.1. Casi dondequiera

Si una condicidn, por ejemplo f(z) = g(x), se cumple excepto en un conjunto
de medida cero, diremos que esta condicién se cumple casi dondequiera de
manera breve escribiremos c.d. De manera més general, si E es un subconjunto
medible y P es una propiedad, la frase “P se cumple casi dondequiera en E”
significa que existe un subconjunto N de medida nula tal que la propiedad se
cumple en cada punto de E\N.

Proposicién 3.1.1. Si f : E — Rf es medible y f = g c.d. en E, entonces g
es medible.

Demostracion. Los subconjunto By = {z € E: f(x) > aty Ea={z € E:
g(x) > a} difieren a lo més por un conjunto de medida cero. Es decir, E1\E3 y
E5\ E; son medibles y m(E1AE;) = 0. Podemos escribir

Ey = (Eq U (E2\E1))\(E1\Es).

Entonces Fy es medible si F; lo es.

Ejercicios

1.- Demuestre que si una sucesién (f,)n>1 de funciones medibles converge
casi dondequiera a una funcién f, entonces f es medible.

2.- Dada una funcién f : Q — R, de ejemplos que demuestren que la condicién
“f es continua c.d. en €27 no implica ni es implicada por la condicién
“existe una funcion continua g : Q — R tal que f =g c.d.”.

3.2. Los teoremas de Egoroff y Lusin

Aparentemente existe una gran diferencia entre los conjuntos medibles y los
conjuntos abiertos o los intervalos y entre las funciones medibles y las continuas,
de manera que la intuicién se pierde al trabajar con subconjuntos y funciones
medibles. En realidad la diferencia no es tanta, de acuerdo con el Teorema 2.3.17
un subconjunto medible es casi un abierto, un cerrado o una unién de intervalos
si tiene medida finita; asi mismo, de acuerdo con el Teorema 3.0.10 una funcién
medible es casi una funcién continua. Algo similar ocurre entre las sucesiones
que convergen casi dondequiera y las que convergen uniformemente, tal como
demostraremos en esta seccién, de manera que también podemos decir que una
sucesion que converge c.d. casi converge uniformemente. Una forma rigurosa de
esto esta contenida en el Teorema de Egorov que demostraremos enseguida.
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Teorema 3.2.1. (Egoroff) Si (fn)n>1 €s una sucesion de funciones medibles
que converge c.d. a una funcion con valores reales medible f sobre un subconjun-
to medible E de medida finita, entonces para cada € > 0 existe un subconjunto
medible F C E, con mF < € tal que (fn)n>1 converge a f uniformemente en

Demostracion. Para cada € > 0y cada n > 1, sean (€,)p>1 una sucesién
decreciente con lim, €, = 0 y 0, = 57. Sea & el subconjunto de E donde
(fn)n>1 no converge.
Sea
Gt = {2 € B\E : ful@) - f(@)] = e},

Enk =UkskGni ={z € E\E : |fu(x) — f(x)| > €,, para algunak > K}.

La sucesién (E, x)k>1 es decreciente y como para cada x € E\E se tiene
que fn(z) — f(z), entonces debe existir algin K > 1 tal que = ¢ E,, , es decir,
Nk>1En k = 0. Por la parte (z) de 2.3.16, se tiene que limg F,, x = 0. Entonces
existe K, tal que mE, k, < 0, es decir,

m{x € E\E : |fi(x) — f(x)| > €, para algink > K, } < d,.
Sea B, = E, g, , tenemos que mE, <6, y
(E\NE\Ey, = {x € E\E : |fx(z) — f(x)| < €n, para todok > K, }.

Témese F' = £ U{U,>1E,}, tenemos que mF <" . mE, =€,y E\F =
Nn>1(E\E)\E,. Para cada n > 0, existe n > 1 tal que €, < n, por lo tanto,
|fu(z) — f(x)] <nsik> K, para todo z € E\F. Es decir la sucesién converge
uniformemente en E\F. O

Ejercicio. Demuestre lo siguiente (Teorema de Lusin): Sea f una funcién
con valores reales y medible en un intervalo cerrado [a,b]. Dado € > 0, existe
una funcién continua g en [a, b] tal que m{z : f(z) # g(x)} < e.

Sugerencia: Aplique el Teorema de Egoroff y las Proposiciones 2.3.17,
3.0.10.
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CAPITULO 3. FUNCIONES MEDIBLES



Capitulo 4

La integral de Lebesgue

La integral de Riemann es la primera generalizacién del concepto de integral
definido rigurosamente por Cauchy para funciones continuas, a una clase més
grande de funciones. Sin embargo la integral de Riemann no resulté suficiente
para tratar algunos problemas de la teoria de series de Fourier, ni tampoco es
apropiada para aplicaciones en otras areas de las Matemaéticas, por ejemplo en
Probabilidad. La integral de Lebesgue cumple estos requisitos y por esta razén
es una herramienta indispensable en Matematicas.

Ademas, los teoremas de intercambio de limites con integrales son mucho
méas poderosos cuando se formulan en términos de la integral de Lebesgue en
lugar de la integral de Riemann.

En este capitulo definiremos la integral de Lebesgue siguiendo un esquema
similar al aplicado en el Capitulo 1 a la integral de Riemann. En lugar de
las funciones escalonadas que usamos para construir la integral de Riemann,
aqui usaremos una clase méas amplia de funciones, las funciones simples.

Una funcién simple es una combinacién lineal de la forma
n
s(x) = E aiXE; (z),
Jj=1

donde los Eés son subconjuntos medibles de R 'y a; € R, j=1,2,...,n.
Igual que en el caso de las funciones escalonadas esta representacion no es unica.

Obsérvese que una funcién S es simple si y sé6lo si es medible y toma sélo un
nimero finito de valores. Si {ay,...,a,} son los valores de una funcién simple
s, entonces

s(x) =) ajxa, (@),
j=1

con A; = s '({a;}) = {z € R: s(z) = a;},j = 1,2,...,n. Esta tltima es la
representacién candnica de s, tiene la propiedad de que los A;-s son disjuntos
y los as son distintos y no nulos.

49
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De manera similar que en el caso de funciones escalonadas, si s es una funcién
simple que se anula fuera de un subconjunto de medida finita, definimos su
integral de Lebesgue mediante

/sdm = Zaijj,
j=1

n .« s .
cuando s= ) . _.a;xa., eslarepresentacion candnica de s.
7=1"7 37

También como en el caso de las funciones escalonadas, la integral de Lebesgue
de una funcién escalonada no depende de la representacion elegida.

Proposicién 4.0.2. Sea s = 2?21 ajxg;, con E;NE; =0 para i #
j. Supongase ademds que cada subconjunto E; es medible con medida fini-

ta,entonces
n
/sdm: E a;mkb;.
Jj=1

Demostracion. Sea A; ={x € R:s(x)=a;} = Ug,=q, Ei.
Entonces
a;mA; = Z a;mE; por la aditividad de m

a;=aj

/sdm = Zaijj = ZaimEi.
j=1 i

por lo tanto

O

Proposicion 4.0.3. Si s yt son funciones simples que se anulan fuera de un
subconjunto de medida finita, entonces

(i)  [(as+0bt)dm =a [ sdm+b [tdm, para cualesquiera a,b € R

(it) [ sdm < [tdm, si s<t ec.d.
Demostracidén. Si (Aj)?zl y (Bj);n:1 son los subconjuntos que aparecen en
la representacién candnica de s y t, respectivamente, y Ay y By los subconjuntos
donde sy t se anulan; entonces (A; N Bj)ogi:n,ogjgm es una coleccion finita
de subconjuntos medibles y disjuntos que podemos reenumerar y denotar por
(Ek),?[:l. Podemos escribir

N N
s = ZakXEk y t= ZkaEw
k=1 k=1

consecuentemente
N

as + bt = Z(aak + bbi) X E,
k=1
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por la proposicién anterior obtenemos que

/(as—l—bt)dm:a/sdm—l—b/tdm.

Ahora, como t — s > 0, entonces

[tdm = [ sdm = [t~ 5yim =0

Esto demuestra (it).
O

Como consecuencia de esta ultima proposicién y el principio de induccién
matematica, se obtiene que para cada funcién simple s = Z?Zl ajXe,; se tiene
que [sdm =377 ) a;mE;.

De manera que la hipétesis E; N E; =0 si i # j en la primera proposicién
no es esencial.

Si s es una funcién simple y F un subconjunto medible, definimos

/sdm ::/stdm
E

Notese que sxg también es una funcién simple, por lo tanto el lado derecho
de la igualdad anterior tiene sentido.

Proposicion 4.0.4. Si s es una funcion simple que se anula fuera de un con-
junto de medida finita E y E=FE,UFEy con Ei,Es; medibles y disjuntos,
entonces

/sdm: sder/ sdm
E Eq Es

Demostracion. Supéngase que s = >_"_, ¢jXr;, ¢j € R y Fj medible para
I1<j<n y E=U]_F;.

Tomemos las restricciones s|g, = Y7 ¢iXmnr, ¥ SlE, = 2 —1 ¢jXEnF; -
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Tenemos que

/sdm = chij = ch(mEl N F; + mEy N Fy)

j=1 j=1

= ZCJ ElﬂF +ch EQQF)

j=1

= /ZCJXE1ﬂFydm+/ZCJXEzﬂFjdm

j=1 j=1

= /ZCJXEl)(Fjdm-F/ZCjXEQXFJ-dm

j=1 j=1

= /S-XEldm+/s~XE2dm
= / sdm—|—/ sdm
Eq Es

Hemos usado que xanB = XAXB-
.

Teorema 4.0.5. Sea f una funcion acotada definida en un subconjunto medible
E con mE < 0. Los siguientes enunciados son equivalentes :

(i) [ es medible,

(i) Para cada ¢ > 0, existen dos funciones simples s y t tales que
s(z) < f(z) <t(x), para todo x € E y

/tdm—/sdm<e.
E E

Demostracion. Sea M la cota de M y supdngase que f es medible. Los sub-
conjuntos

kM k—1)M

Ek:{meE:Zf(m)Z()

n n

}7 _n§k§n7

son medibles, ajenos y E = Up__ Fj. Consecuentemente mE =Y mE.
Las funciones simples definidas por
M n
sn(z)=— Y (k=1Dxg(z) v t 2: kx e, (¢

n
k=—n k=—n

satisfacen las desigualdades s, (z) < f(z) <t,(z), paracadaz € E.

Ademais
/ t,dm — / Spdm
E E

—_— Z mEk

k=—n

M
—mkE.
n
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Dado € > 0, para n suficientemente grande tenemos que

/ tndm—/ Spdm < e.
E E

Esto demuestra que (i) implica (i7).

Reciprocamente, supéngase que (ii) se cumple y para cada n > 1 sean
Sn Y t, funciones simples tales que s,(z) < f(z) <t,(x), y

/tndmf/ sndm<l.
E E n

Las funciones s = sup,, s, y ¢ =inf,t, son medibles por el Teorema 77 y
ademds sp(z) < f(x) <tn(z), paratodox € E.
Sea F={xeX:s(x)<t(xr)} yparacada k>1 sea

Fy, =

—N

1
xEE:s(m)<t(:r)—k}.
Tenemos que

1
F=Ug>1F, vy FkCka:{a:EE:s(x)<t(ac)—k}

1 1
para todo n > 1; pues s,(z) < s(z) < t(z) — z < tp(z) — 7 Dbara todo
n>1.
Por lo tanto se tiene que

1
EXF,C(:E) < tp(x) — sp(x), paratodo z € Fj y todon >1

Integrando se obtiene

1
-mF, < / t,dm — spdm
k Fy, Fy
< /tndm—/ Spdm
E E
1
< , paratodon >1

n
) k

Es decir, mFj < — para todo n > 1, lo cual demuestra que mFy = 0.
n

Consecuentemente mF' = 0 pues F' = Up>1Fj,. Esto implica que s = f =t c.d.
y por lo tanto f es medible.
O

Con las mismas notaciones de la demostracién anterior tenemos que

/sndmgsup{/ sdm : s es simpleysgf}
E E
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/ tndm > fnf{/ tdm : t es simple y t > f} ,para cada n > 1
E E
Entonces

0 inf{/ tdm:tessimpleyt>f}—sup{/ sdm:sessimpleys<f}
E E

IA

IN

M
/ tp,dm —/ spdm = —mE, para cadan > 1.
E E n

Permitiendo que n — oo obtenemos que, si alguna de las condiciones en el
teorema anterior se cumple, entonces

inf{/ tdm:tessimpleyf<t}:sup{/ sdm:sessimpleys<f}.
E E
Esto motiva la siguiente

Definicién 4.0.6. Si f es medible y acotada definida en un subconjunto medible
E con mE < oo, la integral de f sobre E se define como

/ fdm inf {/ tdm : t es simple y f < t}
E E

= sup{/ sdm:sessz’mpleysgf}.
E

Si E = [a,b], a < b, entonces escribiremos f: fdm en lugar de f[a’b] fdm.
Si f es medible, acotada y nula fuera de un subconjunto de medida finita E,
escribiremos simplemente [ fdm en lugar de [, fdm. Con esta conveccién
tenemos que [, fdm = [ f - xgpdm.

La diferencia entre las integrales de Riemann y Lebesgue se aprecia muy
bien en el caso de funciones escalonadas, que también son simples.
Por ejemplo, consideremos la funcién escalonada

e(z) =0 xj0,1) +2-X[1.2) +3-X2,3) + 0 X[3,4) + 2 X[a.5),

cuya representacién canénica como funcién simple es

e(z) =0 Xjo,1)u,4) T2 - X[1,2)U[4,5) + 3 - X[2,3)-

Tenemos que
R—/Be(z)dac:O-(1—0)+2-(2—1)+3~(3—2)+0-(4—3)+2-(5—4):7
y

/Sedm0~((10)+(43))+2~((21)+(54))+3~(32)7
0

En general tenemos el siguiente resultado.
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Proposicién 4.0.7. Sea f una funcidn definida en un intervalo cerrado [a,b).
Si f es Riemann integrable en [a,b], entonces es medible y

R—/abf(x)dx:/abfdm.

Demostracion. Por ser Riemann integrable es acotada y de acuerdo con el
Teorema 1.0.6 para cada € > 0 existen funciones escalonadas f; y fo tales que

fl(x)gf(x)ng(x), xe[a,b] y

<R — /ab fg(x)dx> — <R - /ab fl(x)dm> <e.

Pero cada funcion escalonada es simple y ademas

R/abfj(x)dx/abfjdm, ji=12.

Entonces se cumple la condicién (i¢) en el Teorema 4.0.5 y por lo tanto f es
medible.
Ademsds

(R - /ab f(a:)dx)

b
sup {/ fi(x)dz : f1 es escalonada y fi(z) < f(x), Ve [a,b]}

b
< sup / sdm : s es simple y s(z) < f(x) Vz € [a,b}}
b
< inf {/ tdm : t es simple y t(z) > f(x) Vz € [a, b]}
<

b
inf {/ fa(x)dx : fo es escalonada y fo(z) > f(x), Va € [a,b]}

(R - /ab f(x)dx)

Esto demuestra que R — fab flx)dx = f: fdm.

O

Proposicion 4.0.8. Si f y g son funciones acotadas y medibles definidas en
un subconjunto de medida finita, entonces

(i) [p(af +bg)dm =a [, fdm+b [, gdm.
(i) Si f =g c.d., entonces [ fdm = [, gdm.

(i) Si f < g c.d., entonces [, fdm < [, gdm. Consecuentemente

UE fdm| < fE | fldm.
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(w) Sia< f(x) <A, entonces amE < [, fdm < AmE.

(v) Si Ey y Ey son medibles y disjuntos de medida finita, entonces

/ fdm = fdm + fdm.
FE1UE> E1 E>

Demostracion. Notese que si t es una funcién simple, entonces la funcién at
también es simple y el reciproco vale si a # 0. Entonces para a > 0 tenemos que

/Eafdm

inf{/ atdm : t es Simpleytzf}
E

al’nf{/tdm:tessimpleyth}:a/fdm
E E

Si a < 0 tenemos que

/afdm = inf{/ asdm:sessimpleysgf}
E E
= asup{/sdm:sessimpleysﬁf}:a/fdm
E E

Esto demuestra que fE afdm = a | g fdm, pues esta identidad también se
cumple si a = 0.

Para demostrar (i) bastard demostrar que [, (f+g)dm = [, fdm+ [, gdm.
Si t1 y to son funciones simples que satisfacen t; > f y to > g, entonces t1 + to
es una funcién simple que satisface la desigualdad f + g < t; + to, por lo tanto

/(f+g)dm inf{/tdm:tessimpleyf—i—ggt}
E E

/(tl +t2)dm:/ tldm+/ tgdm.
E E E

Como inf{[,tdm:tessimpley f+g<t} = [, fdm + [, gdm, esto de-

muestra que
/(f+g)dm§/ fdm+/gdm.
E E E

Para demostrar la desigualdad opuesta, obsérvese que si s; y so son funciones
simples que satisfacen s; < f y so < g, entonces s; + s2 es una funcién simple
y satisface que s; + so < f + g. Por lo tanto,

IN

/(f+g)dm = sup{/ sdm:sessimpleysﬁf}
B E

/E(51 + 50)dm

= /slder/ sodm,
E E

\%
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esto demuestra que
[ +gam= [ gan+ [ gam
E E E
de lo cual se sigue (7).

Como f —g =0 c.d., sites una funciéon simple tal que ¢t > f — g, entonces
t > 0 c.d. Por lo tanto fE tdm > 0 y de esto se sigue que

/(fg)dm_l’nf{/tdm:tessimpleyth9}20'
E E

De manera analoga

/(f—g)dm:sup{/ sdm:sessimpleys<f—g} <0.
E E
Esto demuestra (it).

De la misma manera se demuestra que si f < g c.d. entonces

/Efdms/Egdm.
’/Efdm‘ < [ 1flam.

pues —|f| < f < |f] implica que — [ |fldm < [, fdm < [, |fldm, lo cual
(4i17).

De aqui se sigue que

demuestra (ii
Como [, Adm = AmE y [, adm =amFE (iv) se sigue de (iii).
Tenemos que

/ Fxedm + / fXeadm

fdm + fdm,
Eq Es5

donde hemos usado (7).
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Proposicion 4.0.9. Sea f medible y acotada definida en un medible E con
mE < oco.
Si FE = Un21 E,, con E, medible para cadan>1 y E,NE,, =0 sin#m,

entonces
fdm = / fdm.
Jsam=3 [

n>1
Demostracién. Usando el Principio de Induccién Matemética y la parte (v)
de la proposicién anterior se demuestra que

N
/ fdm = Z/ fdm, para cada N > 1.
UN_ En ne1"En

n=1

Ahora, para cada N > 1 sea Fy = Up2 | F,. Tenemos que

pues E = (UﬁzlEN) U Fiy. Obsérvese que como f es acotada, digamos

|f(2z)] < M, entonces [, |f(x)|[dm < MmE < oo y porlotanto [, fdm < oo
por la parte (iv) de la proposicién anterior, as{ mismo fuﬁ’:lEn fdm 'y fFN fdm
son ambas finitas.

Entonces .
/Efdm_r;/];fdm /FNfdm‘S/FN'f'dm'

De acuerdo con la Definicién 4.0.6, para cada € > 0 existe una funcién simple s
tal que 0 < s < |f|y

/ |f|dmff</ sdm < MmFy, paracada N > 1.
FN 2 FN

Como Fyi1 CFy y mF; <mE < oo, de acuerdo con la parte (i) de la
Proposicién 2.3.16 tenemos que limy mEx = m (Ny>1Fy) = md = 0.

€
Tomando N suficientemente grande obtenemos que MmFy < 3 y por lo tanto

|/Efdm§;l/}3fdm

Esto demuestra la Proposicion.

2 2

S/ |f\dm<£+£ze.
Fn

Si f es medible, acotada y f > 0 definida en R, entonces la funcién
g 2 M — [0,00] definida por pMyE := [, fdm, para E € M, donde M
es la o—algebra de los subconjuntos Lebesgue-medibles, es una medida. Pues
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obviamente pufE > 0, para cada E € M, pusd) =0y si E = Uy,>1E, con
E, e My E,NE, =0 para n # m, entonces por la Proposicién anterior
tenemos que

ufE:/ fdm:Z/ fdmzZufEn.
Un>1En Ep

n>1 n>1

Demostraremos ahora nuestro primer teorema de convergencia, es decir,
nuestro primer resultado que indica condiciones suficientes para intercambiar
un limite con una integral.

Proposicién 4.0.10. (Teorema de Convergencia Acotada).

Si (fn),>1 €s una sucesion de funciones medibles sobre un subconjunto medible
E con mE < oo que estd uniformemente acotada por una constante real M, es
decir, |fn(z)] <M para todo n>1 ytodo x € E, vy ademds se tiene
lim,, f,(z) = f(z) entonces

/fdm:h'm/ fndm.
E " JE

Demostracion. Por el Lema, dadose >0 y 6 = ﬁ existen un subconjunto
ACFE con mA< ﬁ y un natural N tal que para n > N ytodo z € E\A
tenemos que |f(x) — fu(x)| < -

2mE’
Entonces

/Efdm—/Efndm’ < [ 17 fulam

/E\A = faldm+ [ 1= fulam

€

+

€ €
—+-=e
2 2

4.1. La integral de funciones no negativas.

En la seccién anterior hemos definido la integral de Lebesgue para la clase
de funciones que son medibles, acotadas y estan definidas sobre un subconjunto
medible de medida finita. En esta seccién extenderemos esta definicién al caso
de funciones medibles no negativas definidas sobre un subconjunto medible,
eliminando la restriccién de que las funciones sean acotadas y los subconjuntos
(dominios) sean de medida finita. En la préxima seccién, también eliminaremos
la restriccién sobre el signo de las funciones.
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Proposicion 4.1.1. Sean f,g funciones medibles no negativas, entonces
(i) [plaf+bg)dm =a [, fdm+b [, gdm, a,b>0.
(i) Si f <g cd., entonces [ fdm < [, gdm.

Demostracion. Para a > 0 tenemos por la Proposicién 4.0.8 que

/ afdm = sup {/ ahdm : h es medible, acotada, h < fy m{x: h(z) #0} < oo}
E E

asup {/ hdm : h es medible, acotada, h < f y m{z : h(z) # 0} < oo}
B

a/Efdm.

Demostremos que [, (f+g)dm = [, fdm+ [, gdm.Sih < f,g k<g y hk
son medibles, acotadas y se anulan fuera de conjuntos de medida finita, entonces
por la Proposicién 4.0.8 tenemos que

/Ehdm—i—/Ek:dm:/E(h—&-k)dmg/E(f—i—g)dm.

Entonces tomando supremo obtenemos que

[ gam+ [ gim < [ (74 gyim.

Ahora, si £ es una funcién medible, acotada y nula fuera de un subconjunto de
medida finita tal que £ < f+g.

Entonces para h(z) = min(f(x),0(x)) vy k(x) = £(z) — h(x), tenemos que
h(z) < f(z) y

k(z) = l(x) — h(z) = { U(x) = flx) si f(x) <L(x)

0 si l(z) < f(z),

por lo tanto k(z) < g(x). Ademds h 'y k estdn acotadas por la cota de £y se
anulan donde se anula /.

Entonces
/6dmz/hdm+/kdm§/fdm+/gdm,
E E E E E

de manera que
/fdm+/gdm2/(f+g)dm.
E E E

Esto termina la demostracién de (i).

Como { [, hdm : h es medible, acotada, h < f y m{z : h(z) # 0} < 00} C
C {fE kdm : k es medible, acotada, k < gy m{xz: k(z) #0} < oo} ,
entonces [ fdm < [, gdm, lo cual demuestra (ii).
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Teorema 4.1.2. (Lema de Fatou).
Sea (fn), >, una sucesion de funciones medibles no negativas tales que
lim,, f,(z) = f(x) c.d. en un subconjunto medible E. Entonces

/Efdmsnimn/Efn.

Demostracion. Sea Ey C E tal que lim, f,(z) = f(z), Vz € E\ Ej.
Entonces mEy = 0.

Sea h una funcién medible, acotada, h < f y E' C E\Ep talque mE' =0
v h es nula fuera de E’. Definase

hn () = min(h(z), fa(2)),

entonces h,, estd acotada por la cota de h y se anula fuera de E’. Ahora, como
hn(z) = h(z) si h(x) < fo(x), o bien, hp(z) = fulx) st fulz) < h(zx),
tenemos que h,(z) —, h(z) para cada z € E'.

Entonces podemos aplicar el Teorema de Convergencia Acotada para obtener
que

/hdm = / hdm = hdm
E E\E() E’

= lim h,Ldmgmn/ fndm,
n JE E

pues h, < f, para cada n > 1.
Tomando supremo sobre h obtenemos que

/fdméh;mn/ fndm.
E E

El Lema de Fatou es un resultado que supone muy pocas hipétesis sobre
la sucesién  (fr),~;, pPero no permite intercambiar el limite con la integral,

O

afirma sélo que [, fdm < lim,, [, fndm.

Los dos teoremas de convergencia mas fuertes se demuestran usando el Lema
de Fatou.
La hipétesis de no negatividad de las funciones f,, en el Lema de Fatou es
esencial; pues si en £ = R consideramos la sucesién (f,),~, donde
fn = —n2X(071/n), entonces tenemos que f(x) = lim,, f,(x) = 0 paracadaz € R,
pero [ —n®X(0,1/m)dm = —n, entonces lim, [, frdm =—co < 0= [ fdm.
Por otra parte, la desigualdad en el Lema de Fatou puede ser estricta. Por
ejemplo para la sucesiéon de funciones medibles no negativas (f,),~,; donde
Jn(Z) = Xin,nt1) (), tenemos que f(z) = lim,, f,(z) = 0 para cada = € R pero
fR fndm =1 para todo n > 1, entonces

/fdm:O<1:h'm/fndm.
R nJR
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Teorema 4.1.3. (de Convergencia Mondtona)
Sea  (fn),>, una sucesion mondtona creciente de funciones medibles no neg-
ativas sobre un subconjunto medible E, y sea f = lim, f,. Entonces

/fdm:h'm/ fndm.
E n JE

Demostracion. Por el Lema de Fatou tenemos inmediatamente que

/fdmgh'm/ fndm.
E " JE

Pero f, < f para cada n > 1, consecuentemente [, fndm < [, fdm para cada
n > 1, De aqui se obtiene que

mn/fndmg/fdm.
E E

Se sigue inmediatamente de esto que lim,, [ g [ndm existe y

/fdm:h'm/ fndm,
E n JE

mn/ fndm Sﬁn/ fndm
E E

pues

O

Corolario 4.1.4. Sea (U,),~,; una sucesion de funciones medibles, no neg-
ativas sobre un medible E y sea f = Zn21 Up,.

Entonces
fdm = / U,dm.
/E Z E

n>1

Demostracion. Bastara tomar la sucesion de sumas parciales f, = ZZ=1 Uk,
n > 1 que es una sucesion creciente de funciones medibles y no negativas.
Aplicando el Teorema anterior se obtiene que

/fdm = lim/ fndmzlimZ/dem
E " JE "o VE
= Z/Undm O
E

k>1

Nétese que en todos los resultados anteriores puede ocurrir que [ g fdm = oo.
También obsérvese que hasta ahora no hemos usado el nombre Lebesgue inte-
grable para designar a una funcién cuya integral de Lebesgue existe, pues de
acuerdo con el Teorema 4.0.5 esta ultima condicién se cumple para toda fun-
cién medible. Este nombre lo aplicaremos sélo a aquellas funciones medibles que
tienen integral de Lebesgue finita.
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Definicién 4.1.5. Una funcion medible no negativa se llama Lebesgue inte-
grable sobre un subconjunto medible E si

/Efdm<oo.

Si una funcién medible no negativa g estd dominada por una funcién in-
tegrable f sobre un subconjunto medible E, es decir, g(z) < f(z) para cada
x € F; entonces por la linealidad

| tdm = [ (¢ =gam-+ [ gam.

Como el lado izquierdo es finito, los dos términos del lado derecho son finitos y
por lo tanto g también es integrable.

Corolario 4.1.6. (Continuidad absoluta).
Sea f una funcion no negativa e integrable sobre un medible E. Entonces para
ACE,

/ fdm — 0 cuando mA — 0.
A

Demostracion. Sea

_ | @) st flz)<n
f”(x>_{ n st f(x) >n,

para cada n > 1.

La sucesioén (fy,),,~; es monétona creciente de funciones medibles no negativas,
entonces por Teorema de Convergencia Moné6tona se tiene que lim,, || g fndm =

[ fdm.

Entonces para cada € > 0, existe N > 1 tal que
/(fffn)dm<§ paran > N.
E

€
Entonces si A C E es un subconjunto medible con mA < N tenemos que

/Afdm = /A(f*fN)der/Adem</A(fffN)deerA

€
< -+

5 =€ O

N
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Ejercicios.

1. Demuestre que cada funcién medible no negativa, definida sobre un sub-
conjunto medible F, es limite de una sucesion creciente de funciones sim-
ples no negativas.

1 k
< < —
< 1@< 50}
k = 1727 .. .’22"7 y En,O = E \nuiilEn»k = {x c E : f(x) 2 2”} .
Cada E,, j es medible y £ = UiiOEn,k. Defina,

Sugerencia: Para cadan > 1sean FE,j = {a: eEFE:

22"
k—1
sn(r) = 2"XE, , + E S X B> PATA cada n > 1.
k=1

2. Demuestre que si f es medible y no negativa sobre un medible E, entonces

/fdm:sup{/ sdm:sessimpleys<f}.
E E

Sugerencia. Use el ejercicio 1 y el Teorema de Convergencia Mondtona.

3. Si (fn),>; es una sucesién de funciones medibles no negativas, demuestre
que

(a) [plm, fndm < lim, [, fndm, esta es una generalizacién del
Lema de Fatou.
Sugerencia: Defina g, = infy>, fi. (gn)n21 es una sucesion cre-
ciente de funciones medibles no negativas y lim,, g, = lim, f,. Use
que g, < f, para cada n y aplique el Teorema de Convergencia
Monétona.

(b) fE lfm,, f,dm > lim,, fE fndm.

4. (a) Suponga que f es una funcién medible y no negativa y defina
prll = fE fdm para cada E € M, donde M es la sigma &lgebra
de los subconjuntos Lebesgue medibles. Demuestre que pf es una
medida sobre M y que para cada funcién medible y no negativa g se

tiene que
/gduf = /gfdm-

Sugerencia: La identidad es obviamente cierta si ¢ = xg, E € M.
Consecuentemente también vale para cada funcién simple no negati-
va. El caso general se demuestra usando el Teorema de Convergencia
Monétona.

(b) Si ademads f es integrable, demuestre que p ¢ es absolutamente con-
tinua respecto de m, es decir, si mE = 0 entonces usE = 0.
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4.2. La integral de funciones complejas

En esta seccién extenderemos el concepto de integral de Lebesgue al caso de
funciones medibles con valores complejos.

Si f: E — R es una funcién medible y @ C R es un subconjunto abierto,
entonces O = Up>11, con I,, un intervalo abierto para cada n > 1. Por lo tanto
F7H0) = Up>1f71(I,) es un subconjunto medible, pues f~!(,,) es medible
para n > 1.

Reciprocamente, si f~1(0) es medible para cada subconjunto abierto O C R,
entonces f es medible. Esta caracterizacién de la medibilidad motiva la siguiente
definicién.

Definicién 4.2.1. Una funcién con valores complejos f : E — C es medible si
E es medible y f~1(0) ={z € E: f(x) € O} es medible para cada subconjunto
abierto O C C.

Lema 4.2.2. Si g : C — F, donde F es C ¢ R, es una funcion continua y
f:+ E — C es medible, entonces h = gof es medible.

Demostracion. Si O C F es un subconjunto abierto, entonces por la con-
tinuidad de g tenemos que g~1(O) es abierto en C. Como f es medible obten-
emos que

h=H0) = 71 (g71(0))

es medible.
.

Proposicion 4.2.3. Si f = u+iv es una funcion con valores complejos definida
en un subconjunto medible E C R, entonces

(a) f es medible si y sdlo siu y v son funciones reales medibles.

(b) |f| es una funcidn medible.

Demostracién. Las funciones g1(z) = Rez 'y g2(z) = Imz son continuas
de C en R. Tenemos que u = gi1of y v = goof, entonces aplicando el Lema
4.2.2 obtenemos que u y v son medibles.

Reciprocamente, si u y v son funciones reales medibles y R es un rectangulo
abierto, es decir, R = Iy x Iy con I, I> intervalos abiertos en R, entonces
F~YR) = w=(I1) Nv™Y(I2) es medible. Ahora, cada abierto O C C se puede
escribir como unién a lo mas numerable de rectangulos abiertos (Ry),~;, €s
decir, O = Up>1R,,. Por lo tanto

FHO) = Ups1f7HR)

es medible. Esto demuestra (a).
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Finalmente, tenemos que g(z) = |z| es una funcién continua de C en R y
|f| = gof, entonces | f| es medible por el Lema anterior.
O

La parte positiva de una funcién real u es la funcién u*™ = u Vv 0, es decir,
u™ (z) = max{u(z),0}.
De manera similar la parte negativa de u es la funcién 4~ = (—u) V0. La funcién
u es medible si y sélo si ut y u~ son medibles. Tenemos que
u=u" — u -,

lu| =ut +u".

Definicién 4.2.4. Si f = u+ v, con u y v funciones reales medibles sobre un
subconjunto medible E, entonces decimos que f es integrable sobre E si cada
una de las funciones ut,u”,vT y v~ son integrables sobre E y su integral
de Lebesgue estd dada por,

/fdm:/u+dm—/u‘dm—i—z’/?ﬁdm—i/v_dm.
E E E E E

Como las funciones ut,u~,v"™ y v~ son medibles no negativas, sus
integrales de Lebesgue tienen sentido.

En particular una funcién real u es Lebesgue integrable sobre un medible £
siu™ y wu” son ambas integrables sobre E y en este caso

/udm:/ u+dm—/u_dm.
E E E

Proposicion 4.2.5. Sean f y g funciones complejas integrables sobre E, en-
tonces

(i) La funcion cf es integrable sobre E y

/chdm:c/Efdm.

(i) La funcion f + g también es integrable sobre E vy

¢+ ayim= [ fim= [ gim.

(iii) Si A y B son medibles y disjuntos contenidos en E, entonces

[ ton e o
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Demostracion. Si f =u+iv, f esintegrable sobre E siy sélo si u y v son
integrables sobre F como funciones reales y

/Efdm:/Euderi/Evdm. (1)

+ [ eut st >0
(cu)™ = —cu” si e¢<0
K

Tenemos que

entonces por la Proposicién 4.2.3 (cu)™ es integrable sobre E. De manera similar
se demuestra que (cu)” es integrable sobre E. Entonces tenemos que cu es

integrable y
/cudm = /(cu)+dm—/(cu)_dm
E E E

= c/ u+dm—c/ u-dm
E E
c/ udm,
E

(cu)™ = cu= st ¢>0
Tl —cut si <0,

pues

De manera anédloga se demuestra que cv es integrable sobre E y

/ cvdmzc/ vdm.
E E

Esto demuestra (i) en el caso cuando a y b son reales. El caso general se sigue
de esto usando la identidad (1).

Si uy y ug son funciones no negativas e integrables sobre E tales que
U = up —ug, entonces uy—+us =u_—+u; y por laProposicién 4.2.3 obtenemos

que
/u+dm+/ ugdmz/u_dm+/u1dm.
E E E E

Como estas integrales son finitas tenemos que

/udm:/qudm—/u,dm:/uldm—/qum.
E E E E E

Si f=wu4iv y ¢g=p+iqson integrables entonces u,p,v y ¢ son integrables
y por ejemplo u +p = (u™ +pT) — (u™ + p~) entonces

/E(u+p)dm /E(u++p+)dm—/E(u7+p7)dm

= /u+dm—|—/p+dm—/u7dm—/p7dm
E E E E

= /uder/pdm.
E E
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De manera andloga se demuestra que

/(v—i—q)dm:/vdm—i—/qdm.
E B E

Finalmente tenemos que

Jua?

Esto demuestra (ii).

/fXAqum

/ Fxadm + / fxpdm
- /A fdm + /B fdm,

lo cual demuestra ().
O

Proposicion 4.2.6. Si f es una funcion compleja integrable sobre un subcon-

Jjunto medible E, entonces
‘/ fdm' §/ | f|dm.
E E

Demostracion. Sea z = [, fdm y o € C con |a| =
Supéngase que af = u + iv, entonces tenemos que u <

cuentemente
/fdm’ a/ fdm:/afdm
E E E

= /udmg/ | f|dm,
E E

donde se ha usado que [ afdm es un nimero real.

1 tal que az = |z|.
af] = |f] y conse-

Teorema 4.2.7. (Convergencia Dominada)

Sean g una funcion no negativa integrable sobre E y (fpn),~; una sucesion de
funciones complejas medibles tales que |fn| < g sobre E para cadan>1 y
f(z) =lim, f,(x) c.d. en E. Entonces

/fdmzlim/ fndm
E " JE

h’m/ |fn— fldm = 0.
" JE
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Demostracion. f es medible y |f,| < g, entonces |f, — f| < 2g.
Aplicando el Lema de Fatou a la sucesion de funciones medibles y no negativas
(29 = |fn — f1)>1 obtenemos que

[ 20m < v, [ @016, = fyam = [ 2g0m+1m, (= [ 15, - flam)
_ /zgdm_mn/ o — fldm
E E

Como g es integrable obtenemos que
T, [ 1fu = fldm <0 <lim, [ |f. ~ fldm,
E E

pues la sucesion de reales ( / plfn—f |alm)n>1 es no negativa. Entonces pode-
mos concluir que

h'm/ |frn = fldm = 0.
" JE

Por la Proposicion 4.2.5 obtenemos que

fon [

lo cual implica que
h’m/ fndm:/ fdm.
" JE E

/| (fn—f)dm’ < [ 152 = sidm,

Ejercicio
1.- Demuestre que si f medible, f >0y [ f(z)dz =0, entonces f =0 c.d.
2.- Demuestre el siguiente Teorema de Lebesgue. Una funcién f : [a,b] —
R es Riemann integrable si y s6lo si f es continua c.d. en [a,b], es decir,

si el conjunto de discontinuidades de f en [a, b] tiene medida de Lebesgue
cero.
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Capitulo 5
Apéndice

En este apéndice incluimos algunos resultados importantes sobre puntos
limite y limites superior e inferior de una sucesién en R¥. Dejamos la de-
mostraciéon de algunos de estos resultados como ejercicio para el lector.

Dada una sucesion (s,)nen de nidmeros reales se tiene que

s=1lims, < Ve>0 3IN.eN talque |s—s,|<e Vn>N..

Debilitando un poco esta condicién se obtiene la nocién de punto limite: £
es un punto limite de (s, )nen si Ve > 0 existen una infinidad de términos de
la sucesién (sy,)n>1 que distan de ¢ menos que € > 0. De manera mds precisa
tenemos.

Definicién 5.0.8. ¢ es punto limite de (s, )n>1 st y solo si dadose >0y N >1
existe n = ne > N tal que |s, — f] < e.

Una forma equivalente de expresar este concepto estd contenida en la sigu-
iente.

Proposicién 5.0.9. ¢ es punto limite de una sucesidn de nimeros reales ($p)n>1
sty sdlo si existe una subsucesion (s, )k>1 de (Sp)n>1 tal que £ = limy, s, .

1
Demostracion. Sea ¢ un punto limite de (sp)n>1 ¥ témense € = E,N = k.

1
Entonces para cada k existe ny > k tal que |s,, —¥| < e por lo tanto la

subsucesién (s, )x>1 converge a £.

Reciprocamente, si £ = limy s,,, (Sn,)n>1 subsucesién de (sp)n>1. En-
tonces para cada € > 0 3Jk. > 1 tal que |s,, — ¢| < ¢, si ny > k.. Entonces
dados € > 0y N > 1 sea ne > max(ke, N). Tenemos que |s,, —¥| < e. O

Si (8n)n>1 €s una sucesion de reales extendidos £ es un punto limite si £ € R
y se cumple la condicién de la definicién, o bien ¢ = *oo y existe (S, )k>1
subsucesién de (s,)n>1 tal que s, — L.
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Si ¢ = lim,, s,, entonces £ es punto limite de (s, ),>1. El reciproco no es cierto,
por ejemplo s, = 14 (—1)™ no es convergente pero si tiene puntos limites.

Definicién 5.0.10. Si (sp)n>1 €s una sucesion de reales extendidos definimos
su limite superior y su limite inferior como,

(i) lim,s, = inf, supy,, Sk
(i) lm, s, = sup, nfx>, sk
respectivamente.

Recuerde que “Todo subconjunto de reales extendidos tiene supremo e infimo
si es no vacio.”

Considérese la sucesién 5, = supys,, Sk = sup{sn, Snt1,.-. }. Como 5,771 =
Sup{sn, Snt1,--- }, entonces 3,71 < 5,,; es decir, la sucesién (3,),>1 €s no-
creciente en R¥. Entonces existe

lims, = inf{57,53,...,} = lims,.
n n
De manera analoga, si s, = infy>, s, = If{sy, Spy1, Snt2, ... }, la sucesién
(8n)n>1 €s monétona no-decreciente en R*, y por lo tanto

lims,, =sups, =lm,s,.
n - n -

Proposicién 5.0.11. (a) Sea L € R, L = lim,s, siy sélo si
(a.i) Para cada € > 0 existe n tal que s < L + € para todo k > n;
(a.i) Dados € >0 yn > 1, existe K > n tal que spr > £+ €.

(b) Sea t € R, (= limy,s, siy solo si
(b.1) Dado € > 0 existe n tal que sy > € — € para todo k > n;
(b.ii) Dados e >0 yn > 1, existe k' > n tal que spr < { — €.

La condicién (b) en la Proposicién anterior es dual de la condicién (a).

Teorema 5.0.12. Sea (s,)n>1 una sucesion en R y
L={LER: L espunto limite de (5p)n>1}
o bien,
L = {l cR*: existe una subsucesion (s,, )x>1 de ($p)n>1tal que s,, — £}.

FEntonces
lim, s, = inf £, lim,s, =sup L

y lim,s,, lim,s, € L.
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Observe que la sucesién (s,)n>1 es convergente si y sélo si £ tiene sélo un
punto.

Corolario 5.0.13. Una sucesion (s,)n>1 en R¥ es convergente si y sdlo si

lims,, = lims,,.
n n

Ejercicio. Sea S C R acotado. Demuestre que
(i)
inf{as:s e S} =aif{s:s€ S}sia>0,
(i)
inf{as:s € S} =asup{s:s€ S}tsia<0,
(iii)
sup{as:s€ S} =ainf{s:s€ S}sia<0,
(iv)
sup{as:s € S} =asup{s:s€ S}sia>0,
(v) Si0 ¢S,
sup{s™!:s€ S} = (inf{s:s€ S},
(vi) Si0¢ S,
inf{s™':s5€S}=(sup{s:se€ S} 1

Proposicién 5.0.14. Supdongase lim,s, y lim,s, € R, entonces

(1) lim, (—s,) = —lim, s,
(ii) lim, s, <lim,s,
(iii) o
lim,, s, + lim, ¢, < lim, (s, + t,) < lims,, + lim,,t,,
n

< lim(s,, +t,) < lims,, + limt,,.
n n

n
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