Capitulo 1

Calculo en varias variables

1.1 Limites de funciones de varias variables

El manejo de limites para funciones de varias variables es a la vez muy
importante, y dificil. Es importante para el material que presentaremos,
pues todo se desarrollara alrededor del concepto de diferenciabilidad, y en
dicho concepto jugara un papel importante el limite de una magnitud que
depende de varias variables (el residuo).

Es dificil, porque hay una gran diferencia entre los limites de funciones
de una variable (ya de por siun concepto sutil) y los de varias variables.
Para verificar la existencia 6 no de limites de funciones de una variable,
s6lo necesitamos analizar dos posibilidades : a qué (limite) tiende la funcién
por la izquierda y por la derecha del punto en cuestién. En cambio, para
estudiar un limite de una funcién de dos variables 6 mas, en principio estan
involucradas infinitas maneras de acercarse al punto en cuestion : todas las
posibles trayectorias que nos llevan a él.

FEjemplo 1.1-1. Sea f(x,y) = y/x. Con domino

{(z,y) e R* | y #0}.

Estudiemos el limite (si existe) cuando (z,y) — (0,0). Una forma de ac-
ercarse al origen es a través de una recta de pendiente m que pasa por el
origen: y = mx, y hacemos x — 0. Lo que ocurre es que

1 1

lim f(x,mz) = im — = lim — = —,
z—0 z—0 mx z—01Mm m

1
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de manera que el valor de limite depende de m, la pendiente de la recta. Si

nos acercamos al origen por la pardbola y = x2, nos queda
: . .1
lim f(z,2%) = lim — = lim —,
x—0 x—0 {L‘2 x—0

el cual, como sabemos, no existe. Consideremos por tultimo la trayectoria
x = 12, tenemos que

. ) oyt

lim f(y",y) = lim ; =limy =0.
. Cual es la conclusion de todo esto? Por supuesto, el limite no existe. Cuando
nos acercamos al origen por diferentes trayectorias, obtenemos diferentes
limites e incluso el limite puede no existir a lo largo de ciertas trayecto-
rias. El que el limite exista equivale a que se obtiene un mismo valor al
aproximarse por cualquier trayectoria.

FEjemplo 1.1-2. Sea

_ sin(z) sin(y)

Queremos ver si lim,, ). (0,0) f(,y) existe.

Hagamos algunas obervaciones sobre el domiminio D de f. Primeramente
la funcién no estd definida en (0,0) y para analizar el limite es necesario
estudiar valores de f(z,y) en puntos (z,y) arbitrariamente cercanos a (0,0)
sin ser (0,0). Técnicamente (0, 0) debe ser punto de acumulacién del dominio
D, vgr. para cualquier § > 0 debe suceder que B’(0,0;6) N D # () donde la
bola con centro en (0,0) y radio § se define como

B5(0,0) = {(z,y) | V> +y* <6}

y la notacién Bj(0, 0) significa que se excluye el centro. Tomemos por ejemplo
D = B/(0,0). Es claro entonces que (0,0) es punto se acumulacién de D.

La siguiente es una tabla de valores (z,y) tomados al azar y los corre-
spondientes valores de f(z,y)
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x y vai+y? | f(x,y)
0.624545 | 0.929048 | 1.11946 |0.807257
0.538409 | 0.61957 | 0.820823 | 0.892609
0.0235492 | 0.772784 | 0.773143 |0.903314
0.387152 | 0.800026 | 0.888779 | 0.874456
0.0740555 | 0.369479 | 0.376827 | 0.976509
0.381591 | 0.544371 | 0.664794 |0.928417
0.167903 | 0.287027 | 0.332529 | 0.981698
0.180206 | 0.815687 | 0.835356 | 0.887916
0.712596 | 0.927343 | 1.16951 |0.791529
0.459414 | 0.866261 | 0.980545 | 0.848927
0.695937 | 0.998536 | 1.21713 |0.775578
0.380652 | 0.53238 | 0.654465 |0.930569
0.0713921 | 0.0694885 | 0.0996267 | 0.998347
0.842243 | 0.91281 | 1.24201 |0.767895
0.047843 | 0.296704 | 0.300537 | 0.985016

Si seleccionamos los valores de f(z,y) con (z,y) lo méas cercano a (0,0), es
decir con norma mas pequena, tenemos

x y Vi +y? | f(a,y)
0.0740555 | 0.369479 | 0.376827 | 0.976509
0.167903 | 0.287027 | 0.332529 | 0.981698
0.0713921 | 0.0694885 | 0.0996267 | 0.998347
0.047843 | 0.296704 | 0.300537 | 0.985016

Comprobamos que los valores de f(z,y) parecen tender a 1

Definicién 1. Sea f: D C R" — R™, definida en una bola con centro en
p, D = B.(p). Decimos que limy_,,, f(x) = L si y sdlo si para todo nimero

positivo € existe o > 0 tal que si
xeD y 0<]|x—p|l<6

entonces

1F(x) = L[| <e.

Observacion: la primera norma involucrada es la de R" y la segunda la
de R™. Como referencia futura, si x = (z;, za,...,2,) € RP escribimos

Ix|| = (23 + 25+ - +2)!/P
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la cual se llamara en lo sucesivo la norma euclideana en RP. La mayoria de
las veces, si no hay lugar a confusién, utilizaremos simplemente ||x|| para la
norma del vector x.

Para probar que un limite existe, debe establecerse que la funcion se
aproxima al candidato a limite, independientemente de la trayectoria que se
siga. En la practica, esto se hace estableciendo las desigualdades e impli-
caciones de la definicién, sin suponer ninguna trayectoria en particular (ver
ejemplos 2 y 3). Para demostrar que un limite no existe, basta con mostrar
dos trayectorias concretas tales que la funcion tiende a diferentes valores a
través de ellas, o bien que por una trayectoria concreta el limite (de una
variable) no existe (ver ejemplos 1 y 4). Con més precisién:

Proposicién 1. Sea f: D C R" — R™, definida en una bola con centro en
p, D = B.(p). Si v, 72 son dos curvas continuas que pasan por p y Si

lim  f(x)# lm f(x),

XEYL,X—P XEY2,X—P
entonces limy_p f(X) no existe

Naturalmente la notacion x € v, x — p significa que debe parametrizarse
la curva 7y, digamos por s de forma tal que que limy .o, y(s) = p, y as
limyey x—p f(x) = lims_o+ f(7(s)), tal como lo hicimos en los ejemplos 1y
2.

Ejemplo 1.1-3.  Sea f(x,y) = x* 4+ y*. Probemos que lim, ,)_(qp) f(2,y) =
a? 4+ b?. Comenzamos por estimar

|2® +y* — a® = 0| < [o® — a®| + |y* = 0| = |o +allw —a| + [y + blly — O]

y notamos que |z + al, |y + b| se pueden acotar superiormente si (z,y) estd
suficientemente cercano a (a, b) en tanto que |z — al, |y — b| se pueden hacer
arbitrariamente pequenos si (z,y) es suficientemente cercano a (a,b). Pre-
cisemos: Tomemos (x,y) € Bi(a,b) con ello

lz —a| <V/(z—a)?+(y—0)2 <1, dedonde |z| < |a| + 1, luego

|z + a| < |z| + |a|] < 2|af + 1.

similarmente |y 4+ b| < 2|b] + 1 y hemos conseguido acotar |x + a| y |y + b].
Por otro lado si (z,y) € Bs(a,b) entonces

@ —al,ly —bl < V(z—a) +(y—0)*<§
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juntando lo anterior tenemos que
|z + al|lz — a| + [y + blly — b] < (2]a] +1)6 + (2|b| + 1)0 = 2(|a| + [b] + 1)d

que podemos hacer menor que € si tomamos

€
CEED)

5<2

Concluimos que lim, ,)—ap) f(z,y) = a® + b*. Observe que el limite se
obtiene sustituyendo (a,b) en f(z,y). Cuando

lim x,y) = fla,b
(w)ﬁ(a?b)f( y) = f(a,b)

se dice que la funcién f es continua en (a,b).

Ejemplo 1.1-4. Sea
2

__ Ty
f(x’y)_aﬁ—i—y?

podemos considerar que el dominio es alguna bola B,(0,0) (por ejemplo si
r = oo el dominio es todo el plano menos el origen). Se observa que el
numerador es un polinomio homogéneo de grado 3 en tanto que el denomin-
dor es homogéneo de grado 2, asi que cuando (z,y) — (0,0) en numerador
tiende a cero mas rapido que en denominador. Proponemos entonces que

hm(r,y)—»(a,b) f(:lj‘, y) = 0.
En efecto, ya que 2% + y? > 2% entonces

%y
x? + y?

z|?|y
< BB oy < (VR AR =

y ahora podemos hacer 22 4+ 4% < e si /22 +y2 < /2 =4

Ejemplo 1.1-5.  Se pide analizar si existe lim g y)—(0,0) f(2,¥).

2

__ty
f<x’y)_x2+y6'

Observe que el denominador ya no es homogéneo pero se puede usar la misma
estimacion que antes

%y |z [ly]
| | <

gl < T = el
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Ejemplo 1.1-6.

Ejemplo 1.1-7. Se pide analizar si existe lim, y)—(0,0) f(Z,¥).

Yy
x,y) = .
flay) = — vy
Ninguna de las estimaciones z? +y* > 22, y? funciona pues se obtiene respec-
tivamente
o | _lal W
IS < e
?+y* 7yl |zl
Si nos acercamos al origen por rectas y = ma

2
mx m
T, mx) = =
J(,ma) 2?2 +m?z? 14 m?

asique no obtenemos un mismo limite. Por (?77) el limite no existe.
Ejemplo 1.1-8.  Se pide analizar si existe lim(, y .)—(0,00) f(Z,¥, 2) para

xy’z

f(%yaz):m-

Tratemos que “cancelar” la y? den numerador

2 2
xy’z |z|ly[*|=
e 7 = |7llz]
Yyt 4z [y
de donde se ve que lim, y .)—(0,0,0) (2,9, 2) = 0.
Ejemplo 1.1-9. Analizar la existencia de
lim ——.
h—0 ||h]|
El limite no existe porque si hacemos tender a h = (hy, ho, ..., h,) por los,

por ejemplo h = (hy,0,...,0) tenemos

’ hy
im — = lim —
e TR b )

que no existe.
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En muchas ocasiones estaremos interesados en calcular limites de fun-
ciones que no estan definidas en el punto donde se calcula el limite. Un
ejemplo tipico es el de la derivada

a+h)— f(a
i H 1) = 1)

h—0

Aqui la funcién de interés es el cociente incremental (fijos f y a)

fla+h) = f(a)
h

que no esta definido para h = 0. Es necesario “simplificar” el factor h en el
denominador.

Para limites de combinaciones de funciones, se cumple un teorema similar
al de una variable,

Teorema 1. Sean f, g funciones en B,(p) C R" — R. Silimy_,, f(x) =L
y limy ., g(x) = M, entonces los limites siguiente ezisten y son iguales a los
valores indicados

(i) limyp [() & 9(x)] = L £ M,
(i6) limo_p [/ (x)g(x)] = LM, y

(iii) limy_., [M} =L si M#0.

g(x)

Observacion Es importante senalar que el teorema anterior afirma dos cosas,
que los limites de las combinaciones existen y por otro lado sus valores.

1.2 Ejercicios

En todos los casos que siguen determinar si el limite existe 6 no y argumentar
por qué.

1. lim  z" + 9™, con m,n enteros positivos fijos.
(z,y)—(zo,y0)

2. lim  xsin(z? +y?).
(2,y)=(z0,90)
2,2

(@.9)—(wo,90) (22 + y2)
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2,,24a
X
4. lim y

————— con a > 0 fijo.
(@)~ (zow0) (22 + y?)? )

by lim ﬂ
" (@y)—(z0,50) (332 + y2)1/2'
6. lim w
(x,y)—(z0,Y0) |I| + |y|
Tl f(y2) 7y
. im Ty, 2) = .
=tz (22 + 32 + 22)3/2

1.3 Derivada direccional, parcial y gradiente

Las derivadas parciales para una funcién de varias variables, se definen como
la deriva usual respecto de alguna de las variables, manteniendo constante el
resto. Se podria pensar ingenuamente que este concepto generaliza la idea
de derivada como aproximacion lineal para funciones de una variable, pero
vermos mas adelante que para funciones de varias variables, es necesaria una
definicién mas fuerte con el fin de mantenar la idea geométrica de aproxi-
macion lineal o de plano tangente. Comencemos por plantearnos la siguiente
pregunta:

. Cémo estudiar el comportamiento (continuidad, tasa de cambio, etc.)
de una funcién de dos variables z = f(z,y) en un entorno de un punto (a, b)
de su dominio?
Existen al menos dos formas:

1. Analizando la funcién de una variable que se obtiene restringiendo la
funcién a una recta que pase por el punto (a,b) y direccién arbitraria.

2. Por medio de sus curas de nivel f(x,y) = constante en un entorno del
punto (a,b)

Siguiendo este tren de ideas, vamos a discutir con méas detalle cada una.

1.3.1 La derivada direccional

Consideremos una funcién real de dos variables definida por z = f(z,vy).
Supongamos que la funcién estd definida en un disco f: B.(a,b) — R. La
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1-

0.75¢

Figure 1.1: Graficos de algunas funciones fg

recta que pasa por el punto (a,b) y tiene direcciéon u = (a,3) tiene por
ecuacion paramétrica

(z,y) = (a,0) + t(e, B)

Naturalmente, cuando nos referimos a una direcciéon suponemos que u es un
vector unitario, i.e., a? + 3% = 1.
La restriccion a dicha recta es la funcién de una variable

fa(t) = fla+ta,b+10)

y estd definida para ¢ suficientemente pequena (para |t| < r).

Ejemplo 1.3-10. Sea f(x,y) = z* + 2y* quermos estudiar la funcién en un
entorno de (0,0).

En la figura 1.1 se muestran las graficas de algunas funciones fg para
diversas direcciones. Se puede notar la prevalencia de un minimo en el origen.
De hecho la grafica de la funcién z = 23 + 2y? comprueba esta conjetura.

Probemos que en cualquier direccién se tiene un minimo. Cualquier vector
unitario en el plano se puede escribir como (cos#,sin @), luego la restriccién
de f a lo largo de la direccién 6 es

fo(t) = (tcos0)* 4+ 2(tsin)? = (cos® § + 2sin® §)t* = (1 + sin? 0)¢*
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Figure 1.2: Gréfico de z = 23 + 2y?

como el coeficiente de t? es siempre postivo entonces se tiene un minimo en
t=0.

Ejemplo 1.3-11. Haga el mismo andlisis con la funcién z = 2 — 2.

Los graficos de algunas funciones fy(t) y del grafico z = 22 — y* se mues-
tran en la figuras (1.3,1.4).

Se puede verificar que la funcién no puede tener un maximo o minimo
en el origen. En efecto a lo largo de la direccién (1,0), fu0) = ¢* tiene un
méximo y en la direccién (0, 1), f,1) = —t* tiene un minimo en ¢t = 0.

Vamos ahora a precisar algunos términos. Como siempre, supondremos
que las funciones estan definidas en alguna bola con centro en el punto en
cuestién. En la segunda parte de estas notas relajaremos esta condicion e
introduciremos el concepto de punto interior.

Definicién 2. Sea f: B,(a,b) C R" — R, G = («, 3) un vector unitario. La
derivada de f en la direccion («, 3) en el punto (a,b) se define como
fla+ta,b+t5) — f(a,b)

t

Duf(a,b) = lim

st tal limite existe.

El limite Dgf(a,b) se llama la derivada direccional en la direccién («, 3).
Observe que la derivada direccional no es sino

Dq f(a,b) = f5(0)
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/-
N

Figure 1.3: Graficos de algunas funciones fy(t)

Figure 1.4: Gréfico de z = 2% — ¢/?

11
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y describe la razén de cambio de fy(t) en el punto (a,b).
En particular si tomamos la direccién (1,0) o (0,1) tenemos lo que se
conoce como las derivadas parciales:

Definicién 3. Sea f: B.(a,b) C R — R. La derivada parciales se definen
como
t,b
Dy f(a.t) = i LD o by = i

h—0 0

fla,b+1)
t

s1 tales limites existen.

Cuando sea conveniente se usaran cualquiera de las siguientes notaciones

Diflat) = @), Daflad) = et

y se omite el punto (a,b) cuando esta sobreentendido.

En las figuras (1.5,1.6,1.7) se muestra la superficie z = 2> — y? alrededor
del punto p = (a,b, f(a,b)) = (1.5, —1.5,0) la derivada parcial D; f(a,b) es
la pendiente de la curva que se obtiene como interseccién del plano x = a con
la superficie z = f(x,y) (figura 1.5) en el punto; en tanto que Dy f(a,b) es la
pendiente de la curva que se obtiene como interseccion del plano y = b con
la superficie z = f(z,y) (figura 1.6) en el punto. En la figura 1.7 se muestra
la superficie cortada por ambos planos.

El siguiente resultado muestra la relacién entre derivada direccional y
derivadas parciales.

Proposicién 2. Sea f: B,(a,b) C R" — R, u = («, 5) un vector unitario.
Si eziste la derivada de f en la direccion («, 3) en el punto (a,b), junto con
las derivadas parciales, entonces

Dﬁf(aa b) = CMle(Cl, b) + ﬂDZf(aa b)

Demostracion.
Escribamos
fla+ta,b+1t8) — f(a,b) (f(a+ta,b+tﬁ) — f(a+ta,b)) N
t t

(f(a+ta,b) — f(a, b))

t
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Figure 1.6: Interpretacion geométrica de la derivada parcial Dy f(a,b)
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Figure 1.7: Interpretacion geométrica de las derivadas parciales
le(a7 b)7D2f<a’ b)

Por definicién el limite cuando ¢ — 0 del lado izquierdo existe y es Dy f(a, b).
En el lado derecho, obtenemos

lim (f(a+ta,b) —f(a,b)) ~ olim (f(a—i—ta,b) —f(a,b))
-0 t =0 ta
:04,133(1) (f(a—l—h,b})L—f(a,b)) _ Dy f(a.b)

por lo tanto el limite del segundo término existe y es:

lim (f(a+ta,b+tﬁ) — f(a+ta,b)> _ Slim (f(a+ta,b+tﬁ) — f(a+ta,b)) _
t—0 t t—0 t
=[B
existe, luego
Dqf(a,b) = aDyf(a,b) + BB. (1.1)

Andlogamente escribiendo

fla+ta,b+1t5) — f(a,b) _ (f(a+ta,b+tﬁ) —f(a,b+tﬁ)) N

t t

(f(a,bthﬂ)—f(ayb))

t
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Figure 1.8: Gréfico de las funciones direccionales fy(t), para la funcién z =

y haciendo ¢ — 0 obtenemos
Dﬁf(a, b) =aA+ ﬁDgf(a, b) (12)

donde

A = lim (f(a—i—ta,b—f—tﬁ)—f(a,b—i—tﬁ))

t—0 t

en resumen
Dqaf(a,b) = aD;f(a,b) + BB = aA + 8Dy f(a,b).
Como « y (3 son arbitrarios de (1.1,1.2) se sigue que
Daf(a,b) = aD; f(a,b) + BDof(a,b).
Q.E.D.

La figura (1.11) muestra algunas de las funciones fy(t) para f(z,y) =
z? 4+ 2y* y el punto (1,1).

Se puede observar que en algunas direcciones la funcion crece y en otras
decrece. Nos preguntamos en qué direccion es maximo el crecimiento in-
stantaneo?
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Veamos con detalle. Si z = f(z,y) estd definida en un disco : B,(a,b) C
R? y &1 = (cosf,sinf) es un vector unitarario al igual que en el ejemplo
(1.3.1), entonces la funcién fy(t) = f((a,b)+t(cosf,sinf)) nos da la variacion
de la funcién en la direccién 0 a partir de (a, b).
El crecimiento instantaneo en la direccién 6 de acuerdo a la proposicion
(2) es
m/(0) = D1f(a,b)cos® + Dyf(a,b)siné

Por lo tanto la direccién de maximo crecimiento se obtiene maximizando la
tasa de crecimiento instantdnea m respecto de #. Igualando la derivada a
cero obtenemos

0=m/(0) = —D,f(a,b)sinf + Dy f(a,b)cos®.
Vemos que cualquier solucion es de la forma
(cos6,sin6) = A(D1 f(a,b), D f(a,1))

en donde A\ es un escalar, siempre que el vector (D;f(a,b), Dsf(a,b)) sea
distinto de cero. Este se llama el vector gradiente

Vf(a’u b) = (le(a7 b)a D2f(a’7 b))7
y determina una direccién 0y de crecimiento critica

Vf(a,b)
IV f(a,b)|]

(cos B, sinby, ) =

En efecto,

m”(@o) - —HVf(CL, b)H2

y la direccion critica 6y es de mdzrimo crecimiento.
Enunciemos esta propiedad importante

Proposicién 3. Sea : B.(a,b) C R? y & = (cosf,sin@) un vector unitario
en la direccion 6. La direccion de mdximo crecimento de f a partir del punto
(a,b) es

| _ Vf(a,b)
(st sind) = HO0
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Ejemplo 1.3-12. Encuentre el d&ngulo de la direcciéon de maximo crecimiento
de la funcién f(z,y) = 2? + 2y* en el punto (1, 1).
Tenemos
fo(t) = (1 4+ tcos0)? +2(1 + tsinf)?

de donde la tasa de crecimiento en la direccién 6 es
m(f) = 2cosf + 4sin 0
Resolviendo la ecuacion
0=m'(f) =4cosh —2sind

obtenemos
tan @ = + arccos(2)

o bien 0 = arctan(2). Existe una solucién en (—n/2,7/2) [(cosf,sinf) en el
primer cuadrante] y otra en (7/2,37/2) [(cos#,sin ) en el tercer cuadrante],
que difiere por 7. Usando la férmula

1 tan 6
cosf) = ———, sinf = —

V1 +tan24 1+ tanZ6

para la primera solucién, obtenemos

1 2
cos 7 sin 6 7 (1.3)
La segunda solucién solo difiere en signo. Es fécil ver que m”(6y) < 0 para
(cos@,sinf) en el primer cuadrante de modo que la direccién de méaximo
crecimento es (1.3).
Calculando directamente el vector unitario en la direccion del gradiente
en (1,1) obtenemos

Vf(z,y) (2,4) 1 2

Vf(z,y) = (2z,4y), de donde o)l = i - (%7E

)

que es consistente con
Otra propiedad importane del gradiente es en relacién a las curvas de
nivel f(z,y) = constante

Proposicién 4. Sea f: B,(a,b) C R?, Si Vf(a,b) # 0, entonces V f(a,b)

es ortogonal a la curva de nivel f(x,y) = ¢ que pasa por (a,b).
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1.25

Figure 1.9: Curva de nivel f(z,y) = ¢y el vector gradiente

Demostracion.

(Véase la figura 1.9). Porque supongamos que podemos parametrizar la curva
de nivel por y = g(z) de modo que g(a) = b, luego f(z,g(x)) = ¢ para x
préximo a x = a. Derivando respecto a x en x = a obtenemos

of of ) of
= %(% b) + a_y(avb)g (a) = (%(mb)v a_y(a’ b)) ’ (17m)

0
donde (1,m) es el vector tangente a la curva de nivel en el punto (a,b). Lo
anterior nos dice que la curva de nivel es ortogonal al gradiente en ese punto.
Si la curva de nivel se pude parametrizar como = = h(y) el argumento es
similar. El teorema de la funcién implicita garantiza que si Vf(a,b) # 0
alguna de las parametrizaciones anteriores es posible.

]

Ejemplo 1.3-13. En la figura (1.10) se muestran las curvas de nivel de una
funcién f(x,y). Estime la direccién de maximo crecimiento de la funcién en
puntos sobre la curva del nivel 1.

El campo gradiente asociado a una funcién z = f(z,y) es al campo vecto-
rial X = Vf. En la figura 1.11 se muestra el campo gradiente junto con las
curvas de nivel para la funcién f(x,y) = (22 + y?) exp(—2? — y?). Observe la
propiedad mencionada en la proposicién (4). a la curv
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Figure 1.11: Curvas de nivel de la funcién f(x,y) = (2% + y?) exp(—2? — 3?)
y su campo gradiente.
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0.5 1

Figure 1.12: Ejemplo 1.4-14

1.4 Discusion previa del concepto de derivada

El concepto de la derivada de una funcién real como la mejor aproximacioén
lineal en la vecindad de un punto es de fundamental importancia en el
Célculo. Ingenuamente podria suponerse que para una funciéon de dos vari-
ables la generalizacion de la derivada serian las derivadas parciales o las
derivadas direccionales. En los siguentes ejemplos vamos a mostrar por qué
es necesaria una definicién més astringente.

FEjemplo 1.4-14. Sea

B 1 siy=a%y (z,y) #(0,0),
f($?y)_{ 0 Sly%x20($,y):(070)

Véase la figura 1.4 Ya que f se anula a lo largo de los ejes y el origen, se
verifica de inmediato que

Of gy = 91

5y (0= 5,0 =0

Por otro lado no tendia ningtin sentido la aproximacion lineal de f(h, k) por
el plano “tangente“ z = 0 ya que la grafica de la superficie z = f(z,y) tiene
una gran “zanja” a lo largo de la curva y = 22. Observe de paso que el limite
de f no existe cuando (z,y) tiende a cero.
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Figure 1.13: Grafico de z = f(z,y) para el ejemplo

El siguiente es un ejemplo mas sutil atun.

Ejemplo 1.4-15. Sea
AL s (3,y) #(0,0),
— Te+y
TEDN=00™ sy = 0.0)

Igual que en el ejemplo anterior,

of v _Of &
%(0) = (9_y(0) = 0.

Analicemos las derivadas direccionales. Para ello consideremos u = («, [3).
un vector unitario, como f(0,0) = 0 tenemos

) t3a/82 ) 0462
Dﬁf(0,0) - %E}% 202 + t4ﬁ4 - lliiét(a/g + t254)
por lo tanto si a # 0 entonces Dy f(0,0) = 0. Si a = 0 se verifica directa-
mente que f(ta,t3) =0, por lo tanto Dy f(0,0) = 0 para cualquier direccién
u.
Un ojo a la gréafica 1.13 en un entorno de (0, 0) nos sugiere que la funcién
puede no ser continua ahi.
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Si nos acercamos al origen a lo largo de rectas y = maz obtenemos

xm2x2 . m2x

lim f(x,mz) =1lim ———— = lim ———— =0
z—0 f, ) e—0 22 + mizt 201+ mia?
lo cual evidencia que el limite podria ser cero. Sin embargo al acercarse al

origen a lo largo de x = y? obtenemos

" 4
liII(l) f(%,y) = lim = lim — = lim

1
-0yt oyt oy 2yt yo02

que es distinto de f(0,0) = 0. Por lo tanto la funcién no es continua en
(0,0). Si miramos con mas atencién gréfica 1.13 vemos que no tiene sentido
alguna aproximacion lineal en un entorno del origen.

1.5 La derivada

Con el fin generalizar la definicion de derivada para funciones de varias vari-
ables vamos a re—elaborar la definiciéon usual de derivada para funciones de
una variable.

Recordemos la definicion de derivada para funciones de una variable

Definicién 4. Sea f: (a —r,a+1) C R — R. Decimos que la funcion tiene
derivada en a si el limite

lim
h—0

flz+h) = fla)
h

existe. En tal caso, el limite f'(a) es la derivada de f en a.

Observe que la existencia del limite anterior es equivalente a escribir

fla+h) = fla) = f(a)h+r(h) (1.4)
(en realidad definimos r(h) = f(a + h) — f(a) — f'(a)h) en donde
. r(h)
}Llil(l) = 0 (1.5)

Diremos que 7(h) es un residuo de primer orden y escribiremos® r(h) = o(h).
Concretamente, (1.4) es una definicig’n equivalente de derivada:

!Precisamente: si §(h) es una funcién real definida para h préximo de cero, diremos

que 0(h) = o(h) si limp,_g @ =0.



1.5. LA DERIVADA 23

Proposicién 5. Sea f: (a —r,a+1) C R — R. Entonces f es derivable en
a sty solo si existe un numero A con la propiedad

fla+h)— f(a) = Ah+1r(h)

en donde )
r
lim —= =0
h—0 h
Demostracion.
Hemos probado ya que si f’(a) existe entonces se puede escribir como en

(1.4) con la propiedad (1.5). Ahora supongamos que es posible escribir
fla+h)— f(a) = Ah+r(h)

para cierto A\, donde r(h) satisface (1.5). Veamos que la derivada f'(a) existe,

lim fle+h) = fla) = limw :/\—I—lim@ =
h—0 h h—0 h h—0 h
es decir la derivad existe y es precisamente f'(a) = A. O

Observe que de la igualdad (1.4) se sigue que
lim f(a +h) = f(a)

equivalentemente lim, ., f(x) = f(a), lo que significa que la funcién debe ser
continua en a.

Teorema 2. Sea f: (a—r,a+71) CR — R. Si f es derivable en a entonces
es conlinua en a.

Con el fin de tener una notacién mas cémoda introducimos la nocion de
incremento funcional

Definicién 5. Si z = f(z,y) estd definida en una bola B,(a,b) C R?, defin-
imos el incremento funcional en el punto (a,b) con incrementos independi-
entes (h, k) como

Af(a,b; (h,k)) = fla+h,b+ k) — f(a,b)

Adoptaremos (1.4,1.5) como definicién, pues tiene varias ventajas sobre
la original, en particular que puede extenderse al caso general de funciones
definidas entre espacios euclideanos de cualquier dimensién y ain entre es-
pacios de dimensién infinita.



24 CAPITULO 1. CALCULO EN VARIAS VARIABLES

Definicién 6 (funciones reales de variable real). Sea f: (a—r,a+7r) C
R — R. Decimos que es diferenciable en a si y solo si existe un numero A
tal que es posible escribir

fla+h)— f(a) = Ah+1r(h)

en donde )
T
wh O

Comentario Podemos re—escribir (1.4) como

fla+h) = (f(a)h+ f(a)) =r(h)

y como la ecuacién de la recta tangente a la curva y = f(z) en el punto
(a, f(a)) es precisamente y = f'(a)x+ f(a), la igualdad anterior nos dice que
la diferencia entre los valores de la funcién y los de la recta tangente vienen
dados por r(h), un residuo de orden uno. También se dice que la grfica de
la funcién y la recta tangente tienen contacto de primer orden en el punto
(a, f(a)).

Podemos ahora generalizar las ideas anteriores para obtener el concepto
de derivada de una funcién f: R* — R.

Definicién 7. Sea f: B.(a,b) C R* — R. Decimos que [ es diferenciable
en (a,b) si existen dos nimeros \, u tales que

fla+h,b+k)= f(a,b) + b+ pk +r(h, k)

donde (h 1)
r
lim ’ =0,
(hk)—(0,0) || (R, k)]
en tal caso, la derivada es la funcién lineal Df(a,b): R* — R, Df(a,b) -
(h,k) = Ah + pk.

Observacion 1. jPor qué definir asi la derivada? Podriamos proponer de
inmediato a la pareja [\ ], pero por varias razones que se irdan aclarando
a medida que avance la exposicién, es mucho mas conveniente considerar a
la derivada como una transformacion lineal. De cualquier forma, en la base
candnica, la matriz 1 x 2, asociada a la derivada es [Df(a,b)] = [\ ]y no
perdemos nada.
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Observacion 2. En cuanto al residuo, mas explicitamente, se cumple que
r(h, k
lim M =0
(h.k)—(0,0) \/h? 4 k2
Por un resultado del Andlisis que se verd en la segunda parte de estas no-
tas, todas las normas en R" son equivalentes, es decir dan el mismo limite,
cuando existe. En particular podemos utilizar cualquier norma conveniente

en el denominador de la expresién anterior. Asi, la propiedad de residuo es

equivalente a, p.ej.
r(h, k)

im @ —=
(h,k)—(0,0) |h| + |K|

y en casos concretos podemos usar la norma que mas convenga.

Observacion 3. En la definicién de derivada (7) podemos escribir
Af(a,b; (h,k)) = Df(a,b) - (h, k) +r(h, k)

y en el mismo sentido que para funciones de una variable la derivada es la
mejor aproximacién lineal a la grafica de la superficie z = f(z,y) en un
entorno del punto (a,b, f(a,b)).

Observacion 4. Que la funcién sea derivable en (a,b) es mas fuerte sélo
tener derivadas parciales y aun direccionales. Con mas precision:

Proposicién 6. Sea f: B,(a,b) C R*> — R. Si f es derivable en (a,b)
entonces ezisten las derivadas direccionales en (a,b) en cualquier direccion.

Demostracion.
Porque si (o, 3) es un vector unitario, tomando en la defincién de derivada (77?)
los incrementos independientes cmo (h, k) = (ta, t3) se tiene

fla+ta,b+1t3) — f(a,b) = Mta) + u(tB) + r(ta, t5)

Si ahora calculamos el cociente que define la derivada direccional

b — b
fottob b )= fed) _ g, rtestd)
B (b0 1) ||(ta,t9)]
B T | R
sy D)

[t t0)]]



26 CAPITULO 1. CALCULO EN VARIAS VARIABLES

aunque |t|/t no tiene limite cuando ¢ tiende a cero, estd acotado y por la
propiedad del residuo el limite del iltimo término es cero. Por lo tanto la
derivada direccional existe y es

D(a,ﬁ)f(aa b) = Ao+ /1“5

En particular se tiene para las derivadas parciales
le(CL,b):)\, DQf(a7b>::u

es decir
D(a,ﬁ)f(a7 b) = le(av b)a + DQf(a7 b)ﬁ

siempre que f sea derivable en (a,b), y en tal caso se tiene la férmula muy
util para calcular la derivada

Df(a,b) - (h,k) = Dy f(a,b)h + Daf(a,b)k. (1.6)

Observacion 5. Remarcamos que la sola existencia de las derivadas parciales
no implica la existencia de la derivada, aunque la férmula (1.6) sea tentadora.
Para poder aplicara es necesario saber por otros argumentos que la funcién
es derivable (véase por ejemplo la seccién ?7)

Observacion 6. En notacién clasica, (1.6) se escribe como

y dx,dy,dz se conocen como diferenciales. Por esta razén es que se usa
indistintamente el término “derivable” o diferenciable.

Ejemplos En muchos casos, incluidas algunas demostraciones, la mejor es-
trategia para obtener la diferenciabilidad es calcular el incremento A f(a, b; (h, k)) =
fla+h,b+k)— f(a,b) y expander en términos lineales en h, k mas un residuo,

el candidato natural para la derivada seran los coeficientes de la parte lineal

en h, k. Después debe verificarse cuidadosamente que® r(h, k) es o(h, k).

2Se puede extender naturalmente la nocién de residuo de primer orden: Si §(h, k) esta
definido para h, k préximo de cero decimos que §(h, k) = o(h, k) si lim, 1) (0,0 % =
0.
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Ejemplo 1.5-16. Calcular la derivada de f(z,y) = 2 + 3.
Calculamos el incremento funcional y expandemos en h, k

Af(a,b; (h,k)) = (a+h)?+ (b+k)®—(a® +0%)
Df(a7 )'(h’k) r(ﬁtk)

A

- ~N 7

= (2ah + 3bk) + (h* + 20k + k?)

Ahora debemos ver que r(h,j) = o(h, k). Observe que el grado minimo
del numerador es 2, asi

. r(h, k) , h? + 2bk? 4+ k3
lim = lim
(hk)—(0,0) || (h, k)| (hk)—(0,0)  /h2 + k2
. h? . . 2bk> .
= 1m ——— 1m —_——
(hk)—(0,0) VA2 + k2 (hk)—(0,0) Vh2 + k2
k?’

lim ———+
(h,k)—(0,0) \/h? 4 k2

usando alguna de las desigualdades h?+k? > h%, h? +k? > k? se pude probar
que cada término tiene limite cero.

Ejemplo 1.5-17. Investigar la diferenciablidad de f(x,y) = sinz + siny.
Af(a,b;(h,k)) = sin(a+ h) +sin(b+ k) — sin(a) — sin(b)

= sinacosh + sinbcosk — sin(a) — sin(b)

En este caso la expansiéon en términos lineales en h, k podria hacerse usando
el teorema del valor medio

sinacos h + sinbcos k — sin(a) — sin(b)
= sin(a) + cos(ax)h + sin(b) — cos(bx)k — sin(a) — sin(b)
= cos(ax)h — cos(bx)k

en donde ax estd entre a 'y a+h y bx estd entre by b+ k. Por ello ax depende
de a y h , bx depende de by k. Necesitamos coeficientes lineales en h y k que
no dependan de h, k. Ello puede subsanarse notando que para (h, k) préximo
a cero, (a*,bx) es préximo a de (a,b), luego podemos escribir

Af(a,b;(h,k)) = (cos(ax) = cos(a))h — (cos(bx) £ cos(b))k
= cos(a)h — cos(b)k + r(h, k)
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donde
r(h, k) = (cos(ax) — cos(a))h + (sin(bx) — sin(b) )k

Veamos ahora el residuo. Como queremos probar el limite r(h, k)/||(h, k)||
es cero, tomamos valor absoluto para poder estimar

|(cos(ax) — cos(a))h + (sin(b*) — sin(b))k]| |
VTR
]
< |(cos(ax) — cos(a)) N
I

N
Los términos |(cos(ax) — cos(a))|, |sin(bx) — sin(b))| tienden a cero cuando

(h,k) — (0,0) por continuidad de las funciones cos,sin, en tanto que los
factores

+ | sin(bx) — sin(b))|

| ]
Eie " Veee

En conclusién f es diferenciable en todo punto (a,b) y

Df(a,b) - (h,k) = cos(a)h — cos(b)k

1.6 Derivacion de funciones en R" — R™

En lo que sigue supondremos, salvo pocas excepciones, que las funciones a
considerar estan definidas en todo un espacio euclideano, para simplificar la
notacién y presentar ms claramente los conceptos bésicos. Sin embargo, todos
los enunciados pueden facilmente re—escribirse en términos de los dominios
apropiados. Volveremos a este punto al establecer la Regla de la Cadena.
Por 1ltimo, en algunos temas de carédcter local, tales como los Teoremas
de Funcion Implicita e Inversa es indispensable considerar que las funciones
estdn solo definidas en ciertos subconjuntos de los espacios euclideanos re-
spectivos.

Definicién 8. Sea f: R" — R™, p € R". Decimos que f es diferenciable en
p st existe una transformacion lineal A: R™ — R™ tal que

f(p+h)—f(p)=A-h+r(h)
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donde ™
r
lim —% =
h—0 ||h||

Ejemplo 1.6-18. [Derivada de una constante]. Sea f: R" — R™, f(z) = c,
una constante, entonces Af(p;h) = 0, por lo que Df(p) = 0 (la funcién
lineal cero).

Ejemplo 1.6-19. [Derivada de una transformacién lineal]. Si L: R" — R™
es lineal, entonces DL(p) = L para todo p € R™. pues L(p +h) — L(p) =
L(p) + L(h) — L(p) = L(p) asique la transformacién lineal que funciona es
la misma L con residuo idénticamente igual a cero.

Observacion 7.  Los ejemplos anteriores muestran que es necesario distinguir
entre em la derivada en un punto, la cual es una transformacién lineal, y la
funcion derivada, la cual es una funcién que asocia a cada punto x —donde la
derivad exista— una transformacion lineal. Asi, para f: R™ — R™, tenemos
que

Df(x) € L(R",R™) es una transformacion lineal,

en tanto que
Df:U CR" — L(R",R™),

donde U es el conjunto de puntos donde la funciéon es derivable, es una
funcién que no es necesariamente lineal. En el ejemplo 1.5, Df(x,y)-(h, k) =
2xh + 3y*k no es lineal con respecto a z 0 3. Desde luego, fijado el punto
(x,y) la transformacién correspondiente es lineal en (h, k).

Ejemplo 1.6-20. Podemos incluir el caso de funciones f: R — R en nues-
tra definicion general. En principio, la derivada de una tal funciéon en un
punto es un numero: f’(x) Pero podemos interpretar tal nimero como la
transformacién lineal que se obtiene por multiplicaciéon por la constante.
AsiA - h = f'(a)h. Asi, la definicién (8) es un caso particular de (1.4).

1.7 Algunas propiedades tedricas

Denotemos por L(R"™, R™) el conjunto de las transformaciones lineales R" —
R™. Este conjunto es en simismo un espacio vectorial, pues estan definidas la
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suma y producto de una transformacién lineal por un escalar puntualmente,
es decir.

(f+9)x) = f(x) +9(x),  (AN)X) =A(x).

(acostubraremos en lo sucesivo indicar por f-x la aplicacién de la funcién en el
punto x, cuando f sea una transformacion lineal; la notacion es reminiscente
de la operacién de producto de una matriz por un vector. Las propiedad
de nuestro intereés aqui es que se puede definir una nocién de tamano o
ma precisamente de norma de una transformacion lineal como sigue: Sean

Il |lge, || ||lrm las normas 1 respectivas en R™ y R™, es decir ||x||gn =
" |x;| para x € R® y de manera similar en R™. Recurriendo a una base

D iy || P y

cualquiera e;, 1 = 1,2,...,n de R", obtenemos

ILElen = NILCY_ xie3) [
=1

= 11> xiL(e))|lgn
=1

< MY |ail = Mllx]|gn

i=1

para alguna constante M > 0, ya que el conjunto {||L(e;)||gm | i = 1,2,...,n}
es finito. En otras palabras, para toda x distinto de O el cociente

|IL(x)||rm
|15 [
esta acotado, por lo tanto podemos considerar

L) [

1] e

|| L||zn zm = sup{ | x # 0}

Se puede verificar que ||L||gn gm define una norma en el espacio vectorial
L(R™ R™) (véase la parte II de estas notas). En particular, si en lo sucesivo
omitimos los subinidices en las normas involucradas,

1L < [[LI]]]x]] (1.7)

para toda x € R".
Se tiene en particular
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Proposicién 7. Sea L € L(R",R) entonces L es continua en 0. Ademds
son equivalentes la siguientes afirmaciones:

1. L es continua en 0.

2. L es continua en X para toda x € R".

Demostracion.
De la desigualdad (1.7) se sigue que ||L-x|| < esi ||x|| < €/||L]|, por lo tanto
L es continua en 0.

Suponga ahora que L es continua en 0. Para x,y € R” se tiene

IL-x = L-y[| = |[L- (x=y)|l < [[L][I[x =yl

lo que prueba que L es continua en Xx. O

Anéalogamente, una funcion B: R" x R" — R™ se dice bilineal si para
x € R” fijo la funcién B(x,-): R" — R™ es lineal y para y € R" fijo la
funcién B(-,y): R® — R™ es lineal. Al igual que para las funciones lineales

recurriendo a una base e;, 1 = 1,2,...,n de R", podemos escribir
1B = IS sl
ij=1
< > laillylBleie))ll
i=1
<

nlx[| Y ly;|Bles, )l
i=1

< 22lIxllllyll ) 11B(ei. e5)l]
i=1
< M[x]|[lyll

para alguna constante M > 0, de donde el cociente
1B, y)Il
ISllival

es siempre acotado, si x,y # 0. Por lo tanto se puede definir la norma de la
aplicacion bilineal B, como

IBL(x, y)l
||B]| = sup{ | x,y # 0}
[xl[]yll
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y naturalmente se tiene

1B,y < |Bll[Ix]l[ly]]
para toda x,y € R".
Proposicién 8. Si A, A’ € L(R™,R) satisfacen ambas
Af(p;h)=A-h+o(h),  Af(p;h)=A"-h+o(h),
entonces A = N

Demostracion.
Restando ambas igualdades tenemos

S-h =o(h)
donde S = A — A, es decir
S-h
lim —— =0
h—0 ||h]]
Tomemos una base de vectores unitarios e;, ¢ = 1,2,...,n y de manera

sucesiva en i, h = de;, con 6 — 0+ luego,

-h
0 = limS—

h—0 [[h|
05 - e;

parai=1,2,...,n, es decir S = 0 como transformacion lineal. Por lo tanto
A=A, O

El resultado anterior justifica hablar de la derivada en el punto p y es-
cribirla como D f(p).

Teorema 3. Si la derivada de f: R™ — R™ en p existe, entonces la funcion
es continua en p.
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Demostracion.
Como Df(p) es lineal, entonces es continua en 0, de

Af(x;h) = f(x+h) = f(x) = Df(p) - h + o(h)

se sigue que si h — 0, entonces Af(x;h) — 0 lo que prueba la continuidad.
O

La reciproca no es cierta. Ya en en una variabe la funcién |z es continua
pero no es derivable en el origen.

nocion riv. rci u mbién extender a funcion n
La nocién de derivada parcial se puede también extender a funciones e
R™* — R™.

Definicién 9. Sea f: R" — R™. Sea {d;,i = 1,2,...,n} la base candnica
en R". La deriwada parcial i—ésima en el punto p € R™ se define por

Dif(p) = lim f(p+1t8:) — f(p)

t—0 t

st tal limite existe.
Observe que la derivada parcial es un vector D; f(p) € R™.

Proposicion 9. Sea f: R" — R™. Si f es diferenciable en p € R", entonces
existen todas las derivadas parciales y

Dif(p) = Df(p) - 6;

Demostracion.
En la definicién de derivada, tomando el incremento de la forma h = ¢4, con
t — 0 tenemos

f(p+1d;) — f(p)
t
= Df(p) - (15) + {r(t5)

= Df(p)-6; + %T(t&-) — Df(p)-9d;, cuandot — 0.
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1.8 Matriz Jacobiana, gradiente

La proposiciéon anterior se puede interpretar como sigue. Recordemos que
la matriz asociada a Df(p): R® — R™ relativa a la bases candnicas 9;,
1=1,2,...,ny 5;, J=1,2,...,men R"” y R™ es una matriz m X n cuya
i—ésima columna es el vector D f(p) - §; expresado en la base 5;- 0 sea

NE

Df(p)-6; = (8- Df(p)-6:) 0,

1

<.
Il

I
NE

(ij(p) : 62’)5;‘

1

<.
Il

I
NE

Difj(P)‘s;‘

1

J
En otras palabras la matriz asociada a la derivada es la matriz Jacobiana

lel D2f1 anl
Difa Dafs - Dnfe

lem D2fm e anm

Ejemplo 1.8-21. Calcule la matriz Jacobiana de f: R? — R? dada por
fl@,y) = (2® =y, 2ay).
Tenemos fi(x,y) = z* — ¢, fa(w,y) = 2zy.

ofi  Ofr
20 —2
_ | Oz 0 _ Yy
[Df(,zy)] = [%J;g %fzz] = |:2y _21;:|

Fjemplo 1.8-22. En el caso de funciones f: R" — R la matriz Jacobiana
se representa por una matriz 1 X n o un vector renglén que se conoce como
vector gradiente en coordenadas cartesianas

[Df(z)] = [D1f(x), Do f (), ..., Dnf(x)] = Vf(2)

Si h € R"™ entonces
Df(x)-h=Vf(x)-h
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Es solo en este caso que el gradiente se puede identificar con la derivada.
En general, si (,) es un producto escalar y ¢i,¢qs, .. ., ¢, son coordenadas
arbitrarias el vector gradiente se define por la igualdad anterior, es decir

Df(q)-h=(Vf(z) h)

1.8.1 Coordenadas curvilineas

Suponga que se da un producto escalar en cada punto (-, )4 (ésto es lo que
se llama una métrica Riemanniana). El campo gradiente se define por la
identidad
Df(q)-h=(Vf(a),h)q (1.8)
Esta construccién es usual cuando se usan coordenadas curvilineas, o
generalizadas. En tal caso sea r = r(q1, ¢, ..., qn) €l cambio a coordenadas
cartesianas r = (1,9, ..., 2,). La condicién de que sea un cambio de coor-
denadas significa que en cada punto q los vectores

or
dq; ’

e;(q) = 1=1,2,...,n

formen un conjunto linealmente independiente. Equivalentemente el deter-
minante de matriz Jacobiana

(9(1:1,:1:2, RN ,.an)
8((]1,Q2, s 7Qn)

es siempre distinto de cero. Defina entonces

n

(V,V)q = Z (€; - €;)viw; (1.9)

i.j=1
donde
n n
VvV = E v;€;, W = E w;€;
i=1 j=1

definen las coordenadas v;, w; en términos de la base e;. Es costumbre de-
notar la relacién métrica 1.9 en la forma

ds* = Z 9ijAqidg;

1,j=1
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donde
9ij = (ei - €;)
son los coeficientes métricos y dependen en genral de q
En el caso de una base ortogonal se cumple

e-e =0, sii#]

por lo que solo los coeficientes métricos diagonales gi1, g22, - - - , Gnn son dis-
tintos de cero (ninguno es cero por hipétesis). En tal caso se puede escribir

n n
2 _ 2 _ 2 7 2
ds” = E 9iidgq; = E hidg;,
i i
que equivale a escribir
donde €; es un vector unitario en la direccién e;, es decir tanto h; = ||e;]|.

FEjemplo 1.8-23. Calcule los coeficientes métricos h,., hg en coordenadas po-
lares y el gradiente de una funcién f(r,0)
El cambio a coordenadas cartesianas es

r1 =rcosf, x9=rsinf

por lo que la matriz Jacobiana es
cos) —rsinf
sinf  rcos6

e, = (cosf,sinf), ey =r(—sinb,cosh)

de donde

Es claro que el sistema de coordenadas es ortogonal, pues e, - eg = 0. Como

e, es unitario entones h, = 1, por otro lado ||eg|| = r de donde hy = 7.
Sea Vf(r,0) = Ae, + Bey. De la definicién del gradiente (1.8) tenemos
of of
(Vf(r,0),(h,k)) =h.Ah+ hyB =A+rBk=Df(r,0)(h, k) = Eh + %k‘

para cualesquiera (h, k) por lo tanto

_of | 10f

A_ﬁr’ Y T r oo
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1.8.2 Ejemplos de no diferenciabilidad

En esta seccion veremos algunos ejemplos “exoticos” que manera de contra-
jemplos muestran que la existencia de derivadas parciales o continuidad no
son suficientes para tener la diferenciabilidad.

Ejemplo 1.8-24. Considérese f: R? — R definida por

[ si@y) £ (0,0)
f<”>y>—{ 0" si () = (0,0)

Como la funcién se anula a lo largo de los ejes, las derivadas parciales existen
en el origen y

of _of _

de manera que si esta funcién fuese diferenciable en el origen, se cumpliria

hk
En particular lim, j)—0,0) 7(h, k) = 0, sin embargo, en el ejercicio (1.1)
probamos que
hk

li — 0 =0h+ 0k h, k
(h,k)lg%om h? + k2 + 0k +r(h, k)

NO existe, por lo que llegamos a una contradicciéon. Por lo tanto f no es
diferenciable en el origen.

Otra forma de verlo: esta funcién no es continua, entonces por la Proposicién 3,
no puede ser diferenciable.

Este ejemplo también prueba que la reciproca de la Proposiciondif-pder
no es vlida, pues la funcién es no diferenciable, pero existen las derivadas
parciales inclusive en el origen.

Ejemplo 1.8-25. Considere la funcion
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Esta funcion es continua en el origen, y tiene derivadas parciales en todo
punto (iguales a cero en el origen), pero no es diferenciable en el origen.
Veamos por qué: por un argumento similar al usado en el ejemplo 1.8.2tendriamos

s
h? + k2
con r(h, k) = o(h, k). Sin embargo,
. h2k 1
lim
(h.k)—(0,0) h2 + k2 /B2 + k2

no existe pues tomando k = h tenemos

Y S R

(h,k)lg%(),o) (h2 + k2)3/2 P (h? + h2)3/2 o
h? 1

- (2h2)3/2 - (2)3/2 70

=r(h,k)

El teorema que sigue es muy importante en la practica, pues nos permite
establecer la diferenciabilidad de una funcién que tiene derivadas parciales
mas una propiedad adicional.

Teorema 4. Si f: R"™ — R tiene derivadas parciales continuas en una bola
B,(p) C R™, entonces la funcidén es diferenciable en p.

Demostracion.
Haremos la demostracion para dimension n = 2. Los argumentos pueden
generalizarse facilmente para n arbitrario.

Tomando (h, k) suficientemente pequenos y por el teorema del valor medio
para funciones de una variable,

fla+h,b+k)— f(a,b) = fla+hb+k)— fla,b+k)+ f(a,b+ k) — f(a,b)
of . of

— %(a ,b+k)h+a—y(a,b*)k

of of

%(a, b)h + 8_y(a’ b)k + r(h, k)

en donde

r(h, k) = (%(a*,m k) — %m,b)) h+ (g—y(a,b*) - g—y(a, b)k)
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en donde ax esté entre a y a+h, bx esta entre b y b+k. Por Por la continuidad
de las derivadas parciales los factores entre paréntesis tienden a cero, en tanto
que

h k

son acotados cuando (h, k) — (0,0) luego

1- r(h? k) O
m ——=
(h,k)—(0,0) \/h2 + k2

U

La reciproca del teorema anteior es falsa, como lo muestra el siguiente

ejemplo en una variable: Sea f(x) = z?sin(1/z), f(0) = 0. Su derivada es

f'(x) = 2xsin(1/x) — cos(1/x) para x # 0, y f'(0) = 0 (esta tltima debe
calcularse a partir de la definicién de derivada). Pero

lim f'(x) # '(0)

Asi que la derivada, que es la tUnica derivada parcial en este caso, no es
continua en el origen, a pesar de que la funcion es diferenciable alli.

Definicién 10. §i f: R" — R tiene derivadas parciales continuas en D C
R™ decimos que es continuamente diferenciable en D o bien, que es una
funcién de clase C*(D).

Ejemplo 1.8-26. Analice la diferenciablidad de la funcién del ejemplo 1.8.2,
fuera del origen.
Las derivadas parciales

8_f oy 222y a_f oz 21°

Or 22+ (22 +y2)2 oy 2+ 2 B (22 4 y2)?

son funciones continuas en todo punto (x,y) # (0,0) en particular dado
(a,b) # (0,0) ambas son continuas en una bola B, (a,b) de radio suficiente-
mente pequeno. Por el teorema (?7?) la funcién es diferenciable en (a, b)
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1.9 Reglas de derivacion

Las reglas de derivacion para combinaciones algebraicas de funciones difer-
enciables, junto con la regla de la cadena nos proporcionan la metodologia
méas general para el calculo explicito de derivadas.

Teorema 5. Sean f,g: R" — R™, h: R™ — R diferenciables entonces
también lo son f £ g, hf, f/h ésta ultima siempre que h # 0. Ademds,

D(f +g)(x) = Df(x)+ Dg(x) (1.10)
D(hf)(x) = h(x)Df(x)+ f(x)Dh(x) (111)
D(%) (x) = h(X)Df(X,1<;)£(X)Dh(X) (1.12)

Demostracion.

La parte (1.10) es facil de establecer. Probaremos aquila férmula para el
producto y la del cociente queda como ejercicio. Tenemos que (convenimos
en escribir primero los escalares)

A(hf)(x;h) = h(x + h) f(x + h) — h(x) f(x)
= h(x+h)f(x+h)+h(x)f(x+h)—h(x)[f(x)
= [h(x+h) = h(x)]f(x +h) + g(x)[f(x + h) = f(x)]
[Dh(x) - b+ ri(h)]f(x + h) + g(x)[Df(x) - h 4 r5(h)]
= [Dh(x) - h]f(x +h) + g(x)[Df(x) - h] + ri (W)} f(x + h) + g(x)ra(h)
[Dh(x) - h] f(x) + g(x)[Df(x) - h] +
ri(h)f(x +h) + g(x)ra(h) + [Dh(x) - h][f(x + h) — f(x)]
= [Drx)f(x)]-h+ [g(x)Df(x)]-h +
ri(h) f(x +h) + g(x)ra(h) + [Dh(x) - hJAf(x; h)
donde 7 (h), r3(h) = o(h). Ovserve también que Dh(x)f(x) + g(x)Df(x) €
L(R™,R™) es una transfoformacién lineal. Asi, debemos probar que la tltima
expresion es o(h). Analicemos cada término:
Como f es continua en x entonces f(x + h) es acotada cuando h — 0,
hiego ri(h)f(x +h) = o(h). Trivialmente g(x)rs(h) = o(h). En cuanto al
ultimo término

I[Dh(x) - (JAf (s h)[| < [[DRE)]] {IR]] [IAf (B,

ya que ||[Af(x;h)|| tiende a cero entonces este término es también o(h).
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1.10 Ejercicios

1.

Para una funcién de una variable y = f(z) considere el siguiente prob-
lema: De todas las rectas que pasan por (a, f(a)) encuentre aquélla que
mejor aproxime a f(z) en un entorno de (a, f(a)) en el sentido de que
siy— f(a) =m(z — a) es tal recta y

fla+h) = (mh+ f(a)) = r(h)
entonces 1’'(0) = 0.

Sea z = f(x,y) definida en B,(a, b) considere el siguiente problema: De
todas los planos que pasan por (a, f(a)) z— f(a,b) = m(x—a)+n(y—0b)
encuentre aquél (i.e. m y n) que mejor aproxime a z = f(z,y)) en un
entorno de (a, f(a)) en el sentido de que si

Af(a,b) - (h,k) — (mh+nk) =r(h, k)

entonces 7 tiene derivada en (0,0) y 7/(0,0) = 0 (como transformacién
lineal).

Comprobar la diferenciabilidad de f: R — R, f(z) = 2™, con n natural.
Obtener la derivada y el residuo.

. Lo mismo para f: R? = R, f(z,y) = sin(z) + cos(y).

. Lo mismo para f: R" — R, f(x) = 27 Ax donde A es una matriz n x n.

Lo mismo que en el ejercicio anteior con A una matriz simétrica: A7 =

A.

10. Suponga que f: R™ — R”™ es bilineal, es decir B es lineal re-
specto del primer factor: B(x+y,z) = B(x,z)+ B(y,z) y B(ax,z) =
aB(x,z), y es lineal en el segundo factor. Encuentre DB(x)(h, k)

Hint. La derivada DB(x) es una funcién lineal R" x R" — R", por lo
que DB(x)(h,k) debe ser lineal en (h, k).

Dar un ejemplo de una funciéon derivable que no tenga derivadas par-
ciales continuas, usando la funcién f: R — R, f(x) = z%sin(x), para

z#0, £(0) =0.
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10.

11.
12.
13.

14.
15.

16.
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. Probar que una transformacién lineal A € L(R™ R"™) es continua, i.e.

satisface

IimA-h=0

h—0
Sea (-,-) un producto interior. Encuentre la derivada de f: R" — R,
f(x) = (x,%).
Encuentre la derivada de f: R" x R" — R, dada por f(x,y) = (x,y).
. Por qué no es derivable f: R" — R, f(x) = 1/(x,X) en x = 07
Establecer la equivalencia de nuestra definicién con la siguiente (v. gr.
Spivak, “Célculo en Variedades”):

Definicién. Decimos que f: R®™ — R”, es diferenciable en a € R” si
existe A € L(R"™,R™) que satisface

o L@+ 1) = (@) = A

=0
h—0 |I]]

Si f: R"™ — R™es f(x) = Ax donde A es un escalar, encontrar D f(x).
Encuentre D f(x) para:
(a) f: R\ S" ! - R",

X

1) =Ty

(b) f:R* =R,

_ [ exp(-1/|x][2) six#0
f(X) _{ P 0

six=0

Las siguientes funciones estéan definidas en el origen como f(0,0) = 0.
Determinar si en el origen las siguientes funciones (a) son continuas,
(b) tienen derivadas direccionales, y (c) son diferenciables.

(a) flz,y) = zy/\/22 + 3>
(b) flz,y) = (z"*?)/(2® + v°).
(c) f(z,y) = a?siny/\/22 +y2.
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1.11 La Regla de la Cadena

El resultado méas importante para combinar funciones diferenciables es el

Teorema 6 (Regla de la Cadena). : Si f: R" — R™ es diferenciable
en x € R" g: R™ — RP es diferenciable en' y = f(x), entonces g o f es
diferenciable en x, y

D(go f)(x) = Dg(f(x)) o Df(x)

En otras palabras el siguiente diagrama es conmutativo en el sentido de
que ambos caminos dan lo mismo

R™
N D(gof)(x
Df(x)l \\(g )
N

n____> TRpP
R Dg(f(X)}R
Demostracion.

Calculemos el incremento finito de la composicion

A(go f)(x;h) = g(f(x+h)) = g(f(x)) = g(y +v) — g(y)
donde y = f(x) y v= f(x+h) — f(x) = Af(x,h). Note que v depende de
h. Por ser g diferenciable en y
A(go f)(x;h) = Dg(y) - v +r(v)

Dy(y) - (f(x +h)) = f(x)) +7(v)
= Dg(y) - (Df(x)-h+s(h))+r(v) [porser f diferenciable]
(

= Dg(y)  (Df(x)-h)+ Dg(y) - s(h) +r(v) [por linealidad]

Aqui s(h) r(v) son residuos que satisfacen
sth) =o(h),  r(v) =o(v)
Provemos que el residuo total es
Dg(y) - s(h) +r(v) = o(h)
Para ello analicemos cada término. Por la desigualdad de Banach

1Dg(y) - sl _ 11Dg()l] [Isw)]] sm
W = | ‘”Dg(y”‘(nhu) 0
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cuando h — 0. Como el residuo r(v) = o(v)

o Il

v=0 ||v]]

pero v. = Af(x,h) y por la continuidad de f en x, luego v.— 0 cuando
h — 0. Asi,

_r(v)]| V] [|r(v)I]
lim = lim ——
h—o [ h=o|[[h]] []v]]
D h
i DA bt s ()]
h—0 1] Il
[s()[[\ [Ir(v)]l
< lim {|[Df(x)[| +
h— ( ||| [Ivl|
[s()[[\ [Ir(v)]l
= lim ([IDf(x)[| +
( ey [Ivl|
Como el término entre paréntesis permance acotado, se sigue que r(v) =
o(h). O

Observacion 8. Recordemos que en realidad, muchas funciones estan definidas
solo en algin subconjunto de un espacio euclideano. Por ejemplo, la funcién
f(z,y) = /Ty no estd definida en todo R?, sino tinicamente en el conjunto

D = {z,y) | vy > 0}

es decir, el plano euclideano menos el segundo y cuarto cuadrantes, in-
cluyendo los ejes coordenados.

Si f: D CR" — R™, Para cuestionarse sobre la diferenciabilidad f en
un punto x € D ;| debe tener sentido evaluar f(x+ h) para ||h| suficientemte
pequeno, es decir deberd existir una bola de radio r suficienemente pequeno
tal que B,.(x) C D —lo que se llama un punto interior de D.

En la regla de la cadena, si ademés g: F C R™ — RP, el punto y €
f(D) debera ser un punto interior de F —el dominio de g— relativo a f(D)
para poder evaluar g(y + v) con ||v|| pequeno, pero sélo para puntos de la
forma y + v = f(x+h) € f(D), es decir debera existir una bola de radio
suficientemente pequeno ¢ tal que Bs(y) C f(D)NE

Cuando nos cuestionamos sobre la diferenciabilidad global es decir sobre
todo un conjunto entnces los dominios de las funciones necesitan ser conjuntos
abiertos, es decir todos sus puntos deben ser interiores. En este contexto, un
enunciado mas preciso para la regla de la cadena seria:
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Teorema 7 (Regla de la cadena global). Sean U C R™, V' C R™ abiertos,
St f: U — R™ es diferenciable en U, g: V — RP es diferenciable en V' y
f(u) C V, entonces go f es diferenciable en U, y ademds

D(go f)(x) = Dg(f(x)) e Df(x)

para toda x € U.

Ejemplo 1.11-27. La funcién f(z,y) = cos(zy) es diferenciable en todo R?,
pues es la composicion de las funciones diferenciables

R? R R

() —70 = 7} cos(2)

1.12 La versién matricial de la regla de la ca-
dena

De acuerdo a la regla de la cadena, si f, g son diferenciables, la derivada de la
composicén go f es la composicién de las derivadas Dg(y)o D f(x) en puntos
correspondientes: y = f(x). En relacién al cdlculo sabemos que toda trans-
formacion lineal tiene una matriz asociada, una vez elegida una base y que
la composicion de transformaciones lineales corresponde a la multipliacion
matricial. Especificamente, si en el diagrama del Teorema 7 se eligen las
bases candnicas en R”, R™, RP, se tiene

[D(g e f)x)] = [Dgy)I[Df(x)]

por otro lado, en las bases candnica, [Dg(y)], [Df(x)] son las matrices de

derivadas parciales, asi,
o] _[9¢] [04*
ox; | |Oye| | Oz

O sea

parat=1,2,...nyj=1,2,...,p.
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Ejemplo 1.12-28. Sean

w = u?—%

z = 2uv

u = 2’ +ry+y’,
= [L‘—y

ow Ow

Se pide calcular las derivas parciales 3=, 5.

Por la regla de la cadena
ow owdu  Ow v
Oz~ Ouds  Ovow
= 2u(32? +5y) — 20(1) = 2(u(32® + y) —v)
ow 0z 0u  Ow v
oy~ dudy oy
= 2u(z + 3y?) — 2v(—1) = 2(u(z + 3y*) +v)

De forma anéloga se calculan

0z 9
0z B 5
a_y = 2( u+v(m+3y))

Alternativmente, y este no es el camino mas usual, se puede calcular la
composicion
2 2
w = (@ ey ay) - )
z = 2(m3—|—a7y+y3) (x —y)

g_’;’ = 2(32%+y) (P +ay+y°) —2(x—y)
2_1; = 2(z—y) +2(x+3y°) (¢° + 2y +¢°)
T
0z _ 2(z —y) (z+3y%) — 2 (2* + 2y + )
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1.12.1 Casos particulares de la regla de la cadena

Ya que este resultado es posiblemente el que mas se utiliza de todo el calculo
diferencial, conviene que aprendamos a manejarlo correctamente y a aprovechar
muchas de sus potencialidades. Vamos a presentar en detalle los casos par-
ticulares mas relevantes.

1. El caso n = m = p = 1. Aqui se trata de funciones reales de una

variable real.
f g
_9.

R—R R

El enunciado usual es

(g0 f)(x) =4 (f(2)f (x)
o bien en la notacién clésica, si hacemos u = f(z), y = g(u), tenemos
dy  dydu
de  dudx’
2. Elcason=1,m e N,p=1.
Aqui conviene usar la variable ¢ en vez de x, para recordar que es una
variable real. Tenemos

u(t) = g(f(t>> = g(fl(t>7 fl(t)a s fm(t))
de donde .
d(t) =Y Dig(fO)) filt) = Vg - (1)

3. Elcason e Ny m=p=1. Aqui
R >R R
Con u(x) = g(f(x)), podemos escribir,
Du(x) = ¢'(f(x))Df(x)

donde ¢'(f(x)) es un escalar (i.e. una matriz 1 x 1) o bien por la
definicién de gradiente

Vu(x)-h = Du(x)-h=g'(f(x))(Df(x)-h)
= ¢(fx)(V(x)-h) =[¢'(fx)V(x)] - h
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y como h € R" es arbitrario

Vu(x) = ¢'(f(x))Vf(x).

Ejemplo 1.12-29. Sea f = (f1, f2): R* - R, g: R? — R. En este caso,
u(z,y, 2) = g(fi(z,y,2), fal2,y, 2)) = g(ur, us)
donde u; = fi(x,y), us = fao(x,y). Tenemos
Du(z,y,z) = Dig(ur,u2)Dfi(z,y, 2) + Dag(ur, uz)D fo(z,y, 2)
Evaluando en h € R? arbitario y usando la definicién de gradiente

Du(xayaz> -h = Dlg(U1,U2)Df1(l’aya Z) ~h+ D29(”17u2)Df2(x7y7 Z) -h
Vu(xayvz) ‘h = Dlg(ulaUQ)Dfl(xvya Z) ~h+ D29(“17u2>Df2<x7y7 Z) -h

en donde Dyg(uy,us), Dog(uy, usz) son escalares, luego

Vu(x,y,2) = Dig(ur, u2)V fi(x,y, 2) + Dag(ur, u2)V fo(z, y, 2)

1.13 Aplicaciones de la regla de la cadena

La férmula de Euler. Decimos que g: R™ — R es homogénea de grado si
g(tx) = t°g(x) para toda t € R, y x € R™. Las funciones homogéneas son
muy importantes, e incluyen en particular a los polinomios homogéneos, por
ejemplo

g(x,y,2) = vy? + 2% + 2% — 2y2

es una funcién polinomial R® — R homogénea de grado 3. Otro ejemplo, es

g(w,y) = exp(y/z)

que es una funcién R? — R homogénea de grado 0.
Vamos a demostrar la llamda férmula de Euler para funciones homogéneas

Vy(x) - x = s9(x)
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o en notacién clasica poniendo u = g(z1, xa, ..., Ty)

m

> o

Ti— = Su.
- Z@mi

=1

En efecto, sea x € R” fijo y sea u(t) = g(tx). Por la regla de la cadena
tenemos

ul<1) = Vg(X) X,

por otro lado u(t) = t*g(x), de donde u/(1) = sg(x). Comparando ambos
resultados se prueba la féormula.

El gradiente y el hiperplano tangente Consideremos una funcién real
de varias variables reales, vgr. g: R™ — R. De la definiciéon de derivada y
gradiente, tenemos que si g es diferenciable en p € R™ entonces para h € R™
arbitrario

g(p+h)—g(p) = Dg(p) -h+r(h) =Vg(p) -h+r(h)

donde r(h) = o(h). Haciendo z = ¢g(p + h), 2y = g(p) y tomando h =
X — p, para x préximo de p se puede despreciar el término o(h) dando la
aproximacion

2=z = Vg(x)(x — p)

la cual es la ecuacion de un hiperplano en R™ cuyo vector normal es
n = (Vg(x),-1).

Dicho hiperplano es tangente a la superficie M C R™ definida por la gréafica
de la funcién

graf(g) = {(x,2) | z = g(x)}.

como habremos de probar en un momento. Lo que se quiere resaltar aqui que
esta es la idea intuitiva que hemos estado persiguiendo desde un principio
para el concepto de funcién diferanciable: la existencia de un plano tangente
a la grafica.

Verifiquemos entonces la afirmacién anterior. Para ello consideremos una
curva diferenciable arbitraria contenida en graf(g), que pase por el punto p,
digamos v: R — R™ con 7(0) = p. Debemos entonces verificar que 7/(0),
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el vector tangente a la curva, pertence el plano que tiene por normal Vg(p).
Pero escribiendo v(t) = (x(t), z(t)) entonces

por estar la curva sobre graf(g), luego
#(0) = Vg(p) - x'(0) o bien (x'(0),2'(0))- (Vg(p),—1) =0

que era lo que se queria probar.
Las ideas anteriores se pueden generalizar como sigue (véase también la
seccién § 1.3). Consideremos la hipersuperficie de nivel

M, = F~Y(c)

que pasa por un punto y € R™*! ie. F(y)=c, donde F': R™" — R. En
este caso VF(y) es normal a la superficie M.. En efecto, si v: R — R™*!
es una curva en M, por definiciéon F(v(t)) = ¢ para toda t de donde, por la
regla de la cadena,

0=VF(y)-v(0)

que muestra que la superficie M, es perpendicular al vector gradiente. Veamos
que ésta es una generalizacion del caso anterior. En efecto, si g: R™ — R es
diferenciable en p y 29 = g(p), podemos considerar a F': R™xR = R™"! — R
definida como F(x,z) = g(x) — z. Entonces F' es diferenciable en (p, zo)y el
gradiente en (p, zo) es

VF(p,z) = (Vg(p), —1).

Asi, si YR — graf(g) € R™ entonces z(t) = g(v(t)) satisface que v(t) =
(7(t), 2(t)) es una curva v: R — R™"! contenida en M cuyo vector tangente
ent=0es

(7'(0), —1).
1.14 Ejercicios

1. Enuncie con precisiéon y muestre que se sigue de la regla de la cadena,
las siguientes afirmaciones tipicas en libros de calculo:
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(A) “Sustituyendo las coordenadas cartesianas z,y por las coorde-
nadas polares © = rcos, y = rsinf en la funcién w = f(x,y) se

obtiene
ow Of ) 1ow  Of . of ;
= Da cos 6 + 3y sin 0, 90— 1 sin 0 + By cos0”.

(B) “Sean w = w(u,v), u = u(z,y, 2), v = v(z,y, z) funciones diferen-
ciables. Considerando a w como funciéon de z, y, z, su gradiente en
cada punto (xg, Yo, 20) estd en el mismo plano que los gradientes
de u y v de en ese punto”.

2. jPor qué estd equivocado el siguiente argumento? Si a w = f(x,y, 2)
y z = g(z,y) le aplicamos la Regla de la Cadena,

Ow_aw@ 8w@ 8w% ow Ow oz

Or  Ovdr  Oyor  0zox  Or @ 0201
por lo tanto
owdz
0z 0
de modo que alguna de las derivadas parciales

o o2
0z’ Ox

€S cero.

3. Use la regla de la cadena para mostrar que bajo las bajo hipdtesis
adecuadas (enunciarlas!):

& [ remar=reo+ [ Saaa

4. (El teorema de transporte en dimensién 1) Haga las hipdtesis necesarias
para calcular la derivada

b(t)
o (t,y) dy
dt a(t)
Se denomina teorema de transporte pues el dominio D; = [a(t), b(t)]

“se mueve” con el tiempo ¢t y f(t,y) es una cantidad que depende del
tiempo y de la variable espacial y € D;.
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5. (La diferencial parcial) Sea F': R" x R™ — RPF y (a,b) € R" x R™.

Fijando b podemos considerar la diferencial de la funcion Fy,: R® — RP
en el punto a:
DFy(a) € L(R",RP)

que si existe, se llama la diferencial de F' respecto de la primera variable
y se denota por

D1F(a,b) = DFy(a) € L(R",RP)

Analogamente la diferencial de F respecto de la sequnda variable, si
existe, se denota por

DiF(a,b) = DF,(b) € L(R™,RP),

Muestre que si la funcién F': R x R™ — RP es diferenciable en (a, b)
entonces existen las diferenciales parciales Dy F'(a,b), DoF((a,b) y si
(hy,hy) € R™ x R™ entonces

DF(a, b) . (hl, h2) = DlF(a, b) : h1 + DgF(a, b) : hg. (113)
Muestre el reciproco: Si
D\F(x,y) € L(R",R?),  DF(x,y) € L(R™,R")

son continuas como funciones de (x,y) € R” x R™, para (x,y) en una
bola con centro en (a, b) y radio r, B.(a,b) C R" x R™, entonces F' es
diferenciable en (a,b) y es vélida (1.13).

*Note que los espacios lineales L(R™ RP), L(R™,R?) son en simismos
espacios vectoriales normados, asique tiene sentido decir que

DiF: B,(a,b) C R" x R™ — L(R",R?),
DyF: B,(a,b) C R™ x R™ — L(R",RP)

sean funciones continuas.

6. Considere la ecuacién diferencial

dx_

=) (1.14)
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donde f: D C R® — R" es de clase C'(D)- es decir f tiene derivadas
continuas en D— Sea x = ¢(u,t) la solucién de (1.14) que tiene
por condicién inicial x(0) = u. Muestre que la funcién Dyp(x,t) €
L(R™,R™) definida para (x,t) donde esté definida p(x,t), satisface la
ecuacién diferencial “matricial”

%DW(XJ) = Df((x, 1) Dip(x, 1)

llamada también ecuacidn variacional a lo largo de la solucion p(x,t).

7. Este ejercicio muestra que la regla de la cadena no necesariamente se
cumple si alguna de las dos funciones en la composicién no es diferen-
ciable. Considere

_ | #s si(my) £ 0,0),
f(x’y)_{ 0 si(z,y)# (0,0)

Pruebe que: (a) Existen las dos derivadas parciales de f en el origen.
(b) Si g: R? — R estd dada por g(t) = (at,bt) donde a,b € R son

constantes no ambas nulas, entonces f o g es diferenciable y
ab?
D 0) = —5——

pero
D£(0,0) o Dg(0) = 0.

8. La ecuacién en derivadas parciales de Black-Scholes

oc 1, ,0°C oC
W—f—agsw—f—TSE—TC:O, s>0, 0<t<T

y la condicién de frontera C'(s,T’) = max{s — K,0} gobiernan el com-
portamiento de los valores C(s,t) de una opcién de compra (call eu-
ropeo). Muestre que esta ecuacién puede reducirse a la ecuacién de
calor mediente dos cambios de variables sucesivos.

(a) Sea s = Kexp(), t = T = 27/0” y C(s,t) = Kuv(z,7). La
ecuacion queda

0 0? 0
—UZ—U—l—()\—l)%—)\v, —o <z <oo, T>0.

y v(z,0) = max{exp(z) — 1,0}, con \ = 27/0>.
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(b) Hacemos

v(x,T) = exp (—%()\ — 1)z — i()\ + 1)27') w(x, T)

y la ecuacion anterior se transforma en

ow  O*w
= — —oco<x<oo, T>0.

ar  ox?’

con

w(z,0) = max {exp (%(A + 1)x) ~exp (%(A _ 1)55) ,o}

1.15 El teorema del valor medio

Recordemos primero el caso de una variable.

Teorema 8 (TVM en una variable). Si g: [a,b] — R es continua y
diferenciable en (a,b), entonces eziste ¢ € (a,b) tal que

9(b) = g(a) = f'(c)(b - a).

Mediante la Regla de la Cadena y el TVM en una variable podemos
probar la versién mas general

Teorema 9 (TVM para funciones R" — R). Sea f: D C R" — R difer-
enciable en un disco D C R", entonces dados p,q € R" existe ¢ perteneciente
al segmento que une p con q tal que

f(p) - f(@)=Df(c) (p—q)

Demostracion.
Ya que D es un disco, entonces si p, q € R™ entonces el segmento (1—¢)p+tq,
0 <t <1, pertence también al disco D. Considérese entonces ¢g: [0,1] — R
definida por

g9(t) = f(1 = t)p +tq),
que es diferenciable por ser composiciion de funciones diferenciables. Ademas
por el TVM en una variable real, existe ¢ € (0,1) tal que

9(1) = g(0) = g'(c).
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Figure 1.14: Contraejemplo al TVM para funciones a valores vectriales.

Calculando la tltima derivada por la regla de la cadena nos queda

g(c)=Df((1 —c)p+cq) - (p—q)

Como ¢(1) = f(p), g(0) = f(q), tomando ¢ = (1 — ¢)p + ¢q se obtiene el
resultado.

O

Observe que por tratarse de una funcion a valores reales, se puede escribir

f(p) = fl@)=Vf(c) (p—q)

Observacion 9. Desafortunadamente, el TVM que establecimos para fun-
ciones a valores reales no puede extenderse a funciones a valores vectoriales.
Considere como ejemplo, la curva mostrada en la figura 1.14: ningtin punto
de la curva el vector tangente es horizontal.

En el caso general de funciones a valores vectoriales, ya no se tiene una
igualdad del valor medio como en el caso de funciones a valores reales. Sin
embargo, existen algunas variantes que mencionaremos a continuacion.

Teorema 10. Sea f: D C R" — R™ diferenciable en un disco D C R",
entonces dados p,q € R"

rw-s@=( [ DI~ + 1) @) o
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Este resultado se puede interpretar como un TVM “promedio”

Demostracion.
Consideremos de manera analoga al caso de funciones a valores reales
g: [0,1] — R definida por
g(t) = fF(1 =t)p +tq),

por el Teorema Fundamental del Calculo,

1 1
o)~ 9(0) = Fp) = fla) = | ()it = [ DF(1-0p+ta) (b -
0 0

de donde se sigue el resultado.
O

Corolario 1. Sea f: D C R* — R™ diferenciable en un disco D C R".
Dados p,q € R", si

IDF(1=t)p+tp)| <M, 0<t<1
para cierta constante M > 0, entonces

1f(p) — f(@)l| < M|[(p—d)ll

Demostracion.
Basta aplicar la desigualdad de Banach

IDF((1=t)p +ta) - (p— )|l < [[DF((1 = t)p +tq)ll[[p — dl|
O

Proposicion 10. Sea f: D C R" — R™ diferenciable en un disco D C R",
k € R™. Dados p,q € R", entonces existe ¢ perteneciente al segmento que
une p con q tal que

(f(p) — fla)) k= (Df(c)-(p—a)) -k

Demostracion.
La funcién a valores reales fi(x) = f(x) - k, donde (-) denota el producto
interior usual, cumple con las hipétesis del Teorema 9, luego

fi(p) — fu(q) = Dfi(c) - (p—q)

pero (verifique)
Dfi(c) -h=(Df(c)-h)-k

—observe el distinto significado de (-)—. De aqui que se sigue el resultado [J
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Corolario 2. Sea f: D C R" — R™ diferenciable en un disco D C R™.
Dados p,q € R™, entonces existe una transformacion lineal A € L(R™ R™)
tal que

fp)—fl@)=L-(p—q)

Demostracion.

Consideremos la base canénica e;, 7 = 1,2,...,m de R™ y apliquemos la
proposicién anterior tomando sucesivamente k = e;. Observe que fo, = f;,
la j-ésima funcién componente, luego existe c; perteneciente al segmento
que une p con q tal que

fip) — fi(a) = Df;(c;) - (p —q)

La transformacion lineal A = (Ay, Ay, ..., A,,) € L(R",R™) se puede tomar
como A; = Df;(c;) € L(R™, R).

Observacion 10. En el dltimo corolario, observe que la transformacion lineal
A no concide necesesariamente con D f(c), para algin c entre p y q, ya que
los ¢; no son en general iguales.

1.16 EIl Teorema de la funciéon inversa

Los teoremas de la funcin inversa e implicita constituyen uno de los pilares
del céalculo diferencial. Ambos tienen multiples aplicaciones y conexiones
con otras ramas de la matematica. En esta secciéon enunciaremos el teorema
de la funcién inversa en una y varias variables. Comenzaremos por motivar
la version en una variable y gradualmente con ejemplos en varias —pocas—
variables.

Consideremos una funcién de una variable y = f(x). Nos pregunta-
mos bajo qué condiciones podemos “despejar a y en funcion de z”. En la
figura 1.15 se muestran dos ejemplos En el ambos casos la funcién es invert-
ible ya que y = f(x) es creciente, por lo cual la inversa x = g(y) estd bien
definida, lo cual es el significado preciso de “despejar® a 3”; sin embargo

3El término “despejar” sigue siendo ambiguo, por ejemplo, ;se puede despejar a x de
la ecuacion y = xe®?. La respuesta es no en términos de funciones elementales, como
polinomios, cocientes de polinomios (funciones racionales), raices (atin de exponentes frac-
cionarios) de funciones racionales, logaritmos o exponenciales. Puede uno simplemente
darle un nombre a la funcién inversa, digamos ¢ = LogExp(y) y mostrar sus propiedades.
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y y

Figure 1.15: La funcién inversa

en el segundo caso la inversa no resulta una funcion diferenciable ya que la
derivada de la funcién original se anula en un punto.

Teorema 11 (TFINV en R — R). Sea f: R — R de clase C'(R). Si
f(xo) #0 yyo = f(xo), entonces existen vecindades I, = (xo—0,x9+9) de
zo, 1y = (Yo—0",y0+0) de yo, y una funcion g: I, — I, tal que x = h(f(x))
para toda x € I, yy = f(h(y)) para toda y € I,,. Ademds, la funcidn g es

diferenciable en yy y
1

h,(yO) = f/<x0) :

FEjemplo 1.16-30. Sea y = ax, entonces si a # 0, entonces se puede despejar
x = a~'y. Observe que a = dy/dx.

Antes de proceder al siguiente ejemplo, mencionemos el siguiente resul-
tado util.

Lema 1. Sea f: R — R de clase C* en una vecindad de 0 y f(0) = 0.
Entonces f(x) = xh(x) con h continua en 0

Finalmente queremos saber el comportamiento de la funcién, si es mondtona, si es con-

tinua, sus derivadas, el rango de valores, etc. En este sentido, en el enunciado del teorema

de la funcién inversa, la existencia y la diferenciabildad de la funcién inversa es lo real-

mente importante, y no como se hace énfasis en los libros elementales, que la derivada de
dx 1

la inversa es dy = Erg
x
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Demostracion.
Por el teorema del valor medio

fx) = xf'(«”)

para algun z* entre 0 y x, luego * — 0 si x — 0. Sea h(z) = f'(x*), como f’
es continua entonces lim, o h(z) = f'(0) = h(0), asi que h es coninua en 0.

Ejemplo 1.16-31. La siguiente es una generalizacion no lineal del ejemplo
anterior: Sea
y =azr +r(x),

donde r(z) = zm(x), m es de clase C' y m(0) = 0. Entonces
x=a"y+k(y),

donde k(y) = yn(y), n es de clase C' y n(0) = 0.

Primeramente (justifique!) 7(0) = 7/(0) = 0, es decir, r comienza con
términos cuadraticos.

Sea f(z) = ax + r(z) entonces f es de de clase C'! en una vecindad de
0. Si a # 0, entonces existe una funcién x = g(y) definida para |y| < ¢’ con
rango |z| < 0, tal que

y=f(gy) =agly) +r(g(y))

o bien, si x = g(y)
z=a"y+k(y)

donde
k(y) = a™'r(g(y))

Como ¢(0) = 0, entonces k(0) = r(g(0)) = 0 luego k(y) = yn(y) para cierta
n(y) continuamente diferenciable. Ademas

n(0) = K'(0) = r'(9(0))g'(0) = r'(0)¢'(0) = 0.

Ejemplo 1.16-32. El siguiente ejemplo generaliza el anterior a mas dimen-
siones. Sean x,y € R" y considere la ecuacion

y = Ax + r(x),
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donde A € R™" es no singular; r(x) = xm(x), m es de clase C* y m(0) = 0.
Entonces

x = A"ty + k(y),

donde k(y) = yn(y), n es de clase C' y n(0) = 0.

El lector puede verificar que el lema 1, se generaliza a R", es decir, si
f:R® — R"™ es de clase C! en una vecindad de 0 y f(0) = 0; entonces
f(x) =xh(x) con h: R" — R es continua en 0.

En cierto sentido, el dltimo ejemplo muestra la esencia del TFIN: Si la
parte lineal es no singular en un punto, entonces la funcién es localmente
invertible en un entorno del punto.

En la direccion de dar una demostracion del TFINV y del TFIM para
funciones de varias variables, probaremos primeramente el TFin y basado en
ello daremos una prueba del TFIm. Primeramente veremos una propiedad
en norma, de una funcién lineal invertible, también llamada coercitividad

Proposicién 11. Sea A € L(R",R™). Si A es invertible entonces existe
k > 0 tal que para toda x € R",

kx| < [IA - x|

Demostracion.
Defina
k= inf{[|A-x[| | [[x[| =1}

Se afirma que m > 0, si A es invertible. En caso contrario, podriamos
encontrar una sucesiéon {x, } en R"™ de vectores unitarios, tales que ||A-x,|| <
1/n. Pasando a una subsucesién si fuese necesario, podemos suponer? que
X, converge a algin punto x* de norma unitaria. Por continuidad

Ax*=limA-x,=0

n—oo

asi hemos encontrado x* # 0 tal que A - x* = 0, una contradiccion.
Ahora, para x € R" arbitrario, naturalmente

<o G

4Aquiusamos el siguiente resultado del Andlisis que probaremos més adelante: Toda
sucesién en un conjunto compacto, tiene una subsucesiéon convergente. En este caso el
compacto es la esfera unitaria en R™.
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de donde por linealidad
klx|| < [JA - x]].

O

Recuerde que hemos definido una funcién de clase C'(D) si su derivadas
parciales existen y son funciones continuas en D.La siguiente es una forma
alternativa de ver a las funciones de clase C!, independientes de coordenadas.

Definicion 11. Una funcinio f: D C R®™ — R™, definida en un disco abierto
D, se dice de clase C' en D, si la diferencial Df: D — L(R™,R™) es con-
tinua.

Observacion 11.  Se puede dotar al espacio L(R"™, R™) de diversas normas,
de modo que tiene sentido hablar de la continudad de la diferencial vista
como funciéon del punto. Ante la eleccin de bases dicho espacio no es sino
R™ donde todas las normas son equivalentes.

Observacion 12. Sea e;, i = 1,2,...,n una base de R". Notemos que la
funcién eve,: L(R",R™) — R™, dada por L — L - e; es continua, ya que
evidentemente es lineal y por la desigualdad de Banach,

leve, - LIl = [IL - eif| < [|L][ |]eil]

se sigue la continuidad. La Derivada parcial se obtiene como la composicién
D;f = eve, 0 Df, es decir, D;f(p) = Df(p) - €;, asi recuperamos la definicién
anterior de funcién de clase C'. El reciproco es también cierto ya que D f(p)-
h=>" D;f(p)hi, es decir

n
Df=> Difm
i=1
donde 7: R™ — R son las proyecciones: w(h) = h;, para h € R", y D, fm; es
la multiplicaciéon de funciones a valores reales.
El siguiente resultado muestra como la diferencial aproxima linealmente
a la funcién en toda una vecindad donde la funcién se a de clase C*.

Lema 2. Si f: D C R*" — R™ es de clase C* en el disco B.(p) C D,
entonces dado € > 0 existe 6 > 0 tal que

1f(x1) = f(x2) = Df(p) - (x1 = X2)[| < ef|x1 — x|
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Demostracion.
Como f es de clase C!, escoja § > 0 tal que

1Df(x) = Df(P)lc@ngm) < e/m

De acuerdo al corolario 2 existe una transformacion lineal A € L(R™, R™) tal
que

f(x1) = f(x2) = A+ (x1 — Xx2)

luego

1/ (x1) = f(x2) = Df(p) - (x1 — x2)]|
(A= Df(p)) - (x1 =x2)[| < [[A = Df(p)l| lIx1 — %2l

en la demostracion del corolario 2, la transformacién lineal A se contruye
como

A= (Dfs(c1), Dfs(cz), ..., Dfmlcn))

donde c; son puntos contenidos en el segmento que une x; con X, en par-
ticular estdn contenidos en B,.(p) donde f es de clase C!,luego considerando
la norma 1 en L(R™ R™),

NE

IA=DfP)lle@nrm = ) lIDfi(c;) = Dfi(P)llL@nr

<.
I
—_

WE

[[Df(c;) — Df(p>||L(R”,Rm)

.
Il
-

NE

€
m

<.
Il
—

finalmente

1 (x1) = f(x2) = Df(p) - (1 = x2)[| < [[A = Df(p)l[ [[x1 = x| < €f[x1 = x|
O

Teorema 12 (TFINV débil). Si f: D C R" — R™ es de clase C' en el
disco B.(p) C D, y Df(p) es inyectiva, entonces existe § > 0 tal que la
restriccion de f al disco cerrado Bs(p) tiene inversa continua definida en la

imagen f(Bs(p)).
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Demostracion.
Como Df(p) es invertible, existe r > 0 tal que

r|[hf| < |[Df(p) - h] (1.15)

Por otra parte del lema 2 con € = r/2,

1F(1) = F(x2) = DF(P) - (1 = x2)l| < Sl — o
de la desigualdad del triangulo
IDF(P) - (x1 = x2)l| = [1£(x1) = (x|
< (£ (xa) = f(x2) = Df () - (1 = x2)]

r
|
por lo tanto
r
1Df(p) - (x1 = xa)l| < Slx1 = xof[ +[If (1) = Fxa)],

y aplicando la desigualdad 1.15 con h = x; — x5, obtenemos
r
rllx = x|l < |IDf(p) - (1 = x2)[] < Sllx1 = 3ol +[If(x1) = flx2)ll;

de donde ,
§HX1 — Xof| <[ f(x1) — f(x2)]]

lo cual muestra que la funcién es inyectiva, ya que si X; # Xy entonces

fxa) # f(x2).

La continuidad de la inversa se sigue de las siguientes propiedades que
seran justificadas en la segunda parte de estas notas:

Proposiciéon 12. Sea f: K C R" — R™ continua con K compacto. Si f
tiene inversa g: f(K) — R™ entonces la inversa es una funcién continua.

Ul
El teorema anterior muestra que el sistema de ecuaciones
1 = filx, 2o, .., 2),
Y2 = f2(x17x27 e wxn)?

Yn = fm(xlax% cee 7xn)7
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y donde q = f(p), tiene una solucién tinica

Ty = hl(y17y2>"'7yn)7
To = h2<y17y27"'ayn)a
(1.16)
Tp = hn(ylay27"'7yn)a
siempre que el determinante del jacobiano
8(y1)y27 B 7y7‘b>
O(z1,x9,...,2y)
sea distinto de cero en p = (p1,p2,...,Pn), ¥y Para (x1, T, ..., x,) suficiente-
mente proximo de (py, pa, ..., p,). Ademads la solucién 1.16 depende contin-
uamente de (y1, ¥y, .., Y,) en un entorno de q. El teorema, sin embargo, no
dice nada acerca de la estructura de los puntos imagen, es decir en que rango
es posibe variar (y1, Y2, - . -, Yn), por ejemplo los puntos imagen podrian estar

en algin conjunto que no fuese abierto.

Ejemplo 1.16-33. La funcién f: R? — R? f(xy,15) = (21 + 29, e51772),
tiene por imagen
{(1,02) | g2 ="}

que no es abierto en R?,

Ejemplo 1.16-34. Considere la funcién en R* — R

el (1) £ (0,0),
f(l’,y) - { Sy si (g;’y) = (0,0)

Las derivadas parciales en el origen son:

1 1 A3
Dif(0,0) = lim—f(h,0) =755 =1,
o1 1 —k3
Dy f(0,0) = }clg%zf(oak)zéﬁz—7

Cosidere ahora la funcién F': R? — R? definida como F(x,y) = (f(x,y),z +
y). La matriz Jacobiana en el origen es

(4)
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Figure 1.16: Imagen del disco y el cuadrado unitario bajo la funcién F' del
ejemplo 1.16

que evidentemente es no singular, pues el determinante es 2. Sin embargo en
la figura 7?7 se muestra, en la columna izquierda el disco y el rectangulo de
lado 1 con centro en el origen y en la columna derecha sus imagenes bajo F,
como se puede apreciar las imagenes no son vecindades de F'(0,0) = (0,0),
pues no existe un disco con centro en (0, 0) contenido en la imagen, en ningin
caso.

Otro inconveniente del teorema anterior, es que se busca tener resultados
sobre la diferenciabilidad de la funcién inversa. La primera dificultad es que
la imagen f(Bs(p)) deberia ser al menos una vecindad de f(p) para poder
hablar de la diferencial de la inversa; la segunda dificultad es probar que en

efecto la inversa es diferenciable.

Debido a que la demostracion de este resultado es un tanto mas com-
plicada que la demostraciéon del teorema més débil 12, dejaremos la de-
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mostracion para el siguiente capituo que puede ser opcional en una primera
lectura, sin embargo daremos ahora el enuciado preciso. En lo que sigue
preferiremos desarrollar con mas detalles ejemplos concretos e ideas mas in-
tuitivas.

Teorema 13 (TFINV). Sea f: D C R™ — R™ de clase C* en un disco
B,(p) C D. Si Df(p) es invertible, entonces:

1. Existe un disco Bs(p) C B,(p) tal que la imagen V = f(Bs(p)) es una
vecindad de f(p).

2. La funcion inversa g: V. — R"™ existe y es continua

3. Siy € V es un punto interior de V, con'y = f(x), entonces g es
diferenciable en'y con derivada

Dg(y) = Df(x)"".

En la practica, el analisis de una transformaciéon f: R™ — R"™ comienza
con calcular el conjunto singular donde la diferencial no sea inyectiva y su
imagen, los valores criticos. Asi, fuera del conjunto singular y de los valores
criticos, el TFIN garantiza la existencia de una inversa local que ademés es
diferenciable. Vamos a precisar

Definicién 12. Sea f: R" — R" diferenciable. Se dice que x € R" es
un punto critico de f, si Df(x) € L(R™,R™) no es invertible’. Un punto
y € Im(f) C R™ es un valor critico, si es la imagen de un punto critico, en
caso contrario se dice que es un valor regular. Los puntos donde Df(x) es
wnvertible se llaman puntos regulares.

El conjunto de puntos criticos de [ se llama el conjunto de singularidades
de f, o conjunto singular y se denota por

Yf={xeR"| Df(x) es singular}.

Ejemplo 1.16-35. FEl cambio de coordenadas polares a cartesianas

T = rcosf
y = rsinf (1.17)

SRecuerde que para una transformacién lineal son equivalentes las propiedades de ser:
(a) inyectiva <, (b) suprayectiva, < (c) invertible, < (d) determinante distinto de cero
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puede considerarse como una funcién 7': R?*(r, §) — R3(z,y). Como es usual,
distinguimos el dominio y el contradominio por las coordenadas y llamamos
a (r,0) el plano polar y (z,y) el plano cartesiano.

El determinante de la matriz jacobiana es

cos —rsinf
sinf rcosf

‘ B r

de donde el conjunto de singularidades es el eje » = 0, en el plano polar.
La imagen del conjunto singular es el origen en el plano cartesiano, ya que
2 +y? =12

Fuera del conjunto de singularidades la funcién es localmente invertible
con inversa diferenciable. En la figura 1.17 se muestra la imagen de los
rectdngulos [0, 1] x [0,7] y [0, 1] x [0,27]. Ambos tienen una arista sobre el
conjunto singular r = 0 del plano polar la cual se mapea en el origen, la arista
derecha r = 1, se mapea en cada caso a la semicircunferencia exterior o la
circunferencia completa, respectivamente. Observe también que las aristas
horizontales [0,1] x {0} y [0, 1] x {27} del rectangulo mayor, se aplican ambas
sobre el rayo 0 < x < 1, y = 0 del plano cartesiano. Esto muestra una difi-
cultad de las coordenadas polares para representar de manera tnica puntos
en el plano cartesiano. En el ejericio (7) se muestra una manera de lidiar
con esta dificultad, esencialmente identificando 6 con 0 4+ 27k, cuando k sea
cualquier entero. Esta manera de pensar obliga a pensar a la transformacion
como una funcién

f:[0,00) x St — R?

donde [0,00) x S es un cilindro, el producto cartesiano de un intervalo con
la circunferencia de radio 1. Esta manera de pensar nos lleva a rehacer el
calculo para funciones de la forma f: M — R donde M es alguna superficie
en RP de dimensién n.

En la figura 1.18 se muestra la imagen bajo la transformacién polar en
la vecindad un punto (r,6) = (0,7/4) sobre el conjunto singular en cambio
en la figura 1.19 se muestra la imagen de un pequeno rectangulo en una
vecindad de un punto regular (1,7/4) en el plano polar y su imagen en el
plano cartesiano. En la figura 1.20 se muestra la imagen de un rectangulo
mas grande que toca al conjunto singular, su imagen en el plano cartesiano
revela que la funcién no es biyectiva en esta vecindad.

Esto tltimo muestra que el TFIV garantiza bajo las hipotesis adecuadas
, la existencia de la inversa pero sélo localmente.
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Figure 1.17: Imagen bajo la transformacién polar 1.17 de dos rectangulos de
base unitaria y alturas 6 = /2, 2.
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Figure 1.18: Imagen bajo la transformacién polar 1.17 de un rectangulo
alrededor de (0,7/4) en el plano polar y su imagen bajo la transfor-
macion 1.17.
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Figure 1.19: Imagen bajo la transformacion polar 1.17 de un pequeno
rectangulo mayor alrededor de (1,7/4) en el plano polar y su imagen bajo la
transformacion 1.17.
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Figure 1.20: Imagen bajo la transformacién polar 1.17 de un rectangulo
mayor alrededor de (0,7/4) en el plano polar y su imagen bajo la transfor-
maciéon 1.17.
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Ejemplo 1.16-36. El cambio de coordenadas esféricas a cartesianas

= rsinfcosp
= rsinfsiny
z = rcosf

puede considerarse como una funcién 7': R3(r, 6, p) — R3(x,y, z). Analice-
mos la invertibilidad de la derivada DT'(r, 8, ¢) mediante la matriz Jacobiana

dz Oz Oz

or 96 op sinfcosy rcosfcosp —rsinfsing

9y oy oy | _ | : . .

R sinflsiny rcosfsingy rsinfcosp
z z z — 1

o n = cosf rsin 6 0

cuyo determinante es r2sinf, por lo tanto si r # 0 y § # kr para algtin k
entero, la diferencial es invertible. Observe que los valores criticos constituyen
el eje z en el espacio cartesiano, ya que

2% +y? =r’sin® 6

Por el teorema de la funcién inversa, fuera del conjunto singular es posible
despejar a (1,0, ) en funcién de (z,y,z). En este caso esto es posible con
algin esfuerzo pues hay que manipular formulas no lineales, sin embargo la
derivada de la funcion inversa se puede calcular ain cuando no se conozca
explicitamente la funcién inversa:

sinfcosy rcosfcosyp —rsinfsing
sinflsiny rcosfsiny rsinfcosp
cos 6 —rsinf 0

1.17 El teorema de la funcién implicita

Consideremos la curva de nivel f(z,y) = ¢y un punto sobre ésta: f(zq,yo) =
c. Nos preguntamos bajo qué condiciones es posible ver esta curva como la
grafica de una funcién y = ¢(z).

Ejemplo 1.17-37. Considere la curva 22 +y* = 1. Alrededor del punto (1,0)
sobre la curva se puede despejar a y:

y==+VvV1—2a2
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X

Figure 1.21: La curva f(z,y) no es la grafica de una funcién y = ¢(z).

donde el signo =+ significa que debemos elegir una rama de la raiz cuadrada,
en este caso elegimos el signo més pues queremos que la graéfica de y = ¢(x)
satisfaga 1 = ¢(0). Claramente la funcién ¢(z) = v/1 — 22 sélo esta definida
y es diferenciable en (0,1). Esto muestra que no podemos espera que la
funcion ¢ esté definidas sino en un entorno de xy.

Geométricamente, serds posible despejar a y en funcién de x cuando toda
recta vertical cercana a x = xj corte a la curva de nivel f(z,y) = ¢ en un solo
punto, es decir la curva no se doble sobre si misma como en la Figura 1.21

Observe que si ocurre un doblez, la tangente a la curva es vertical y por
lo tanto el gradiente es horizontal. Como

of o
Vi = (.50

la tangente a la curva es vertical precisamente cuando g—i = 0. Este resultado
estd contenido en el Teorema de la Funcién Implicita (TFIm)para funciones
de una variable real.

Teorema 14 (TFIM en R — R). Sea f(z,y): B,(zo,90) C R? — R de
clase C en B,.(zo,v0), v f(x0,v0) = c. Si

0
a—g(xoayo) # 0

entonces existe una funcion diferenciable

¢: (zo — 0,20 +6) — (yo + 9,90 + 9)



72 CAPITULO 1. CALCULO EN VARIAS VARIABLES

tal que
[z, 0(x)) =c

Y viceversa,
f(!E,y)ZC, |$—IL'()|<5, |y_y0|<(S

implica que y = ¢(x). Ademds

of
o) =~ B

af '
a_y(xa ¢(y))

FEjemplo 1.17-38. Considere el sistema lineal

ar+by+cz = 0,
dr+ey+ fz = 0

el cual “tiene una variable libre”. Con més precisién, si
Ay =ae—bd # 0
entonces se puede escribir

ar +by = —cz,
de+ey = —fz

y para cada z se obtienen valores unicos de x y y; en otras palabras existen
funciones = = ¢1(x), y = 11 (2) que satisfacen el sistema

ap1(z) + bip1(2) +cz = 0,
dp1(z) +ei(2) + fz =

para toda z € R. Las funciones @1, 15 se encuentran explicitamente, usando
la regla de Cramer, como

=) = T (= EU D2

Observe que ¢1(0) =0y 11(0) =0
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Ejemplo 1.17-39. Considere el mismo sistema lineal que en el ejemplo an-
terior

ar +by+cz = 0,
dr+ey+ fz = 0
pero suponga ahora que
As=af —cd#0

entonces se despejar a z, z en funcion de y,

o= pale) = W)

(—ae+bd)y
af —cd '

af —cd

es decir

aps(y) + by + cba(y) = 0,
dps(y) +ey + fialy) =

para toda y € R.

Ejemplo 1.17-40. Para el mismo sistema que en el ejemplo anterior, si
A3 =bf —ce#0

entonces es posible despejar a a y, z en funcién de z.

Ejemplo 1.17-41. Considere la versién no lineal del ejemplo (1.17),

ar + by + cz +r(x,y,z) = 0,
dr +ey+ fz+s(z,y,2) = 0

donde ae — bd # 0, y donde r, s son funciones continuamente diferenciables
tales que 7(z, y, 2) < k(|z|>+y|*+2]?), s(z,y, z) < K (|z|*+|y[*+|z|*), para
ciertas constantes k, k' y para (z,y, z) suficientemente pequeno. Inspirados
por el caso lineal y notando que x = y = z = 0 satisface el sistema, podriamos
conjeturar que existen funciones ¢1(z), ¥1(z) diferenciables, definidas para
|z| <6, tales que p(0) =0,4(0) =0y

ap1(z) + b1 (2) + cz +r(p1(2),¥1(2),2) = 0,
dp1(z) +er(2) + fz + s(p1(2),¥1(2),2) = 0
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para toda z. Si tal es el caso, observe que derivando respecto de z,

apy(z) + by (2) + cz+
e (91(2), ¥1(2), 2)@1(2) + 1y (@1(2), ¥1(2), 2)P1(2) + 72 (91 (2), ¥ (2),2) = 0,
dpy(2) + ey (2) + fz+
82(1(2), ¥1(2), 2)91(2) + 5,(91(2), 11 (2), 2)P1(2) + s:(p1(2), 91 (2),2) = 0,

y evaluando en z = 0 y recordando que ¢;(0) = 0, ¥, (0) = 0, obtenemos

agy (0) + b1 (0) = 0,
di (0) + ey (0) = 0,

de donde podemos obtener

— b — d
A= CED gy - Cel D
es decir
— b — d
r=pi(z) = 7( azejbdf)z +os y=i(z) = 7( aif—+bcci )Z

donde (- - ) significa términos de orden 2 en adelante.

Teorema 15 (Teorema de la funcién implicita). Sea F': R"xR™ — R™,
de clase C* en un disco alrededor de (a,b) € R" x R™. Si F(a,b) = c y
DyF(a,b) € L(R™ R™) es no singular, entonces eziste p: Bs(a) C R" —
V C R™ tal que V' es una vecindad de b, p(a) =b y

F(x,p(x)) =c
para toda x € Bs(a). Ademds ¢ es diferenciable en Bs(a) y su derivada es
Dy(x) = —DyF(x,0(x)) " o D1F(x, p(x)) (1.18)
En otras palabras, las soluciones de la ecuacion
F(x,y)=c

cercanas de una solucién (a,b) se pueden parametrizar diferenciablemente
como y = p(x).
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Observacion 13. Observe la estructura de la composicién en (1.18) (omiti-
mos el punto de evaluacién):

Rm

DV \DgFl
D

R” 4 R™

Observacion 14. Un resultado similar se aplica para F': R” x R™ — R", de
clase C' en un disco alrededor de (a,b) € R" x R™. Bajo la condicién de
que F(a,b) = ¢y DiF(a,b) € L(R",R") sea no singular, entonces existe
Y Bs(b) CR™ — U C R" tal que U es vecindad de a, ¥(b) =ay

F((y),y)=c
para toda y € Bs(b). Ademds v es diferenciable y

Di(y) = =DiF(Y(y),y) "o D2F((¢(y),y))-

en otras palabras, el siguiente diagrama conmuta:
Rn

DV Ylp_l
Dy

R™ NG

Ejemplo 1.17-42. Retomemos el ejemplo (1.17).

~—

ar +by +cz+r(x,y, 2
dr +ey+ fz+s(v,y,2) =

donde r, s son funciones de clase C! de orden cuadratico en el origen, i.e.
Ir(z,y,2)| < k(2? + y? + 2?) para (z,y, z) préximo de cero.
Para aplicar el TFIM, reformulemos el problema como sigue: Sean

Fl(Za(Iay)) = az+by+cz+r(x,y,z),
F2<Z,(.T,y>) - /{:x—i—my—l—fz—i—s(x,y,z)

es decir, F': R(z) x R*(z,y) — R? con F = (Fy,F,) y F;: R? — R, para
i = 1,2 [suponemos sin pérdida de generalidad que dichas funciones estén
definidas para toda (z, (z,y)) € R x R?, aunque solo es necesario que estén
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definidas en un entorno de (0, (0,0))]. Como 7, s son de orden cuadrético,
(0, (0,0)) es solucién del sistema

Fi(z, (z,y) = 0,
F2(Z7($7y)) =

Claramente F es de clase C' en un entorno de (0, (0,0)). Procedamos con el
andlisis, por un lado Do F(20, (z0,y0)) € L(R?,R?), luego

DQF(207 ('r07y0)>'(dxady) = (D2F1(07 (070)) ’ (dl‘7dy))D2F2<0a (070)) : (dxvdy»

donde®
D2F1(07 (07 0)) ’ (dxa dy)
8F1 8F1
= —(0,0,0)d —(0,0,0)d
ax(7=)x+ay(>7)y
— adz+ bdy + 22(0,0,0)dz + 20,0, 0)d
- y ax » ay » 3/
= adx + bdy
y

Dy F5(0,(0,0)) - (dz, dy)
)2 OF,
= o (0,0,0)dz + o (0,0,0)dy
= kdx+md +@(000)dx+%(000)d
- ?/ a.T » ay » y

= kdr+mdy

por ser r, s de orden cuadratico. Por lo tanto

b d
Dy F (20, (z0,%0)) - (dz,dy) = (adx + bdy, kdz + mdy) = (Z m) (di)

es decir la matriz asociada a Dy F (2, (79, 30)) en la base canénica de R? es

(Do F (20, (20, 0))] = <a b)

kK m

50bserve como identificamos F;: R x R2 — R con una funcién F;: R? — R, es decir
identificamos (z, (z,y)) con (z,z,y).
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por lo cual, la condicié para poder despejar a x,y en funciéon de z es precisa-
mente

a b
k' m

40

Ejemplo 1.17-43. Sea F: R?* x R? — R? definda para x = (z1,75), y =

(y1,y2) por
F(x,y) = (:1:? + Xox1 + Yo, T1Y2 + :z:% — ).

JPara cudles puntos (x,y) se puede resover la ecuacién F(x,y) = 0 para x
en términos de y?
Sean

Fi(x,y) = I?+$2I1+y2a
B(x,y) = xzy+a5—uy

Necesitamos calcular la diferencial parcial

oF
&(XO,YO) € L(R? R?)
que se representa la matriz 2 x 2,
OF OF
Ory Oxy | (3ai+xy a1
o, oF |\ w o
61’1 6$2

Por lo tanto, si 225(32% + z3) — z1y1 # 0 se puede despejar a x = (1, 72) en
funcién de y = (y1,y2) en un entorno del punto.

1.17.1 Aplicaciones

Mecéanica

El estado de movimiento de una particula en un potencial gravitacional New-
toniano se puede describir por su energia y momento angular

1 1
e=—|[v]P-——, h=xxv
2 1|

que son constantes de movimiento, i.e. permanecen constantes todo el tiempo.
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La pregunta es como describir todos los posibles estados de movimiento
con el menor nimero de parametros.
Para comenzar definamos

F(ﬂfl,l’g,l‘g,vl,vz,vg) - (eahbh‘QahS)

donde e y h; son la energia y las componentes del momento angular. Por
ejemplo, si fijamos la energia e = ¢y y el momento angular h = hy, solo pode-
mos esperar despejar cuatro variables del total de seis: (x1, 22, g, v1, Vo, v3).
Veamos cuando se puede despejar la velocidad v y x3 en funcion de zq, x»:
Para ello debemos verificar que el siguiente discriminante

Oe e Oe e
vy  Ove Ovsy Oug
Ohy Ol Oh1  Ohy

A3 _ | Oui Ovz Ouvz Ou 7& 0
Ohy Ohy Ohy  Ohy

ovy Ovg Ovs Ovy

Ohs  Ohy Ohy  Ohy

61)1 avz 81}3 3’1)4

El lector debera verificar que el determinant anterior es
Ag = —h3 (X : V)

Por lo tanto, si la componente en la direccién z del momento angular es
distinta de cero y la velocidad no es perpendicular al vector de posicién,
entonces es posible despejar a v y a x3 en funcion de x1,x5.Una pregunta
de interés es entonces determinar la regién de Hill, es decir la region en el
plano z1, x5 que sea compatible con los valores de energia y momento angular
dados. Por ejemplo, de la ecuacién de la energia se deduce que

L l[v1]|? + ! >0
—||vl|[*=e+ — >
2 [I[]

por lo tanto, si e < 0 la region de Hill en x es la esfera

1
x| < ==
e

menos el origen. Si e > 0 la regién de Hill en x es todo R?\ {0} En el plano

r1—T9 sucede que
2 2 1
i+ 23 < |[|x]] < .

y la region de Hill en el plano x;—x5, para e < 0, estd contenida en el disco
de radio —e~! menos el origen. En la frontera del disco v = 0 por lo tanto
no podemos aplica el teorema de la funcién implicita.



1.18. DERIVADAS PARCIALES DE ORDEN SUPERIOR 79

1.18 Derivadas parciales de orden superior

En esta seccion estudiaremos las diferenciales de orden superior. Para ello
consideremos una funcién f: R”™ — R™ diferenciable en un disco B,(xqo) C
R™. La diferencial es una funcion

Df: B,(xo) C R* — L(R",R™).

Mencionamos anteriormente que L(R"™, R™) constiuye un espacio vectorial en
si mismo, por lo que tiene sentido preguntarse sobre la diferencial de D f en
un punto, digamos xy. En caso de existir tendriamos

D<Df)(XO) S L(Rn7 L<Rn7 Rm))

Definicién 13. Sea f: R™ — R™ diferenciable en un disco B,(x¢) C R".
Decimos que f es dos veces diferenciable en xq, si Df: B.(xg) — R™ es
diferenciable en Xq.

El espacio vectorial L(R", L(R™,R™)) parece tener una estructura compli-
cada, por ello vamos a hacer una disgresion sobre las funciones multililneales
que al final nos permitira identificar la diferencial de orden k£ en un punto
con una funciéon multilineal.

El espacio de funciones multilineales

Definicién 14. Fl espacio de funciones multilineales en k arqgumentos vec-
toriales en R™ a wvalores en R™, o brevemente k—multilineales vectoriales,

€s
Li(R", R™) = {B: R >R | B es muzmmeaz}

Los espacios L(R", L(R",R™)) y Lo(R™ R™) se pueden identificar de
manera canénica, vgr. existe. En efecto, si B € L(R", L(R",R™)) definamos
B como, R

(B-x) y=B-(xy)
Dejamos al lector probar que la aplicacion
L(R", L(R™, R™)) B=& L,(R", R™)
es un isomorfismo lineal (i.e. es lineal y biyectiva).
k—factores

De manera andloga, los espacios L(R™, L(R", ..., L(R™, R™))y Li(R", R™)

se pueden indentificar de manera canénica mediante el isomorfismo
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k— factores B—B n m
L(R", L(R",..., L(R", R™)) — ~ Le(R",R™)

donde, .
(- ((B-x1) Xa) - )xp = B - (x1,X,...,Xp)

Observacion 15.  En consonancia con la notacién A - h para denotar la eval-
uacion de una transformacién lineal A en un vector h, denotaremos por
B-(h, k) la evaluacién de la transformacién bilineal B en la pareja de vectores
(h,k). Andlogamente B(hy, hy,... h;) denota la evaluacién de la funcién
multilineal B.

En el conjunto Lix(R"™,R™) estan definidas las operaciones de suma y
producto por un escalar, de modo que es un espacio vectorial sobre los reales.

Se puede también dotar de una norma a Li(R™ R™) definiendo

1] = sup{B(hy, hy, ... . hy) | || = [[xef| = -~ = |[xl[ = 1} (1.19)
con lo cual se satisface la desigualdad de Banach:
|B(hy, hy, ... hye)|| < [[hy] [[hof| - - |[ly]]

Por supuesto se puede probar que el supremo en (1.19) existe por tratarse
de funciones multilineales en espacios vectoriales de dimension finita.

Definicién 15. Una funcion B(hy, hy, ... hy) se dice simétrica, si
B(h,, . h,,,....h, )= B(h hy,... hy)
para cualquier permutacion (01,09, ...,0%) se los indices (1,2,...,k).
Por ejemplo, una funcién bilineal es simétrica si B(x,y) = B(y, x).

Proposicién 13. Si f: R" — R™ es 2 veces diferenciable en xo entonces
D(Df)(x0) es una funcion bilineal simétrica.

1.18.1 Derivadas de orden superior

Definicién 16. Sea f: R™ — R™ diferenciable en un disco B,(xq) C R",
si Df: B.(x¢) — R™ es diferenciable en Xq, la diferencial de orden dos se
define como la funcion bilineal

—

D? f(x0) = D(Df)(x0).
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Si
DD(D(-D f)--): By(xs) — L™, - L(R", R™)

es diferenciable en Xo, entonces la diferencial de orden k se define como la
funcion k-multilineal

—

D*f(x0) = D(D(D(---DJ)---))(x0)-

En otras palabras

3
)
=
£
g
g
—
|

D?f(xo) - (h, k)
(D(D(Df))(x0) -h) - k)m = D’f(xo) - (b, k,m),
etc.

El siguiente resultado nos permite calcular de manera efectiva la segunda
diferencial

Proposicién 14. Sea f: R* — R™ continuamente diferenciable en un disco
B, (x¢) y dos veces diferenciable en xo. Para h € R" defina fi,: B.(X9) C
R™ — R™ como

f(x)=Df(x) h
entonces fi es diferenciable en xqg y para k € R™ se cumple que
Df(x0) -k = D*f(xy) - (b, k)
Corolario 3. Sea f: R" — R™, r: R — R"™. Bajo las hipotesis apropiadas,

%am»thvu®wuﬁ»m

Demostracion.
Por la regla de la cadena

d d
GPIx0) h = (5D7(0)) b

= (DDf)(x()-r'(t) - h
D*f(x(t)) - (x'(), h)



82 CAPITULO 1. CALCULO EN VARIAS VARIABLES

Corolario 4. Sea f: R" — R™, r: R — R". Bajo las hipotesis apropiadas,

LD () (0,10 = D (x(6) - ((0). b, K)

Ejemplo 1.18-44. Considere la funcién f: R® — R, f(x1, 72, 23) = 11279 —
Toxs + x3x1. Sean h = (hy, ho, hs), k = (k1, ko, k3), entonces

,_Of, 0f, 0
fh — 8—th —+ a—xf2h2 —+ 8—‘53}13 = h3<$1 — 1’2) + hf2(x1 - I‘g) + h1($2 + x3)
de donde

D2f(CL, b, C) . ((hl, hg, hg), (kl, ]{32, kg)) = (hg +h3)]€1 -+ (hl — hg)k'g + (hl — hg)k;g
(néte que D? f(a,b, c) no depende de (a, b, c))

Ejemplo 1.18-45. Sea f: R? — R? f(x,y,2) = (3xy?, 2* — 23). Sean h =
(hl, hg, hg), k = (k?l, k’g, k‘3) entonces

fi.= (3y*hy + 62yhy, 32°hy — 32°h3)
de donde
D2f<a7 b7 C)-((h]_7 h?a hg), (k]_, kz, k3)) - (6bh2k]_ + (6bh]_ + 6(1]’1,2)]{,’2’ G(Ghlkl J— Chgk?)))

Proposicién 15. Sea f: R" — R™ de clase C* en un disco B,(xq) C R™.
Sea fu(t) = f(xo + th), entonces en el desarrolo de Taylor de fy(t),

t2
() =a+tb+ §c + Rs,

a= f(xo), b= Df(xo) - h, c = D*f(xo) - (h,h).

Demostracion.
Evaluando f,(0) y fi,(f) obtenemos

fm(0) = f(x0),
L) = Df(xo+th)-h (1.20)

en particular,
fa(0) = Df(xo) - h
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derivando una vez més (1.20) respecto de ¢, obtenemos del Corolario (3),
n(0) = D*f(xo) - (b, h)

El resultado anterior nos permite calcular la forma cuadratica D? f(xg)(h, h).
El siguiente resultado nos permite recuperar la forma bilineal

Proposicién 16. Sea B: R" xR™ — R™ bilineal simétrica, Q(x) = B(x,X),
entonces

B(x,y) = - (Q(x+y) - Qly) - Qx)).

DN | —

Ejemplo 1.18-46. Calcule la segunda diferencial de f: R® — R, f(xy, o, x3) =
T1Te — Toxy + x3x1 en el punto (a,b,c).
Tenemos

f(hl,hg,hg)(t) = (CL —I— hlt)(b —|— hgt) —|— (a —f- h1t> (C —|— hgt) — (b —|— th) (C —|— hgt)
Expandiendo en serie de Taylor a orden 2 se obtiene

f(h1,h27h3 (t) = (CL(b + C) - bC) + (CL(hl + h?)) + b(hl - h3> + C(hl - h2))t
+ (hi(hg + hs) — hohs) t* 4+ O(?)

si denotamos por B la forma bilineal D?f(a,b,c) y por @ la correspondiente
forma cuadratica, entonces

Q(h1,ho, hg) = 2 (hi(ha + h3) — haohsg)
luego
B((hy, ho, h3), (hi, ho, h3)) = (ha + h3)k1 + (h1 — h3)ko + (h1 — ha)ks.

ahora podemos generalizar la

1.18.2 El teorema de Taylor

Las diferenciales de orden superior permiten aproximar los valores de una
funcion en un entorno de un punto x; y es la generalizacién para funciones
de una variable real.
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Teorema 16 (Teorema de Taylor). Suponga que f: R" — R™ tiene difer-
enciales continuas de todos los ordenes hasta el k y que ademds posea difer-
encial de orden k + 1 en un disco B,(xq). Entonces

f(xo+h)=
%0) + D (x0) + 5D (ko) - (b, 1) + 3:D°F(x0) - (., )

1
+"'+EDkf(Xo)‘(h:h>'“ ,h) + Ry,

donde el residuo Ry depende de x¢ y h. Especificamente

1

Rk (x0, h) = (k+1)!

Dk+1f(XS) ’ (ha h, - 7h)

para algun punto xi contenido en el segmento que une Xy con h.

1.19 Maximos y minimos de funciones de varias
variables

En esta seccién abordaremos el problema de determina cuando una funcién
real de varias variables posee un minimo o un maximo (valor exremo). Obvi-
amente habremos de considerar funciones a valores reales pues habremos de
comparar distitintos valores de la funcion, cosa que es imposible en funciones
a valores vectoriales. Existe sin embargo un concepto de optimalidad que
en cierta forma balancea valores antagonicos llamada otpimizacion de Pareto
pero que no habremos de considerar en estas notas, sino de pasada.

Para funciones de una variable real, (a) un punto extremo en un punto
interior del dominio es un punto critico, i.e. la primera derivada se anula,
ademas, tratandose de un punto critico, existen dos criterios para determinar
si tal punto critico es extremo: (c) el cambio de signo de la primera derivada
0, (c) el signo de la segunda derivada en el punto critico, si esta existe.

Para funciones de dos o mas variables, el criterio (a) se generaliza para
mas variables.

Definicién 17. Sea f: R"™ — R"™ decimos que f tiene un mdximo (resp.
minimo) local en xq si f(xo) > f(x) (resp. f(x0) < f(x) para toda x en un
disco B,(x0) C R".
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Ejemplo 1.19-47. La funcién lineal f(z) = x+1, z € [0, 1] tiene un minimo
y un maximo en los extremos del invervalo y la derivada es siempre postiva.
En cambio la funcién f(x) = z(1 — x) tiene un méaximo en un punto interior
x = 1/2. Observe que en este caso f'(1/2) = 0.

Definicién 18. Un punto x € D C R" se dice interior, si existe un disco
B.(x) C D.

Proposicion 17. Sea f: — R"™ una funcion diferenciable en U C R™. Si f
tiene un extremo en un punto interior de U, xq, entonces D f(xg) = 0.

Demostracion.

Sea r tal B,(x) C U y sea u un vector unitario cualquiera. El segmento
r(t) = xo+ tu esté contenido en D para [t| suficientemente pequetio, pues X
es punto interior. De la hipdtesis se sigue que la funcion real de una variable
real ¢(t) = f(r(t)) tiene un maximo en t = 0, por lo que su derivada se anula
en t = 0. Por la regla de la cadena:

0=¢'(0) = Df(r(0)) - x(0) = Df(x0) - u

y como u es arbitrario, entonces D f(xg) =0 O

El teorema anterior nos da condiciones necesarias para la existencia de
un méximo (o minimo) en un punto interior, lo que queremos es un criterio
suficiente para determinar si un punto critico es un maximo o minimo.

Para comenzar, la situacion es un poco mas complicada que para fun-
ciones de una variable real pues a partir de un punto xg, la funcién puede
aumentar en unas direcciones o disminuir en otras o de plano mantenerse con-
stante. En la Figura 1.22 se muestran las graficas de dos funciones z = f(x,y)
en un entorno del punto critico (0,0).

1.19.1 Clasificacion de formas cuadraticas

Comencemos por clasificar funciones f: R" — R de orden cuadratico con un
punto critico en el origen, vgr.,

f(x) = Ax + B(x,x)

donde B es una funcién bilineal y por lo tanto B(h,h) = O(h). Por definicién
A = Df(0) = 0, asique estamos considerando una forma cuadética f(x) =
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Figure 1.22: Puntos criticos de funciones z = f(x,y).

B(x,x). En términos de la base canénica §;, i = 1,2, ...,n podemos escribir
por bilinealidad

B(X, X) = zn: xszB((s,, 5]) = zn:l‘z zn: Bijxj
i=1 j=1

4,j=1

donde la matrix de coeficientes B = (B;;) es simétrica. Si los elementos
x € R" se representan por vectores columna, entonces se puede escribir en
forma compacta

B(x,x) = x' Bx.
El siguiente resultado de algebral lineal sera muy 1til para nuestro andlisis.

Teorema 17. Sea B € R™"™ una matriz simétrica. Entonces existe una
matriz ortogonal Q) € R™™™ tal que

Q"BQ =D
donde D es una matriz diagonal. Las columnas de ) forman un conjunto

ortonormal de vectores propios de B.

FEjemplo 1.19-48. La matriz simétrica

2 V2

B =
N
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se diagonaliza mediante la matriz ortogonal

en efecto

Q"BQ =

Por supuesto, si conocemos solo la matriz simétrica la pregunta es cémo
calcular (). El siguiente resultado muestra que vectores propios correspondi-
entes a valores propios distintos son ortogonales:

Proposicion 18. Sea B simétrica. Si \i,e1, A1, €1 son parejas de valores y
vectores propios asociadas a valores propios distintos, entonces e, y ey son
ortogonales.

Demostracion.
Multipliquemos las ecuaciones

Bel = >\17
BeZ = )\27

la primera escalarmente por e; y la primera por eq; al restar se obtiene
el Be; — el Bey = (A — Ay)el e

El lado izquierdo es cero, por simetria, luego si A\; # Ao entonces ele; =
0. O

En otras palabras, si B tiene n valores propios distintos A;, i = 1,2,...,n,
entonces la base de vectores propios se obtiene resolviendo los sitemas de
ecuaciones

Be,» = )\Zez
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Ejemplo 1.19-49. Diagonalice la matriz simétrica

3 0 0
0 4 3
0

&

El polinomio caracteristico p(A) = (A — 3)%(7 — ) tiene A\; 3 = 3 como raiz
(doble) y A3 = 7. No es dificil ver que para A3 = 7 el sistema lineal a resolver

-4 0 0 T 0
0 =3 V3| lyl=10
0 V3 —-1) \z 0

Claramente la segunda y tercera ecuaciéon son linealmente dependientes asi
que el sistema a resolver se reduce a

—4r = 0
3y+v3z = 0

cuya solucién general es

Para A\ 2 = 3 el sistema

0 0 0 T 0
0 1 V3]|[y]l=10
0 V3 1 z 0

se reduce a una sola ecuacién independiente
z
V3

cuya solucién general depende de dos parametros, x y z:

(x, —V3z, z)

y+—==0
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Tomando x = 1, z = 0 obtenemos el vector propio unitario
e = (]_, O, 0)

haciendo x = 0,z = 1 otro vector propio linealmente independiente del
primero

(0, —v/3,1).

un vector unitario es

— O —
€9 ( 3 9 ) 2)
En resumen, la matriz ortogonal que diagonaliza la forma cuadratica es
1 0 0
Q=1[0 ¥ 3
1 V3
0 —3 %

y se comprueba directamente que

QT BQ = diag(3,3,7).

Observacion 16. Aun cuando haya valores propios repetidos, digamos que
Ar tenga multiplicidad k < n, el sistema lineal

(A—)\k])XZO

tiene rango k, es decir existen k soluciones linealmente independientes. Por
el proceso de ortogonalizaciéon de Gramm-Scmidt se pueden obtener k vec-
tores propios asociados al mismo valor propio que sean orgogonales entre si,
egk), egk), e e,(ck). Estos vectores propios se completan con el resto hasta

completar una base.
Definicién 19. Una matriz simétrica B se dice:

1. Definida, si
x"'Bx # 0

para toda x # 0;

2. No negativa, st
xT Bx > 0;
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3. Positiva definida, si
x'Bx > 0

yx'Bx =0, solo si, x =0;

4. Positiva (negativa) semidefinida, si es no negativa (no positiva), y para
cada x existe X' tal que
x'Bx' = 0.

El siguiente criterio permite decidir si una forma cuadratica es definda
positiva o no.

Teorema 18. Una matriz simétrica B es:
1. Definida si y solo si todos los valores propios son distintos de cero.

2. Positiva (negativa) definda si y solo si todos los valores propios son
positivos (negativos).

3. Positiva semidefinda si y solo si todos los valores propios son no nega-
tivos y al menos uno es cero.
FEjemplo 1.19-50.

La matriz asociada a la forma cuadratica

B(x,x) = 222 + 2v/2x 29 + 222

(5

cuyo polinomio caracteristico es

es

pP(A) = A(A=3)

de donde los valores propios son A\; = 0y Ay = 3. Se sigue que la forma
cuadratica es positiva semidefinida. El lector puede comprobar la matriz

=7 )
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reduce la matriz B a su forma diagonal
D = Q" BQ = diag(0, 3)
por lo tanto si en la forma bilineal
B(x,x) = x'Qx

se efectia el cambio de variable x = Qy, entonces la forma cuadrética B(x, x)
se transforma en la forma cuadatica

B'(y,y) =x Qx(Qy) ' QQy) =y (Q"BQ)y = y" Dy = 3y3.

1.19.2 Aplicacion a la determinaciéon de maximos y
minimos

Nuestro interés en diagonalizar una forma cuadatica es que la forma diagonal
es tan mas simple que se puede determinar el caracter de maximo o minimo.

Teorema 19. Sea f: R" — R una funcion diferenciable en B,(xo) C R" que
posee diferencial de orden dos en Xo. Sea B la matriz asociada a la forma
cuadrdtica D*f(xq). Entonces

1. Si B es positva definida, entonces Xqg es un mdximo local.
2. Si B es negativa definida, entonces xo es un minimo local.

3. 81 B es definida, pero no es negativa ni positiva, entonces Xo €S un
punto silla



