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Resumen
Sean A y C' dos R-médulos. Se definird una operacion
binaria + en Ext(C, A), el conjunto de clases de equi-
valencia de extensiones de A por C', de tal modo que
(Ext(C, A),+) sea un grupo abeliano y cuyo elemento
identidad sea la clase de equivalencia de la extensién
B=AgC.

Palabras clave: Funtor Ext, extensiones of médulos, clases de
equivalencia de extensiones.

Clasificacién de la AMS: 13D07, 18G15, 20J05, 20K40

1. Introduccion

Sea R un anillo conmutativo con elemento unitario. Considere la
sucesion exacta
0-A5BLoc=o

de R-homomorfismos. Esta da lugar a una sucesion exacta de homo-

morfismos de grupos abelianos

0 — Hompg(C, D) 2 Homp(B, D) % Homp(A, D)

para cualquier R-médulo D, donde el homomorfismo o’ no es suprayec-
tivo en general. En forma equivalente, los homomorfismos de A en D
no se pueden “levantar”, en general, a homomorfismos de B en D.
Una técnica del dlgebra homolégica permite extender estas sucesiones
exactas en forma natural: mediante el funtor Ext se puede lograr una
sucesion exacta infinita

- — Ext(C, D) — Ext(B, D) — Exth(A, D) — Extst(C, D) — -
que comienza con

0 — Ext%(C, D) — Ext%(B, D) — Ext%(A, D) — Extp(C,D) — - - -
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y donde Ext%(_, D) = Homg(_, D). Los grupos Exty(_, D) propor-
cionan una estimacién del conjunto de homomorfismos de A en D que
no se pueden extender a B. En esta nota construiremos Extk(C, A)
con todo cuidado y comprobaremos que efectivamente es un grupo
abeliano. Escribiremos simplemente Ext(C, A) en lugar de Extj(C, A).
Dados dos moédulos A y B, escribiremos A < B para denotar que A
es un submédulo de B.

2. Preliminares

Definicién 2.1. Una extension de A por C es una sucesion exacta

corta B:0—A%B5C 0 de homomorfismos.

Definicién 2.2. Dada una extension E: 0 — A % B 2 ¢ = 0,
decimos que « (respectivamente [3) se escinde si existe un homomor-
fismo o : B — A (respectivamente p : C' — B) tal que 0 o v = 14
(respectivamente 3 o p = 1¢). Decimos que o (respectivamente p) es
una escision de o (respectivamente 3). Si a o B se escinde, decimos
que E es una extension escindible (o que se escinde).

Proposicién 2.3. Dada la extension E: 0 — A% B LNYo R 0, las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) « se escinde;
(b) B se escinde;

(c) existe un isomorfismo B = A @ C tal que el diagrama

0 A—>, p L.c¢ 0
| A |
0 A—— ApC "= C 0

es conmutativo, donde v es la inyeccion y ™ es la proyeccion.

Demostracion. (a) = (c). Supongamos que existe o : B — A tal que
oo« = 14. Consideremos el homomorfismo 6 : B — A ® C' dado por
6(b) = (o(b), 3(b)). Sea b € B tal que 0(b) = (0,0), es decir, a(b) =0
y B(b) = 0. Se sigue que existe a € A tal que a(a) = b, por lo que
a=o(ala)) =0o(b) =0, es decir, b = a(0) = 0 y por lo tanto, 6 es un
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monomorfismo. Sea (a,c) € A @ C. Por ser 8 un epimorfismo, existe
b € B tal que 3(b) = c¢. Entonces

(b — a(a(b) —a)) = (o(b— a(a(b) — a)), 5(b — ala(b) — a)))
= (o(b—a(a(b)) + afa)), 5(b) — B(a(o(b) —a)))
(0(b) = a(a(a(b)) + alala)), 5(b))
(

a? C)7

por lo que € es un epimorfismo. Por lo tanto, 6 es un isomorfismo.
Ademas, loa =1y mol =[.

(b) = (c). Supongamos que existe p: C' — B tal que fop = 1¢.
Consideremos el homomorfismo ¢ : A @& C — B dado por ((a,c) =
ala) + p(c). Sea (a,c) € A@ C tal que ((a,c) = 0, es decir, p(c) =
—af(a). Se sigue que ¢ = ((p(c)) = B(—a(a)) = 0, y por ser a un
monomorfismo, —a(a) = p(0) = 0 implica que a = 0, por lo que
(a,c) = (0,0). Por lo tanto, ¢ es un monomorfismo. Sea b € B. Note-
mos que b — p(B(b)) € ker 8 = Ima. Esto implica que existe a € A
tal que a(a) = b — p(3(b)), por lo que b = a(a) + p(B(b)) = ((a, B(b))
y entonces ( es un epimorfismo. Por lo tanto, ( es un isomorfismo.
Ademas, (or=ay fo(=m.

(c)=(a)y (b).Sean ! : C - AeCyn': A®&C — Alainclusién
y la proyeccion respectivamente. Si 6 : B — A @ C' es un isomorfismo,
Qoa=1ymol = f3, entonces 0 = 7 of y p = 07! o/ satisfacen
coa=nor=14yBop=mol =1¢c. ]

Definicién 2.4. Dos extensiones E - 0 — A % B 5 ¢ = 0 Y

E.0-5A%E LA C — 0 de A por C' son equivalentes si existe
un isomorfismo ¢ : B — B’ tal que o/ =Y oa y =" 01.

0 A, B .,¢ 0
[ |
0 A, p 0 0

Es de rutina comprobar que la relacién “ser equivalentes” en el
conjunto de extensiones de A por C' es una relacién de equivalencia.

Definicién 2.5. Ext(C, A) es el conjunto de clases de equivalencia de
las extensiones de A por C.
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Denotaremos por [E] a la clase de equivalencia de la extension E.

Corolario 2.6. Cualesquiera dos extensiones escindibles de A por C
son equivalentes.

Demostracion. SeanE:O%AiBgCHOyE’:OﬁAg

B2 C — 0 dos extensiones escindibles de A por C'. Por la Proposi-
cién 2.3 existen dos isomorfismos 61 : B —- A@Cy b0y : AdC — B
tales que o =1, mo by = 3,001 =0’y  oby = m, por lo que
0y 00, : B — B’ es un isomorfismo tal que #0000 =001 =0’y
B'oby00; =mob =f,y por lo tanto, [E] = [E']. O

Dado que la extension By : 0 — A 5 A C 5 C — 0 es
escindible, se cumple que [E] = [Ep] para toda extension escindible E.

Proposicién 2.7. (a) Dada una extension E: 0 — A% B oo
de A por C y un homomorfismo X\ : A — A’, existe una extension

/

E:.0—-A%B%0c50da por C y un homomorfismo
w: B — B tales que el diagrama

0 A, p L.¢ 0
oLl
0 g 20 0

es conmutativo. ,

(b) Si E" : 0—>A'Q—N>B”ﬁ—>0—>0y,u’:B—>B” cumplen las
condiciones anteriores, entonces [E'| = [E"], y el isomorfismo resul-
tante ¢ : B — B" cumple ¥ o p = .

(c) Si [E] = [F], entonces [E'] = [F].

Demostracion. (a) Consideremos el submddulo
K ={(Ma),—a(a)) |a€ A}

de A’® B, y definamos B’ = (A’ ® B)/K, d(d')=(d,0)+ K,
B'((a',b) + K) = p(b) y u(b) = (0,b) + K para todo a’ € A', b € B.

(i) o es un monomorfismo. Es claro que o es un homomorfismo.
Sea a’ € A" tal que o/ (a') = 0+ K, es decir, (¢/,0) € K. Entonces
existe a € A tal que (¢/,0) = (Aa), —a(a)). Dado que « es
monomorfismo, —a(a) = 0 implica a = 0. Por lo tanto, a’ =
A(a) = A(0) = 0.
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(ii) 0 un es epimorfismo. Es claro que ' es un homomorfismo.
Ademaés, dado que 3 es epimorfismo, se sigue inmediatamente
que (3 también lo es.

(iii) F’ es exacta en B'. Si a' € A’, entonces
F'(d/(d") = F'((d',0) + K) = B(0) = 0,

es decir, Ima/ C ker 5. Por otro lado, si (a/,b) + K € ker ¥,
entonces b € ker 3 = Ima, por lo que existe a € A tal que
a(a) = b. Ahora notemos que

(d,b)+ K = (d,a(a))+ K

= (d +Xa),0)+ (=X(a),a(a)) + K
(@' + Xa),0) + K

= ad(d + \a)).

Se sigue que ker 5/ C Im «/. Por lo tanto, Ima’ = ker (3.

CY/

Lo anterior demuestra que F' : 0 — A" — B’ P 0 = 0 es una
extension de A’ por C.

(iv) p hace conmutar el diagrama

pla(a)) = (0,a(a) + K
(0,a(a)) + (Ma),—a(a)) + K
= (Ma),0)+ K
= a/(AMa)),

(b) Ahora sea E” : 0 — A’ 2% B 2 ¢ — 0 otra extension de A’
por Cyseapu : B — B"tal que oA =p oay " opu = (. Sea
¢ : B' — B” dada por ¢((d',b) + K) = o(a’) + 1/ (b). Claramente, 1)
es un homomorfismo.
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(i) ¥ es un monomorfismo. Si ¥((a’,b) + K) = 0, entonces o/’(a’) =
—£(b), por 1o que —B(b) = (1 (b)) = F"(a(a)) = 0. Esto
significa que b € ker = Ima, por lo que existe a € A tal
que a(a) = b. Se sigue que o’(a') = —p/(b) = —p/'(a(a)) =
W (a(—a)) = a"(A(—a)), y dado que o es monomorfismo, o’ =
A(—a). Por lo tanto, (a’,0)+ K = (A(—a), —a(—a))+ K = 0+ K.

(i) ¢ es un epimorfismo. Si V" € B”, entonces 3" (b") € C; al ser
B epimorfismo, existe b € B tal que §(b) = 5”(0"), y dado que
B o =B, B(b) = B"(1' (b)) = B"(b"), es decir, V" — 1/(b) €
ker 57 = Ima”. Se sigue que existe a’ € A’ tal que o'(a') =
b — 1/ (b). Por lo tanto, ¥((a’,b) + K) = o (a") + 1/(b) = 1".

(iii) ¥(d/(a')) = ¥((d',0) + K) = o”(a) + 1/(0) = o (d), es decir,
¢ o O[/ — a//; /8//(¢((a/, b) + K)) — 6//(0//(&/)) +6//(M/(b)) — 0 _|_
B(b) = p'((d/,b) + K), es decir, 3" op = 3.

Por lo tanto, [E'] = [E"]. Ademas, ¥(u(b)) = ¥((0,b) + K) = o”(0) +
11 (b) = 11/ (), es decir, ¥ oy = p'.
(c¢) Por ultimo, sean E : OHAngCﬁOyF: 0 —

ALDS o0 equivalentes con ¢ : B — D isomorfismo, y sean

a/

E O—>A’—>B’£/>C’—>O,F’: 0—>A’ll>D/il>C'—>Oy
D — D' como en el inciso (a). Entonces £ = poy : B — D'
cumple Y oA=¢oa y ¢ o = (3, ya que

Yod=poy=popoa=_oan,

B=dop=0dopop=0o,
por lo que por el inciso (b), [E'] = [F"]. O

Denotamos por A\E a la extensién E’ de A’ por C construida en
la proposicion anterior a partir de la extension FE de A por C' y del
homomorfismo A.

Proposicién 2.8. (a) Dada una extension E: 0 — A = B Zc=0
de A por C y un homomorfismo v : C' — C, existe una extension

E:0-A%B %0 0dea por C' y un homomorfismo
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w: B — B tales que el diagrama

0 A p 2. 0
I
0 A, pL.¢ 0

es conmutativo. ,

(b) Si E" : 0—>Aa—”>B”B—>C”—>0y,u’:B”—>B cumplen las
condiciones anteriores, entonces [E'| = [E"], y el isomorfismo resul-
tante ¢ : B" — B’ cumple oy = '.

(c) Si [E] = [F], entonces [E'] = [F'].

Demostracion. (a) Consideremos el submédulo

B ={(b,d)|B(b)=v()}

de B & (', y definamos o/(a) = (a(a),0), 5'(b,c) = y u(b,d) =b
para todo a € A, (b,d) € B'.

(i) o es un monomorfismo. Es claro que o/ es un homomorfismo.
Ademas, dado que « es monomorfismo, se sigue inmediatamente
que o también lo es.

(ii) 0 es un epimorfismo. Es claro que (3 es un homomorfismo. Sea
¢ € C'; entonces v(c) € C, y al ser 3 epimorfismo, existe b € B
tal que 3(b) = v(c). Por lo tanto, (b,¢') € B'y 3'(b,d) = ¢.

(iii) E' es exacta en B'. Si a € A, entonces 3'(d/(a)) = '(a(a),0) =
0, es decir, Ima’ C ker . Por otro lado, si (b,c') € ker ', en-
tonces ¢ = 0. Ademas, 3(b) = v(¢) = v(0) = 0, por lo que
b € ker f = Ima. Entonces existe a € A tal que a(a) = b, es
decir, (b, ') = (a(a),0) € Im /. Se sigue que ker f’ C Im «’. Por
lo tanto, Im o/ = ker (.

Lo anterior demuestra que E' : 0 - A S B’ 20" = 0 es una
extensiéon de A por C'.

(iv) p hace conmutar el diagrama. u(c/(a)) = p(ala),0) = ala), y
Blu(b, ) = B(b) = v(¢) = v(F'(b, ).
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(b) Ahora sea E” : 0 — A 2% B % 0" — 0 otra extensién de A
por C" ysea /' : B” — Btal que yf oo =ay fou =vof’ Sea
¢ : B" — B’ dada por ¢(V") = (¢/(0"), 5" (b")). Claramente, 1 es un

homomorfismo.

(i) ¥ es un monomorfismo. Si ¥(b") = 0, entonces p/(b") = 0y
B"(b") = 0. Esto significa que b” € ker 5/ = Im«”, por lo que
existe a € A tal que o(a) = b”. Entonces a(a) = p/(a”(a)) =
W (V") =0,y dado que o es monomorfismo, se sigue que a = 0.
Por lo tanto, 0" = o”(0) = 0.

(ii) ¥ es un epimorfismo. Sea (b,c') € B'. Por ser (3" epimorfismo,
existe b € B” tal que f"(0") = . Ademas, 3(b) = v(d) =
v(B"(b")) = B/ (")), por lo que b— 1/ (b") € ker f = Im . Esto
significa que existe a € A tal que b — p/(V") = a(a) = /(' (a)).
Por lo tanto, ¥(a”(a) + ") = (¢ (" (a) +b"), 8" (" (a) + b")) =
(b, ).

(iii) ¥(a"(a)) = (
Yoo =
Bloy = 5/-

Por lo tanto, [E'] = [E"]. Ademads, u(¢(b")) = p(w/ (0"),5"(b")) =
p' (b)), es decir, o = .

(c) Por dltimo, sean E : 0—>A£>B£>C—>OyF: 0 —
ALDYo =0 equivalentes con ¢ : D — B isomorfismo, y sean
E'" OﬁAgB’i’C’%O,F’: 0—>A1>D’i,>C’—>Oy
p: D' — D como en el inciso (a). Entonces { = popu : D' — B
cumple o' =a y fof =vod, yaque

/(04 (a)), 5"("(a))) = (a(a),0) = o/(a), es decir,

1
oy BI(P(")) = B (L"), B"(b")) = B"(Y") , es decir,

a=poy=popuoy =Eor,

vod =dou=fopon=Fo¢,
por lo que por el inciso (b), [E'] = [F"]. O
Denotamos por Ev a la extensién E' de A por C’ construida en

la proposicién anterior a partir de la extension E de A por C'y del
homomorfismo v.
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Teorema 2.9. Sea E: 0 — A% B2 C — 0 una extension de A
por C, ysean A : A — A" yv:C" — C homomorfismos. Entonces las
extensiones N(Ev) y (AE)v de A" por C" son equivalentes.

Demostracion. Consideremos el siguiente diagrama:

Ev: 0 A 2, B, b, ¢ 0
Lol
MEV): 0 A g P o 0

Por la Proposicién 2.8, tenemos que
o B, ={(bd)|Bb) =v(d)} <BaC,
e ay(a) = (a(a),0),
e ,(bc)="¢
para todo a € A, (b,c') € B,, y por la Proposicién 2.7,

e B = (A®B,)/K, donde K, = {(\a),—a,(a)) |a € A} <
A'® B,

o (') =(d,(0,0)) + K,,
o B,((d,by) + Ky) = Bu(by),

paratodoa’ € A, b, € B,. Por otro lado, tenemos también el siguiente
diagrama:

! !/
N B

A\E): 0 Al B, c 0
I
AE: 0 A2, B 2 0

Por la Proposicién 2.7, tenemos que

e By, = (A @ B)/K) donde Ky = {(\a),—a(a)) | a € A} <
A @ B,

o a)(a) = (d,0)+ K,
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e O\((d',0) + Ky) = B(b)
para todo a’ € A’, b € B, y por la Proposicién 2.8,

o By ={(bx,d)|Br(br) =v(c)} < By,
o aj(d) = (ax(d),0),
o A\(bx.c)=¢
para todo o’ € A’, (by,c) € By. Sea ¢ : B\ — B!, dada por
P((d,0) + Ky, d)=(d, (b)) + K,.

(i) ¢ estd bien definida. Sean (ay,b1), (ah,by) € A’ ® B tales que
(a}—al, by—by) € Ky yseacd € C'. Esto significa que existe a € A
tal que A(a) = a) —ay y —a(a) = by —by. Entonces (a}, (b1, ) —

aly, (by, ) = (a}—al, (b1—bs,0)) = (A(a), (—a(a),0)) € K, por
o ) o) = (U ) 5 )y )
(’qb)+}(}’1’ /1\{_ = 2, 02 As 1,01 A=
Qg, U2 Ay € €s1jo.

(i1) ¥ es un homomorfismo. Es de rutina comprobar que v es un
homomorfismo.

(iii) ¢ es un monomorfismo. Supongamos que ¥((a’,b) + Ky, ') =
0+ K,. Esto implica que

(', (b,d)) € Ky, ={(Ma), —(a(a),0)) [a € A},

lo que a su vez significa que existe a € A tal que @’ = Aa) y
(b, ') = (—a(a),0), por lo que b = —a(a) y ¢ = 0. Por lo tanto,
(a',0) = (Ma),—a(a)) € Kxy ((d/,b) + K),d) = (0+ K,,0).

(iv) ¥ es un epimorfismo. Es claro.

(v) ¥lar(a’)) = vlan(a), 0) = v((a’, 0)+ K, 0) = (o, (0,0) + K, =

al(a'), es decir, 1 o oy, = «

B,(w((d,0) + Ky, ) = B,((d, (b)) + K,) = B,(b,) = =
Bi((a',b) + Ky, ), es decir, 3, 0 = f3).

Por lo tanto, [A\(Ev)] = [(AE)v]. O

Debido al Teorema 2.9, al construir una extensién de A’ por C’
utilizando una extension E de A por C' y homomorfismos A : A —
A yv:C" — C, podemos prescindir de los paréntesis y escribir
simplemente AEv.
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3. Definicién de la operacién de grupo en Ext(C, A)

Consideremos dos extensiones £ : 0 — A % B 2 ¢ = 0 y

£ O—>Ai/>B/ﬂ>C’—>0deApor C. Denotemos por £ @ E’ a la
extension

0-AeA Y Bep " oac -0
de A AporCdC.SeanV: APA —- AyA:C —-CaC

los homomorfismos dados por V(aj,as) = a1 + as y A(c) = (¢, c).
Por medio de las Proposiciones 2.7 y 2.8, obtenemos una extension
V(E & E')A de A por C.

Proposiciéon 3.1. Si E, E', F y F’ son extensiones de A por C,
[E] = [F] y [F'] = [F'], entonces [V(E & E")A] = [V(F & F")A].

Demostracion. Sean

E:0—>Aﬁ>B£>C'—>O,

E':O%AiB'iC’ﬁO,
F:0—>A1>Di>0—>0,
F.0-ALD%c0

extensiones de A por C tales que [E] = [F] y [E'] = [F'], y considere-
mos las extensiones

EeE 0—-A0AY e ™ ocec—

FerF 05404 Deap ™ cac—o.

Dado que [E] = [F] y [E'] = [F'], existen isomorfismos ¢ : B — D
y ' B — D' tales que poa =, 00 = [, Y o =4y
§ o)’ = (. Entonces (¢,v¢') : B&B' — D& D' es un isomorfismo con
(.1 )o(ara) = (1.7) y (8.8)0( ¢/) = (5. 7). por lo que [EGE'] =
[F & F']. Por la Proposicién 2.7(c), [V(E @ E')] = [V(F @ F')], y por
la Proposicién 2.8, [V(E & E")A] = [V(F & F')A]. O

La Proposicion 3.1 nos permite definir una operacién binaria + en
el conjunto Ext(C, A) de clases de equivalencia de extensiones de A
por C.
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Definicién 3.2. Si [E], [E'] € Ext(C,A), definimos [E] + [E'] =
\V(E® E')A].

Lema 3.3. La operacion binaria + definida en Ext(C, A) es conmu-
tativa.

Demostracion. Si E : 0—>A3>B£>C—>OyE’: 0— A%
B' %5 ¢ — 0 son dos extensiones de A por C', entonces es claro que
Y : B& B — B'@® B dado por ¢(b,b') = (V/,b) es un isomorfismo, por
loque [E®FE'] = [E'®E]y por lo tanto [V(E®E")A] = [V(E'@E)A],
es decir, [F]+ [E'] = [V(E® E"A]| = [V(E' @ E)A] = [F'|+[E]. O
Proposicién 3.4. Para toda [E] € Ext(C, A), [E] + [Eo] = [E], es
decir, la clase de las extensiones escindibles es un elemento neutro
respecto a +.

Demostracion. Procedamos a construir V(E® FEy)A. Sea D = BHA®

C'. Entonces obtenemos E @ Ey: 0 - AP A () D il CoC —0.
Por la Proposicion 2.8, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo:

0 —— AgA 2. p, P>, ¢ 0
| v | a|
B,

0 —— AoA -2 D 22, CaC —— 0
donde

e Dy < D®C tal que
D = { (b’ a, 61’02) | (ﬁv W)(bvavcl) = A(CQ)}
={(b,a,c1,c3) |a € A, (B(b),c1) = (ca,¢2) }
={(b,a,B(),8(b)) [a€ A, be B};
e ap(ay,az) = (a(ay),as,0,0),

y por la Proposicién 2.7, obtenemos el siguiente diagrama conmutati-
vo:

0 —— AaA -2, p, 2. ¢ 0
v v | |
0 —— A v Dv by C 0

donde
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e Dy =(A® Da)/Kvy, donde Ky es tal que

Ky ={(V(ai,az),—aa(ar,as)) | (a1,a2) € Ad A},

= { (al + g, —O{((Il), _a27070) ‘ (a17a2) €A D A}a
e ay(a) =(a,0,0,0,0) + Ky,

o fv((ar,b a2 B(b), (b)) + Kv) = B(b).
Sea v : Dy — B dada por

¢<<CL1, b7 a’27ﬁ(b)7ﬁ<b>> + KV) = Oé(al + CLQ) +b.

(i) v estd bien definida. Sean

(CL%, bl, a%,ﬁ(bl), ﬂ(bl)), (CL%, bg, ag,ﬁ(bz), ,6((72)) - A @ DA

tales que su diferencia
(a1 — a3, by — by, ay — a3, 3(by — by), B(by — by)) € K.

Esto significa que existen a;, as € A tales que ay = a3 — al,

ay = al —at+ad—ady —ala;) = by —by. De esta tiltima igualdad

se sigue que —a(aj — a? + al — a3) = a(a} + a3) — a(a} +a3) =
by — by, por lo que a(a? + a3) + by = a(al + ad) + by, es decir,

¥((at, b1, a3, B(b1), B(b1)) + Kv) = 9((ai, b2, a3, B(b2), B(b2)) + Kv).

(ii) ¥ es un homomorfismo. Es de rutina comprobar que ¥ es un
homomorfismo.

(iii) @ es un monomorfismo. Supongamos que

¥((a1,b, a2, 3(b), B(b)) + Ky) = 0.

Esto implica que b = —a(a; + ag) € Ima = ker 3, por lo que
B(b) = 0. Ahora, haciendo a3 = a; + ay y ay = —as, tene-
mos que a; = ag + ay, por lo que (ay,b, az, 5(b), 3(b)) + Ky =
(a3 + a4, —afaz), —a4,0,0) + Ky = 0+ Ky.

(iv) ¢ es un epimorfismo. Si b € B, basta tomar (0,b,0, 3(b), (b)) +
Ky € Dy.
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(v) Y(ay(a)) =19((a,0,0,0,0) + Kv) = a(a), es decir, ¢ o ay = a.

B(((a1, b, a2, 3(b), B(b)) + Kv) = B(alar + az) + b)
= B(b)
= ﬂv((al, b, a2,5<b>>6(b)) + KV);
es decir, oY = fy.
Por lo tanto, [E] = [V(E & Ey)A] = [E] + [Ey]. O

Proposicién 3.5. Dada una extension £: 0 — A5 B L0 0 de
AporC,sea E: 0— A= B C —0. Entonces [E] + [E] = [Eq].

Demostracion. Consideremos

(B8

Eo®FE: 0—>A69A — BEBB C’@C—>0

Por la Proposicion 2.8, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo:

0 —— A®A 225 By 25 ¢ —0
H ol e
0 — A®A X% BB 2 CeC — 0

donde

e Bo < B® B® C estal que

{ (b1, 02,¢) | (B, 8)(b1,b2) = A(c) }
{ (b1, 02,¢) | (B(br), B(b2)) = (c,¢) }
{ (b1, b2, B(b1)) | B(b1) = B(b2) }
{(

bi,b2, B(b1)) | by —bs € ker 5}

(8
(6
)
)
(notemos que esto significa que existe ag € A tal que a(ag) =

bl - b2)7

o QA(a17 a2) = (a(al)v _a(a2)v 0)’

® Oa(bi,ba, B(b1)) = B(b1),
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y por la Proposicién 2.7, obtenemos el siguiente diagrama conmutati-
vo:

0 A @ A aA BA Ba C O
o A R
0 —» A 2., ,¢ 0

donde

e By = (A® Ba)/Ky, donde Ky es tal que

{(V(a1,a2), —aa(ar, a2)) | (a1,a2) € A A},
={ (a1 + az, —a(ay),a(az2),0) | (a1,a2) € Ad A};
e ay(a) =(a,0,0,0) + Ky,

o Bv((a,br,ba, B(b1)) + Kv) = B(by).
Sea ¢ : By — A @ C dada por

Y((a,bi,be, B(b1)) + Kv) = (a+ ao, B(b1)),

donde a(ag) = by — b.
(i) v estd bien definida. Sean

(ala b17b27ﬁ(b1>)7 (a27b37 b47/6(b3)) S A D BA

tales que by — by = a(ag) v by — by = afag), y tales que su
diferencia

(a1 — ag, by — bg, by — ba, B(by — b3)) € Ky.

Esto significa que existen ag, ays € A tales que a1 — as = as + ay,
—a(az) = by —bs, a(ay) = ba—by y B(by —b3) = 0; de esta ultima
igualdad se infiere que (3(b;) = ((b3). Dado que b3 = by +«(as) y
by = by—a(ay), se sigue que a(ag) = bs—by = by—ba+a(as+ay) =
a(ag)+a(a;—az), es decir, a(aj—ag) = a(a; —az). Puesto que «
es un monomorfismo, se sigue que ay — ag = a; — ag, y por tanto
ai + ap = as + af. Por consiguiente, ©((ay, by, ba, B(b1)) + Kv) =
(a1 + ao, B(b1)) = (a2 + ag, B(bs)) = ¥((az, bs, bs, B(b3)) + Kv).
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(ii) ¥ es un homomorfismo. Es de rutina comprobar que ¥ es un
homomorfismo.

(iii) ¥ es un monomorfismo. Supongamos que

W((a, by, by, B(b1)) + Kv) = (0,0)

y que by — by = a(ag). Esto significa que a+ag =0y ((b;) = 0.
Dado que ((bg) = ((b1) = 0, se sigue que by, by € kers =
Ima, por lo que existen aj, ay € A tales que afa;) = by y
a(az) = by. Entonces a(a; — as) = by — by = afap), y al ser a un
monomorfismo, a; — as = ag. Esto implica que a = ay —aq, y por
lo tanto, (a, by, ba, 5(b1)) = (—ay + az, —a(—ay), a(as),0) € Ky.

(iv) ¢ es un epimorfismo. Sea (a,c) € A@ C. Ya que [ es un epi-
morfismo, existe b € B tal que 3(b) = ¢. Entonces

¥((a,b,b, 5(b)) + Kv) = (a,¢).
(V) El siguiente diagrama es conmutativo:

1/}(04v(6l)) = 1/}((@7 0,0, 0) + KV) = <a7 0) = L(a’)7
es decir, 1 o ay = t.

(1 ((a, by, b, B(b1)) + Kv) = m(a + ag, B(b1)) = B(b1)
= Bv((a, b1, by, B(b1)) + Kv), es decir, m o9 = fy.

0 A, B, Z,c 0
| |
0 A—— ApC —— C 0
Por lo tanto, [E] + [E] = [E). O

Proposicién 3.6. La operacion binaria + definida en Ext(C, A) es
asociativa.

Demostracion. Sean [E1], [Fs|, [Es] € Ext(C, A) tales que

Ei:O—>Aﬂ>BZ-&>C—>O,
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para i = 1,2, 3. Procedamos a construir ([E] + [E»]) + E5. Considere-
mos

El@E22 OHA@A(ai)IQ)BlEBBQ (61—7’;2)0@0%0

Por la Proposicion 2.8, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo:

0 —— A@dA -, By 2. ¢ —0
| i | y
a1,00 51,82

0 — A®A — Bi@&B — CpC — 0
donde
e By < By ® By ® C es tal que
Ba = { (b1,b2,¢) | (Br, B2)(b1,b2) = A(c) }
- { (blab?vc) | (ﬁl(b1)752(b2)) - (Cw C)}
= { (b1, b2, B2(b2)) | B1(b1) = Ba(b2) },
i &A(@baZ) = (041<a1)7a2<a2)70)7
o Ba(b1, by, Ba(b2)) = Ba(b2),

y por la Proposicion 2.7, obtenemos el siguiente diagrama conmutati-
vo:

0 — A A -2, B, 2, ¢ 0
oo |
0 — A -2, B, 2,(C 0

donde

e By = (A® Ba)/ Ky, donde Ky es tal que

Ky ={(V(a1,a2), —aa(ai,a2)) | (a1,a2) € A A},
={ (a1 + az, —ay(ay), —as(az),0) | (a1,a2) € A A};

e ay(a) = (a,0,0,0) + Ky,

o Bv((a,b1,bz,Ba2(bs)) + Kv) = Ba(b2).
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Ahora consideremos

v,03) (B

(V(E, & Ey)A) @ By 0—>A@A By @ Bs C@C’—>O

Nuevamente por la Proposicion 2.8, obtenemos el siguiente diagrama
conmutativo:

0 — ApA >, B Lo o —o

| | 2|
0 — AdA 2% BooB, 2% 00 —— 0
donde

e B< By® B;® C es tal que

B = {((a, by, by, Ba2(b2)) + Kv,b3,¢) |
(8w, B3)((a, br, bz, B2(b2)) + Kv,b3) = A(c)}
= { ((a, b1, b, B2(2)) + Kv, b3, ¢) | (B2(b2), B3(b3)) = (¢, ¢) }
= { ((a,b1,b2, B2(b2)) + Kv, b3, Ba(b2)) | B2(b2) = B5(b3) },

([ ] a(al,ag) = (av(a1)7a3(a2),0) = ((al,0,0,0) + Kv,(l/3(a2),0),

o B((a,b1,ba, B2(b2)) + Kv, bs, B2(b2)) = [a(ba),

y nuevamente por la Proposicién 2.7, obtenemos el siguiente diagrama
conmutativo:

0 — ApA . B L. ¢ 0
o A B
0 —— A o B’ 4 C 0

donde
e B =(A® B)/K, donde K es tal que

K ={(V(a1,a2), —alar,a2)) | (a1,a2) € A® A},
= {(a1 + a9, (—(11,0,0,0) + Kv, —063(6L2>,0)|
(&1,@2) € A@A},
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e d/(a) =(a,Ky,0,0) + K,

o #'((a1, (az,b1,by, Ba(b2)) + Ky, bs, Ba(bz)) + K) = [Ba(b2).

De igual manera procedamos a construir [F1]| + ([Es] 4 [F3]). Con-
sideremos

B@E:0—Ad A BB PP oac—o.

Por la Proposicion 2.8, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo:

0 —— A A 25 Dy a0 0
| | S|
az,a3 B2,83

0 — A®A — BydpBy —— CpC —— 0
donde

o Drn < By @ B3 ® C es tal que

{ (b2, b3, ¢) | (Ba, B3) (b2, b3) = Ac) }
{ (b2, b3,¢) | (Ba2(b2), Ba(b3)) = (c,c) }
{ (b2, b3, Ba(b2)) | Ba(ba) = B3(b3) }

Dp =

o ya(ar, az) = (az(a1), az(az),0),
® da (b2, b3, Ba(b2)) = Ba(b2),

y por la Proposicién 2.7, obtenemos el siguiente diagrama conmutati-
vo:

o | |
0—— A ., Dy -2,(C 0

donde

e Dy =(A® Da)/Ly, donde Ly es tal que

Ly ={(V(a1,a2), —yalar,a2)) | (a1,a2) € A® A},
={ (a1 + az, —as(ay), —as(az),0) | (a1,a2) € Ad A};
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e yv(a) =(a,0,0,0) + Ly,
® v ((a,by, b3, Ba2(b2)) + Lv) = Ba(by).

Ahora consideremos

(61, 5v)

B & (V(E®E)A): 0—Ae A" B oDy "™ cac—o.

Nuevamente por la Proposicion 2.8, obtenemos el siguiente diagrama
conmutativo:

0 —— AdA 25 D o Cc —0
| /| 2|
0 — Ap A 2% B & Dy 2255 b om0 —— 0
donde

e D < B; & Dy ®C es tal que

D = {(by, (a, by, b3, B2(bs)) + Ly, ) |
(B1,0v) (b1, (a, b2, b3, B2(b2)) + L) = A(c) }
= { (b1, (a, b2, b3, 32(b2)) + Lv, ¢) | (B1(b1), B2(b2)) = (¢, ¢) }
= { (b1, (a,ba, b3, Ba2(b2)) + L, Ba(b2)) | B1(b1) = Ba(b2) }

o (a1, az) = (ai(a1),vv(az),0) = (ai(a1), (az,0,0,0) + Ly, 0),
o 0(by, (a, by, bs, B2(b2)) + Ly, Ba2(b2)) = Ba(b2),

y nuevamente por la Proposicién 2.7, obtenemos el siguiente diagrama
conmutativo:

0 —— AgA 2. D 2. ¢C 0
v A
0 —— A LN 5 L NG 0

donde
e D'=(A® D)/L, donde L es tal que
L ={(V(ai,az), —v(ai,a2)) | (a1,a2) € AD A},

- {(a/l + as, _al(a1>7 (—CLQ,0,0,0) + LV7O)‘
(&1,@2) € A@A},
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e v(a) = (a,0, Ly, 0) + L,

o §'((a1,b1, (a2, b2, b3, B2(b2)) + L, fa(b2)) + L) = B2(b2).
Sea ¢ : B' — D' dada por

(a1, (az, by, ba, B2(b2)) + K, bs, B2(b2))

= (a1, b1, (a2, ba, b3, Ba(b2)) + Ly, B2(b2))

)

(i) v estd bien definida. Sean (ay, (ag, by, ba, Ba(b2))+Kv, bs, B2(b2))+
Ky (ay, (ab, b}, by, B2 (b)) + Ky, by, Ba(by)) + K dos elementos de
B’ tales que

+ K)
+ L

(al_a/h (a2_a/27 bl_b/h b2_b/27 ﬂQ(bZ_bIZ))+KV7 b3_bl37 52(1)2_6/2))6‘[(

Esto significa que B2(by — b)) = 0, y que existen as, ay € A tales
que a; — a) = ag + aq, —ag(as) = by — by, y

((IQ — (1,2 + as, b1 — bll, b2 — b,2752(b2 - b;)) € Kv,

y esto ultimo significa a su vez que existen as, ag € A tales que
/ / /
ay — ay + az = as + ag, —a1(as) = by — by, y —aa(ag) = by — bh.
Sean ay = as, a), = a3 + a4 — as, at = ag y ag = ay. Entonces
/ /
Qg — Gy + a4 = a5 + ag — az + az + a4 — as
= ag + a4

o /
—a5—|—a6,

bg — b/2 = _OCQ(CLG)

= _a2<a£’))a
b3 — bg = —ag(a4)
= —ag(ag),

por lo que (ap — aj + aj, by — by, by — b5, B2(bs — b)) € Ly, es
decir,

(aQ - a/27 by — b,27 by — bga ﬂ?(b2 - bl?)) + Ly = (_aip 0,0, O) + Lv;
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ademas,
/
ap —a; =as+ayg
= a5+ as+ a4 — as
/ /
/
bl — bl = —al(ag,)
!/
= _a1<a3)7
por lo que

(a1—ay, by =b, (ag—ay, by—b, b=, Ba(ba—b5))+ L, Ba(ba—05))
€ L, es decir,
(a1, b1, (a2, b2, bs, Ba(b2)) + Ly, a(b2)) + L =
(a3, by, (ag, b, b5, Ba(b5)) + Ly, B2(b5)) + L,

y por lo tanto,

w((al, (a2, b1, 52:52(52)) + Kv, 53752(52)) + K) =
@Z)((allv (a,27 bll? b/2> BQ(bIQ)) + KVa bg, ﬁ2(b,2)) + K)

(ii) ¥ es un homomorfismo. Es de rutina comprobar que v es un

homomorfismo.

(iii) ¥ es un monomorfismo. Supongamos que

Y((a1, (ag, by, ba, Ba(b2)) + Ky, bs, Ba(b2)) + K) € L.

Esto significa que (2(by) = 0, y que existen ag, ay € A tales
que a; = az + ag, by = —Oél(a:s) y (CLQ + a4752753,@2(b2)) € Lv,
donde esto implica a su vez que existen as, ag € A tales que
as+ay = aztag, by = —an(as) y bs = —as(ag). Sean ay = a; —ag,
ay = ag, a5 = az y ag = as. Dado que as + ay = a5 + ag,
as + (a3 + ag) = ag + as + ag, es decir, ay + ay = af + af + ag;
se sigue que as + ay = az + (a1 — ag) = aj + ag. Ademas, by =
—aq(ag), by = —ax(ag), por lo que (az + ay, by, by, F2(b2)) € Ky,
es decir, (ag, by, b, G2(b2)) + Kv = (—a},0,0,0) + Ky. También,
a; = (a1 — ag) + ag = aj + a), y by = —as(a}). Por lo tanto,
(a1, (ag, b1, by, B2(b2)) + Ky, bs, Ba(b2)) € K.
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(iv) ¥ es un epimorfismo. Es claro.

(v) El siguiente diagrama es conmutativo:

0 A2, p 2. ¢ 0
[ |
0 AL p 2, ¢ 0

¥(a'(a)) = ¥((a, Kv,0,0) + K) = (a,0,Ly,0) + L = '(a), es
decir, Y oo/ =~

' (P((ar, (az, bi, ba, Ba(b2)) + Kv, by, Ba(b2)) + K
&' ((a1, by, (ag, by, b3, Ba(b2)) + Ly, Ba(b2)) + L

B2 (b2

G'((a1, (az, by, ba, B2(b2)) + Ky, bs, f2(bs)) + K),

es decir, ¢’ o) = 3'. Por lo tanto,

) =
) =
) =

(1] + [E2]) + [Es] = [En] + ([E] + [E35)).
]
De este modo hemos demostrado que (Ext(C, A),+) es un grupo

abeliano.
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