Mixba’al
Revista Metropolitana de Matematicas
No. 1, Vol. II, junio 2011, 9-28

VARIEDADES LAGRANGIANAS Y APLICACIONES A LA FiSICA

JOAQUIN DELGADO

RESUMEN. Este articulo panordmico pretende ilustrar la importancia de las subva-
riedades Lagrangianas en la Fisica Matemaética, particularmente en aquellas ramas
de un alto contenido geométrico. En la primera seccién revisamos los conceptos
bésicos de los espacios vectoriales simplécticos y los subespacios Lagrangianos,
contrapartes de sus versiones no lineales, las variedad simpléctica y subvariedades
Lagrangianas. Presentamos dos ejemplos que muestran su relevancia: la teorfa de
las transformaciones candnicas en términos de funciones generadoras y la formu-
laciéon matemaética de la Termodinamica.

Dedicado con aprecio a Ernesto A. Lacomba en su 65 aniversario

1. FORMAS DIFERENCIALES Y DERIVADA EXTERIOR

Una 1-forma diferencial en R" con coordenadas
x = (z1,...,2T,) es una expresion formal

(1) o= Zai(x)d:ri.
i=1

Una 2—forma diferencial en R™ es una expresién formal

n

(2) w = Z Qjj (x)dz; N dx;.

1<i<j<n

Las 1-formas diferenciales se integran sobre curvas:
si C:[0,1] = R™, C(t) = (z1(¢),...,zn(t)) = x(t), es suave a trozos,

¢ 0 =1

y la integral no depende de la parametrizacién de la curva C.

Las 2-formas diferenciales se integran sobre superficies: si S: [0, 1] x
[0,1] = R™, S(u,v) = (x1(u,v),...,zk(u,v)) = z(u,v) es una superficie
parametrizada suave excepto en un conjunto de medida cero, se define

- 8(Ii,f£j)
w= E a;i(x(u,v))————= dudv
/S /[0,1]2 1<izi<n (@1, v)) d(u,v)

donde el determinante Jacobiano,

O(xi,x;) | Ou  Ov
a(U,'U) N 8.’17]‘ &vj
du v

Estas integrales son invariantes bajo reparametrizaciones de la superficie
que preservan la orientacion.
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En general una k—forma diferencial es una expresiéon formal

(3) B= > Qiyigeriy ()i, Adiy A - day,

1<i1 <2< <ip<n
que se integra sobre k-superficies parametrizadas,

S(ut,uz, ..., up) = (x1(u1,u2, ... k), ..., Tn(Uut, Uz, ..., uk))

=z(u1,u, ..., ug), (u1,us,...,ug) € [0,1]"

/ /01 Z iyigei, (2(ur, uz, - .., up)) X

1<i<j<n
8 L1,L2,...,Tk
Mdulduz---duk,
8(u1,uQ7...,uk
donde
Oz Ozy
Ouq Oup,
0(x1,22,...,Tk)
O(u1,uz, ... ug) . .
(ur, 2, - i) Sxp ., Oz
Ouq Ouy,

Definicién 1. Sea 8 una k—forma diferencial (3), f: R™ — R™ un cambio de
coordenadas z = f(u); el pullback de 8 bajo el cambio de coordenadas es

n

B = Z @ivig-ip (X (U1, U2, . .., UK)) X
1<i<j<n
a(xl,xg,...,wk)

dui Nduz A -+ A dug.
8(Ul,u2,...,Uk) ! 2 k

La diferencial exterior de una 1-forma (1) se define como

(5) do = Z gai (z)dx; A dx;

.
j=1 "7

y de la 2—forma (2) como

(6) dw=>" 5 8“” x) dag A da; A dzj.

k 1<’L<J<TL

En general,

Definicién 2. La diferencial exterior de la k—forma (3) es la k + 1-forma

(7) ds = Z > m(m) dzy Adxiy Adaiy A---da, .

ox;
1< <ig<--<ip<n

Definicién 3. Una k-forma  se dice cerrada, si df = 0 y ezxacta, si existe
una k — 1-forma v tal que 8 = dv.

El siguiente resultado se conoce como el Lema de Poincaré

Lema 1.1. Si 8 es una k-forma cerrada entonces para cada punto r € R™
existe una vecindad U C R™ de x donde B es exacta.

Observacion 1. El Lema de Poincaré depende fuertemente de la topologia del
dominio donde esté definida la forma cerrada. Por ejemplo si s6lo estd definida
en una vecindad de z en R", es suficiente que la vecindad sea estrellada respecto
de z, i.e., si y € U entonces todo el segmento Ty estd contenido en U.

Los siguientes resultados se conocen como naturalidad del pullback.

Proposicién 1.2. Se satisfacen la siguientes propiedades
1 f*(anB) = f"(a) A f(B).
2. f*(da) =d f*(a).
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2. FORMAS SIMPLECTICAS Y CAMPOS HAMILTONIANOS

Una k—forma se puede contraer con un campo vectorial resultando en una
k — 1 forma.

Definicién 4. La contraccion de la k—forma (3 (3) y el campo vectorial
es la k — 1-forma
ixB = Z Z CJ,iliz,..ik(l‘))(il(QJ)/\dmi2 /\---dmik
i1 1<ig<iz<--<ip<n

Observacién 2. En terminologia tensorial se dice que @i 4,...5;, €5 un ten-
sor covariante antisimétrico y que X° es un tensor contravariante. Entonces
Giyineip, X" es la contraccién de los tensores respecto del indice i1, donde el
indice repetido ¢; indica suma.

Sea w una 2-forma y X, Y dos campos vectoriales. Entonces podemos
contraer repetidamente resultando en una funcién escalar de x

iyixw = w(X, Y)

Definicién 5. Una 2-forma se dice que es no degenerada, si w(X,Y) = 0,
para todo campo vectorial Y implica X = 0. En otras palabras, la aplicacion
de campos vectoriales a 1-formas en R™, X(R") — A'R™), X — ixw es
inyectiva.

Definicién 6. Una forma simpléctica w en R®*™ es una 2-forma cerrada no
degenerada; si ademds w = da la forma se dice exacta simpléctica. Se dice que
(R*",w) es un espacio simpléctico.

Ejemplo 1. La 2-forma en R?" con coordenadas (¢,p):
n
w = Z dpz A dqz
i=1

es una forma simpléctica exacta. Por ejemplo w = d(}_, pidg:), pero también
w=—d(}_, ¢idp;). La 1-forma

n
Z pi dg;.
=1

La formas (10) y (9) se llaman la 1-forma y la 2-forma canénicas en R?",

La forma (9) es no degenerada porque si
;0 ;0
X = Al— + B’ —>
; ( dq; Op;

entonces

n
IxWw = ZBidqi — Aidpi =0

i=1
lo cual implica A*=B*=0,i=1,2,...,n.
Observacién 3. La forma simpléctica (9) se llama la forma simpléctica
canénica de R*™. Observe que la forma (9) tiene coeficientes constantes (no
dependen de z). En este caso la 2-forma se puede identificar con una forma
bilineal antisimétrica como sigue: Sean

Xﬁ;A aQi+Bapi7 Yﬁ;Laqi_‘_M@pi

campos vectoriales, entonces (8) se reduce a

w(X,Y) =iy () _ B'dgi— A'dp;) =Y B'L' — A'M’
=1 i=1
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que se puede escribir como

w(X,Y):(L,M)< —?m IS ) ( g )

0 I
=(57)

se llama la matriz simpléctica canénica de R?*. Con esto
(R?™,J) es un espacio vectorial simpléctico.

Observacién 4. El Teorema de Darboux afirma que localmente, toda forma
simpléctica es equivalente a la forma canénica bajo un cambio de coordenadas
simpléctico.

La matriz

Definicién 7. Un campo vectorial

= 0 0
X = ZAi(q,p)afq +Bila.p) 5, -
i=1 ¢ ¢

se dice Hamiltoniano, si existe una funcién escalar H(q,p) diferenciable tal
que

ixQ=—-dH
Proposicién 2.1. Sea

- 8 d
X = E Ai(g;p) 5~ + Bi(g,p) 5 —
i=1 9q; Ipi

un campo vectorial con Hamiltoniano H(q,p). Entonces las componentes del

campo vectorial son

_OH 9 0H 9
o 5‘p¢ 8q¢ qu 8p¢

y las curvas integrales satisfacen las ecuaciones de Hamilton

. _ OH
% = Opi
g o= — OH
’ oq;
Demostracion. De la expresién (11) y por ser Hamiltoniano, se tiene
n n
. i i OH oOH
ZX‘*’:ZB dq; — A'dp; = — dg; + dp;
; — 0q; Opi
i=1 i=1
comparando coeficientes se sigue el resultado. O

3. FUNCIONES GENERADORAS DE TRANSFORMACIONES CANONICAS

Las transformaciones simplécticas son aquellas que preservan la forma de
las ecuaciones de Hamilton. Una clase importante se obtiene a partir de lo
que se llama una funcién generadora. En esta seccién recordamos los aspectos
mas elementales que son necesarios para desarrollar con soltura la ecuacién de
Hamilton—Jacobi.

Definicién 8. La forma simpléctica en R®*™ = R"™ x R™ con coordenadas
z = (q, p)T es la forma bilineal antisimétrica definida por la matriz

0 I,
=(500)
donde I,, denota la matriz identidad n x n, vgr.,
w(z,w) = 2L Jw, zweR™.

Observacién 5. Notese que la matriz J satisface las siguientes propiedades:
JV=—J, J? = I, J* =—J, J ' =—J.
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Definicién 9. Una transformacién lineal M : R*™ — R?" se dice simpléctica
si MTJM = J, equivalentemente w(Mz, Mw) = w(z,w). Un difeomorfismo
f:R*™ — R®* (cambio de coordenadas) se dice simpléctico (simpléctica) si
M = Df(z): R*™ — R?" es simpléctica para toda x € R*".

Lema 3.1. Si M es una matriz simpléctica, entonces M~1 = —JMTJ.

Demostracion.
(—IMT )M = —J(M"IM) = —J* = I,
de donde se sigue el resultado. g

Proposicion 3.2. El conjunto de transformaciones lineales simplécticas for-
man un subgrupo del grupo general lineal GL(n,R).

Demostracion. Es claro que la identidad es simpléctica. Si M y N son
simplécticas entonces MTJM = J y NTJN = J, luego

(MNY'J(MN)=N"(MTJ)MN = N"JN = J
y por lo tanto M N es simpléctica. Para ver que M ~! es simpléctica, usaremos
el lema anterior: M~! = —JM7TJ.
(MY gmM™t = (=JMTH)TIM T = —(JMJ)JM !
= JMM ' =1

Lema 3.3. Sea M una matriz simpléctica; entonces |M| = +1.

Demostracion. Como MTJM = J se sigue que |M7T||J||M| = |J|, luego
|M|? = 1, por lo tanto |M| = +1. O

Observacion 6. De hecho se puede probar que para una matriz simpléctica
se satisface |M| = 1. La prueba es més elaborada y usa la idea de escribir el
polinomio caracteristico de una matriz antisimétrica como el cuadrado de un
polinomio, llamado Pfafiano.

Teorema 3.4 (del valor propio simpléctico). Si p(A) es el polinomio carac-
teristico de una matriz simpléctica M, entonces

p(A) = \*"p G) :

Demostracion. Como M~' = —JMT J se sigue que
M = —J(MT)71J, luego
M —X| = |—JM) T =M= |JP| = (M")™" + A
= =M AMT(MT) T
= [ =T+ AMT|[(MT)7 | = | =T+ AM]|
1 1
= N"M - 171 = Ap (X) .

O

Sif:R"xR"™ — R"xR" es una transformacién de coordenadas y escribimos
f(Q,P) = (¢(Q, P),p(Q, P)), en términos de sus componentes, entonces la
matriz Jacobiana puede particionarse como

La siguiente proposicién caracteriza entonces a una transformacion simplécti-
ca, en términos de la particién (17) de su matriz Jacobiana:

Proposicién 3.5. Un cambio de coordenadas (17) es simpléctico si y sdlo si
(a) ATC y BT D son simétricas.
(b) ATD-CT"B=1,.

13
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En particular para toda j,l

8;01' 8q,— _ 8]72' qu
2 (aQy‘ oQr 0 3@;’)

i

Z api 8qi . api 8qi _ 0
— \0P; 9P, 9P, 0P, :
Z 6p,~ 6qz‘ o 6])»; 6q¢ _ 5'1
oP; 0Q, 0Q, oP; at:

i

Demostracion. La condicién MTJM = J equivale a

AT T 0 In A B\ (0 I,
BT DT —I, 0 c D) \ -I, 0 )

Comparando bloques se tiene

ATc-ctA =
B'D-D"B = 0
A"D-Cc"B = I,
BT'C-DT"A = —I,.

Las primeras dos igualdades dan la afirmacién (a); las siguientes son equiva-
lentes a la afirmacién (b).
De (17) se tiene

0qi > (8pi )
Aij) = . (Ci) =
wo = (36,) ©@=(a6
N _ (O y_ (9pi
Bs) = (g). W= (g5 ).
y de la condicién (ATC — CT A);; = 0 se sigue

dq; Opi _ Opi 94
0= 2 (A = Cud) = ) (an 0Q; ~ 9Q: an) '

i i

Anélogamente la condicién BT D — DT B = 0 implica

o o aqi api api 8qi
0 = D> (BuDy—DuBy) =3 <apl op, ~ P, op,

_ Z dq; Op; B dq; Op;
OP, 0P; 0OP; 0F,

i

que son las identidades (18) y (19). Las relacién (20) se obtiene de la identidad
(DT A — BTC);; = 6. En efecto,

api an' an' api
5y = E;(Dz‘inl - Bi;jCu) = E; <8Pj Qi 0P an)
_ Z Opi Oqi  Opi dg;
OP; 0Q;  0Qi0P; )

i

O

Corolario 3.6. El conjunto de difeomorfismos simplécticos, Symp(R*™) es un
subgrupo del grupo de difeomorfismos de R®", Dif(R*™), ambos de dimension
infinita.

Observacioén 7. Para simplificar la notacién, en lo sucesivo indices repetidos
indican suma.

Proposicion 3.7. Consideremos un  cambio de  coordenadas
fiR" X R™ - R" xR", (q,p) = f(Q, P) y las formas simplécticas candnicas
w=dpANdg, Q=dP ANdQ. La transformacion de coordenadas es simpléctica
sty sdlo si f*(w) = Q.
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Demostracion.
*og \_ ( Opi L Opi 0q; q;
f(dp: Ndgi) = (an dQ; + ap; de) A (an Qi + 9P, dPl)
Opi 0g; Op;i 0g;
= ; P; P,
20, andQ] ANdQ; + P, BPzd % N\ dP
Opi 0q; Op; Oqi
+8Q]~ aPldQJ ANdP, + ap, and i A\ dQq
api aqi 8;01' 8qi )
= — dQ; Nd
(56, 36, ~ 56, 56, ) 2@ 4@

8])1' (9(]1‘ 8])1‘ 8(]1‘
— dP; N\ dP,
(apj oP, 8P, oP;) "’ !

api aqi 8p¢ 8q¢
- dP; N d
(8P]- oQr  0Qi OP; s N dQ
Los coeficientes de dQ; A dQi, dP; A dP; son cero debido a (18) y (19), por
(20) el dltimo término es

§,dP; A dQ, = dPj A dQ; = Q.

Jr

O

Consideremos ahora las 1-formas diferenciales en el contradominio R*" con
coordenadas (¢,p) y en el dominio R con
coordenadas (@, P)

a=pdg=>_ pdg, A=PdQ =Y P.dQ:.
i=1 i=1
y observe que w = da, 2 = dA, es decir las formas simplécticas son exactas.

Proposicién 3.8. Si el cambio de coordenadas f: R®™ — R?" es simpléctico;
a, A son las 1-formas (21), entonces existe una funcion W(Q, P), posible-
mente definida localmente, tal que

() — A=dw.

Demostracién. Como
d(f (@) —A)=df(a) —dA=f"(da) —Q2=Q-Q=0.

por Lema de Poincaré toda forma cerrada es localmente exacta, luego existe
una funcién W(Q, P) posiblemente localmente definida , satisfaciendo (22).
d

Observacidén 8. La relacién (22) se acostumbra escribir como
pidqi — P»Lsz = dW,

“donde p; y la diferencial dg; se expresan como funciones de Q y P a través
del cambio de coordenadas” (véase por ejemplo [7], p. 67) y W es funcién de
Q. Alternativamente podemos considerar que el lado izquierdo de (23) es una
1-forma & en el espacio producto R*" x R*" de coordenadas (Q, P,q,p). De
hecho @ = dp; Adq; — dP; AdQ; es una forma simpléctica en R?” x R?" exacta
pues w = da. El espacio simpléctico (R2” X ]R%,D) contiene a la gréfica de f:

Iy ={(@; P,q,p) | (¢;p) = f(Q, P)}.

y si ipf Ty — R?™ x R?™ denota la inclusién, entonces

ir, (@) = ir, (da) = d (ir (@) = 0
Por el Lema de Poincaré

ir ; (@) = dW

para alguna funcién local W definida sobre I'y con coordenadas (@, P). La
ultima expresién es precisamente (22).
Observacién 9. La grifica de la funcién f (24) es un ejemplo de variedad

Lagrangiana en el espacio vectorial simpléctico producto R?" x R2™ con la
forma simpléctica @ = dp; A dg; — dP; A dQ;. Véase también la seccién 5.
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Lema 3.9. Las siguientes 1-formas diferenciales en R?™ x R?"

Fy = prdgr — PrdQr, F> = qrdpr + PrdQ,
Fs = prdge+ QrdPe, Fi = qrdpr — QrdPk,

difieren por la diferencial de una funcion escalar.

Demostracion. Se puede verificar que
Fy = —F, 4+ d(piqi) = F5 +d(Q:P;) = —Fy + d(pigi — PiQy).

Verifiquemos la primera identidad para ilustrar el proceso conocido como
transformada de Legendre. Primero notemos que

F1 = prdgr — PrdQr = —(PrdQr — prdqr)

Las variables independientes son Qk y gx; debemos sustituir gx por py como
variables independientes asi que sumamos y restamos

i = —(PedQr — prdqr + qrdpr)

—(PrdQr + qrdpr — (prdar + qrdpr))
—(PrdQr + qrdpr — d(prqr))
—(PrdQyx + qrdpr) + d(prqr)

—F> + d(prar)-

g

Corolario 3.10. Si el cambio de coordenadas f: R?*" — R*™ es simpléctico
entonces existen funciones Wi(Q, P), i = 1,2,3,4 tales que

[ (pedqr) — PedQr = dWi, f"(qrdpr) + PrdQr = dWa,
f*(pkqu)-i-dePk = dWs, f*(qkdpk)—dePk = dWy

Teorema 3.11. Si el cambio de coordenadas f: R*™ — R®" es simpléctico
entonces:
1. Si %ﬂ # 0, entonces eziste una funcion S(q, Q) tal que
oS oS
a9 =Pk 7~ = Pk
oqr ~F aQu

2. Si %ﬂ # 0, entonces una funcién S(p, Q) tal que

os . 0s
T
3. Si %—8 # 0, entonces existe una funcién S(q, P) tal que
oS oS
aqu = Pk, 871:’;9 = Qk.
9f2

4. Si ‘% # 0, entonces eziste una funcion S(p, P) tal que
oS oS
aT?k = 4k, T‘Pk = —Qk-
Demostracion. La relacién
Prdgr — PrdQr = dWy

es una relacién entre formas diferenciales sobre la variedad I'y de dimensién
2n, la cual naturalmente estd parametrizada por (Q, P), asi que W7 es funcién
de (Q, P). Si el cambio de coordenadas es ¢ = f1(Q, P), p = f2(Q, P) y se
satisface la hipdtesis del {tem 1, entonces es posible despejar P = ¢g1(q,Q) v
se puede parametrizar I'y con las variables (¢, Q) como sigue

Iy ={(Q,P,q,p) | P=91(q; Q) p = f2(Q,91(q, Q)) }-
Si hacemos S(q, Q) = W1(Q, g1(q, Q)) entonces
prdge — PedQr = dS(q, Q),
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con (g, @) variables independientes, implica

_ o8
P = dar
oS

—P, = .

El resto de los casos se prueba de manera similar.
d

El teorema anterior tiene una versién reciproca: Supongamos que estd
dada una funciéon S de 2n variables con las correspondientes ecuaciones de
transformacién (26), (27), (28) y (29), queremos dar condiciones suficientes
para que dichas ecuaciones definan una transformacién candnica; al menos
localmente.

Teorema 3.12. 1. Sea S(q,Q) una funcién escalar de clase C*. Las ecua-
ciones implicitas

oS
Pe = T%(q,Q)
oS
_p = =2
k an ((L Q)?
bajo la condicion de no degeneracion
‘ 9%S
0Qr0q;

definen una transformacion de coordenadas

0= Q. P), p= %(h(@,m,@)

que es simpléctico.
2. Sea S(p, Q) una funcién escalar de clase C*. Las ecuaciones implicitas

oS
qe = %(I%Q)
oS
P = — .
bajo la condicion de no degeneracion
s
0
‘8Qk6pj .

definen una transformacion de coordenadas

as
p:fQ(Q7P)7 q:aip(fQ(Q7P)7Q)

que es simpléctica.
3. Sea S(q, P) una funcidn escalar de clase C*. Las ecuaciones implicitas
» oS
k= 4
Oqx
oS

Qk = Tpk(q’PL

bajo la condicion de no degeneracion
%S
6Pk6qj

definen una transformacion de coordenadas

(¢, P)

0= f2(Q.P), p= %‘ZUQ(Q,P),P)

que es simpléctico.

17
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4. Sea S(p, P) una funcion escalar de clase C*. Las ecuaciones implicitas

oS
@ = Tpk(P,P)
oS

_Qk = TF)IC(pMF))?

bajo la condicion de no degeneracion
9%S
6Pkapj

£0

definen una transformacion de coordenadas
oS
p:fQ(Q7P)7 q:aip(fQ(Q7P)7P)

que es simpléctica.

4. LAS ECUACIONES DE HAMILTON

Si H: R™ x R™ — R es una funcién de clase C2, las ecuaciones de Hamilton
estan definidas por el sistema dindmico

_ OH
= %
. OH
b= =5, ©PE R"
donde %I; = (%, e %)T, etc. que se pueden escribir como

¢=JVH(z), z=(ap)"

Proposicién 4.1. Sea f: R*™ — R?" un cambio simpléctico de coordenadas
de clase C', z = f(Z). Entonces las ecuaciones (46) se transforman en las
ecuactones de Hamilton

Z=JVH(Z), Z=(Q,P)",
con. Hamiltoniano H(Z) = H(f(Z)).
Probaremos primero el siguiente lema

Lema 4.2. VH(Z) = Df(Z)"VH(f(Z)).

Demostracion. Por definicién de gradiente, para cualquier
W € R®" se cumple,

(VH(Z),W) = DH(Z) -W = DH(f(%)) - Df(Z) - W
= (VH(f(2)),Df(Z)-W) = (VDf(Z)" - H((2)),W),

de donde se sigue la afirmacion. O
Veamos ahora la demostracion de la Proposicién.

Demostracién. Por la regla de la cadena y con z = f(Z), de (46) se sigue

Df(Z)-Z = JVH(f(2))

Z = Df(Z)'IVH({(2))
= —JDf(2)" J*VH(f(Z))
= IDf(2)"VH({(Z))
= JVH(Z).
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5. ESPACIOS VECTORIALES SIMPLECTICOS

En esta seccién veremos la geometria que subyace en la formulacién de
los sistemas Hamiltonianos, tal como se ha definido en la seccién anterior.
Posteriormente veremos que es posible globalizar estos conceptos al considerar
una variedad simpléctica. Recuerde que una aplicaciéon multilineal es una

k—wveces
aplicacion w: V xV x..-xV— R que es lineal en cada argumento por
separado, manteniendo el resto constantes. Se reserva el término forma cuando

la aplicacién multilineal es simétrica o antisimétrica, vgr., cuando

WWoy,Vagy Vo) = w(v1,v2, -+ ,Vk) (simétrica)
WMoy, Vag, 3 Ve,) = sgn(o)w(vi,ve, -+ ,vk) (antisimétrica)
para cualquier permutacién (o1,02,...,0k) y sgn(o) el signo de la permuta-

cion.
Definicién 10. Un espacio vectorial simpléctico es un espacio vectorial sobre

R equipado con una forma bilineal w: V x V — R, antisimétrica y no
degenerada. Esto ultimo significa:

w(u,v) =0, YWweV=u=0.

Observaciéon 10. La condicién de no degeneraciéon obliga a que el espacio
vectorial, en caso de ser de dimensién finita, tenga dimensién par. Esto se sigue
del hecho de que el determinante de una matriz antisimétrica de dimension
impar es cero. En lo sucesivo denotamos por d = dim(V'), la dimensién del
espacio vectorial simpléctico. La forma simpléctica define un isomorfismo de
espacios vectoriales V' — V™, mediante la férmula u — u*, u*(v) = w(u,v).

El Teorema de Darboux afirma que es posible escoger una base en la cual
la matriz asociada a la forma simpléctica toma la forma canénica (13).

Teorema 5.1. SiV es un espacio vectorial simpléctico y w la forma simplécti-
ca, entonces existe una base de V', e;, fi, i =1,2,...,d tal que

w(eisej) = w(fi, fi) =0, wlei, fj) = diy-

es decir la matriz asociada a w en esta base es precisamente la matriz simplécti-
ca (13).

Definicién 11. Si W es un subespacio del espacio vectorial simpléctico (V,w)
denotamos por ijyw la restriccion de w a W x W, es decir ijpw = w|wxw.
Decimos que W es un subespacio:

a) Simpléctico, si iyyw es no degenerada.

b) Isotrépico, si ijyw = 0.

¢) Lagrangiano, si es isotrépico y dim(W) = 1dim(V).
5.1. Variedades simplécticas. La versién global o “no lineal”de los espa-
cios vectoriales simplécticos son las variedades simplécticas. Recuerde que una
variedad diferenciable M de dimensién n es un espacio topolégico Hausdorff
dotado de un atlas de cartas coordenadas (V;, ¢i)icr, donde V; es un abierto
en M, tales que M = U;erV; y ¢i: Vi — R™ es una funcién continua con la
propiedad de que si V; NV, # () entonces el cambio de coordenadas

dio¢; ' ¢i(VinVy) = ¢;(VinVj)

es una funcién diferenciable (C°°) entre abiertos de R™. En lo sucesivo denota-
mos por ¢(z) = (q1(x),. .., qn(x)), las funciones coordenadas. En una variedad
tiene sentido hablar de funciones (reales) diferenciables y curvas diferenciables.
Decimos que una funcién f: M — R" es diferenciable, si para cualquier carta
coordenada (U, ¢), fop*: ¢(U) — R™ es diferenciable como funcién definida
en el abierto ¢(U) C R™. Sean c1, c2 gérmenes de curvas alrededor del origen
que pasan por el mismo punto x € M. Decimos que son equivalentes, si pa-
ra cualquier carta coordenada (U, ¢) tal que = € U y ¢(x) = p, se satisface
L(poci)(0) = L(¢oc2)(0). Una clase de equivalencia de curvas se llama
un vector tangente en x y la coleccién de vectores tangentes forma el espa-
cio tangente T, M con la siguiente estructura natural de espacio vectorial: Si
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v; = 2(¢o¢;)(0), con ¢; curvas como antes, entonces cs = ¢~ (p+t(v1 +v2))
es un germen de curva que define la suma de clases: [cs] = [c1] + [c2]. Andlo-
gamente la diferencial de f: M — R es una funcién lineal en cada fibra:
dfz: ToM — R, donde df, - v = w se define como sigue: para una curva c
representante del vector tangente v € T, M entonces df, - v = £ (f oc)(0). Sea
(U, ¢) una carta coordenada como antes; entonces ¢~ '(p + te;) es una curva

cuya clase se denota por -2 ().

9q;

Fibra a fibra, los espacios tangente y cotangente (el dual) pueden agruparse
en el haz tangente y cotangente:
™ = |J oM, T"M = | J TuM". Sean 7: TM — M, X\: T*M — M

zeM zeM

las proyecciones. Tanto T'M como T*M son variedades diferenciables. Por
ejemplo, dada una carta (U,¢) en M, 771 (U) es un abierto en TM y para
¢ € 71 (U) existen funciones ¢;: 7' (U) — R tales que £ = 5, q'i(f)a%i(x).
Entonces T¢: 71 (U) — R" xR™, T'¢ = (qom, §) es una carta coordenada. La
base dual de B%i se denota por dg; y permite definir una carta coordenada en
A"HU) € T*M, asociando a o € Ty M las coordenadas a = 3 p;(a)dq;, de
modo que T*¢ = (qo A, p) es una carta coordenada. Un campo vectorial es una
seccion de TM es decir X: M — TM y mo X = ida. Una forma diferencial
es una seccién de T M.

Definicién 12. Una wvariedad simpléctica es una variedad P dotada de una
2-forma w € A%(P) es cerrada y no degenerada.

En otras palabras dw = 0 y para cada z € P, wg(u,v) = 0 para toda
v € T, P implicau=0¢€ T, P.

El ejemplo candnico de variedad simpléctica es el haz cotangente a una
variedad T* M. La forma simpléctica candnica es la derivada exerior de la 1—
forma candnica definida como sigue: La aplicacién tangente de la proyeccién
AMT*M—>MesTA: T(T*"M) — TM, luego si & € To(T*M), con o € T* M,
sea entonces z = A(a), luego TA-€ € T, M y podemos aplicar{a, TA-£), donde
(,) denota el apareamiento natural T, M x T,M — R. Como la aplicacién
& — (o, TA-&) depende linealmente de £ € T, (T M) se ha definido una forma
diferencial I' en T* M. La forma simpléctica es w = dI".

Observacién 11. Tomando coordenadas (g o A, p) no es dificil ver que w y T'
coinciden con la 2-forma y 1-forma canénicas en R?™ del Ejemplo 1, (10) y

(9).

El Teorema de Darboux se extiende al caso de variedades

Teorema 5.2. Si (P,w) es una variedad simpléctica, para cada x € P existe
una carta coordenada (U, ¢) con coordenadas ¢(x) = (q1,q2,- - -, qnsD1,D2s - - - Dn)
tal que

w\U = del A\ dqi.
i=1
Definicién 13. Una variedad L de una variedad simpléctica (P,w) se dice
Lagrangiana, si dim(L) = dim(P)/2 e izw = 0. En otras palabras T, L C T, P
es un subespacio Lagrangiano para cada x.

Como w es cerrada entonces es exacta, al menos localmente digamos
w = da. Si L es Lagrangiana, entonces i;a es una forma cerrada, luego
existe una funcién posiblemente definida sélo localmente, tal que i; o = dF.
Llamamos a F' una funcién generadora de la variedad Lagrangiana.

Usando el Teorema de Darboux, se puede obtener una forma candénica local
de una variedad Lagrangiana, ya que p; dg; = dF', implica

L= {(q,p) | pi = g;(q,p)}-

En la primera parte de este trabajo se han visto multiples ejemplos de fun-
ciones generadoras de variedades Lagrangianas dadas por graficas de transfor-
maciones canénicas en la variedad simpléctica producto R*® x R*".
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6. SISTEMAS HAMILTONIANOS

Definicién 14. Sea (P,w) una variedad simpléctica. Un campo vectorial
X: P — TP se dice Hamiltoniano, si existe una funcién H € C*(P) tal
que

ixw = —dH.

Recuerde que si X es un campo vectorial y « una k—forma entonces ix« es
una k — 1 forma definida como

(ixa)z(ur,uz, ..., ur) = az (X (), u1,u2, ..., uk).

Asi, ixw es una 1-forma globalmente exacta, si el campo es Hamiltoniano.

Observacion 12. En una carta de Darboux, si

1o} 0

8qi 8pi
entonces
. OH OH
ixw = —Ai(q,p)dpi + Bi(q,p)dq; = _T%in - aT)idp"
lo cual implica A; = g—g, B, = fg—g. Luego, a lo largo de una curva solucién

del campo se satisfacen las ecuaciones de Hamilton

W~ Ada0.p0) =5 %= Ada().p0) =5

7. PRINCIPIOS VARIACIONALES

Consideremos el siguiente problema variacional: sea L(t,x,v) una funcién
definida para t € [t1,t2], (z,v) € D x R? y D C R? un abierto, L de clase C",
con r > 2. Definamos el funcional definido para una curva z: [t1,t2] — D por

t2 dx
10) = [ Lisale)is) ds. =00
t dt
Analicemos primero la existencia de minimales en el espacio de curvas de clase
C' con extremos fijos
F:{Iecl[tl,t2] |£E(t1) =1, x(tg):xz}.
Definicién 15. Decimos que z* € I' es minimal en T, si
I(z™) < I(z), Vzel.

Observacion 13. El infimo puede existir, sin que se alcance.

Considere por ejemplo d = 1, L(t,z,v) = t*v?, [t1,t2] = [0,1] 21 = 0,
x2 = 1. Para la familia de curvas z,(t) = t™ se tiene

I(mm) = por lo que nl;,réfNI(wm) = 05

m+3

pero I(z) > 0 para toda z € I.
Sin embargo se tiene el siguiente resultado:

Proposicién 7.1. Si z es minimal en T' entonces « € C? [t1,t2] ¥

oL ) 2 gL )
a—vj(t,ac,m) =, @(s,x(s),az(s))ds = const.

para toda t € [t1,ts2].

Las ecuaciones (50) se llaman las ecuaciones integrales de
FEuler-Lagrange.

Definicién 16. Una curva minimal 2* € T" se dice regular, si det (Lui,v].) #0
a lo largo de =™, v = ™.

El siguiente resultado de regularidad aplica a curvas minimales.
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Proposicién 7.2. Si x* € T' es una curva minimal reqular, entonces ™ €
C?[t1,t2] y se satisface

afoLy_oL | _dr

dt 81)j - 8£Ej7 - dt ’

Definicién 17. Una curva ™ que satisfaga las ecuaciones de Euler-Lagrange
(51) se dice extremal en T'.

Observacion 14. La teoria detras de los métodos variacionales es muy extensa
y referimos al lector a la referencia [6] donde se caracterizan las propiedades
topolégicas de las curvas minimales y en particular los conjuntos de Mather.

8. LA TRANSFORMADA DE LEGENDRE

En secciones anteriores hemos introducido la tansformada de Legendre en
el contexto de pasar de una funcién generadora de un tipo a otro bajo hipétesis
locales de convexidad. Aqui supondremos hipdtesis suficientes para que la
transformada de Legendre pueda definirse globalmente, lo cual nos permitird
relacionar la formulacién Lagrangiana y Hamiltoniana de la Mecénica.

Definicién 18. Un Lagrangiano L(q,v) se dice de Tonelli, si la aplicacién
L(z,-) es de crecimiento superlineal y estrictamente convexa, es decir

L(z,v) 9°L

|[v]—o0 |U|

z,v)

es estrictamente definida positiva. Andlogamente un Hamiltoniano H (z,p)
se dice de Tonelli, si la aplicacién H(z,-) es de crecimiento superlineal y
estrictamente convexa, es decir
H(z,p) o*H
lim —— =400 y ——(z,p
RS op? (=.p)

es estrictamente definida positiva.

Observacién 15. Si L(z, v) es un Lagrangiano de Tonelli de clase C?, entonces
la transformacién

oL
pP= %(1‘77))

es invertible globalmente de manera continuamente diferenciable respecto de
v y continuamente respecto de x. La demostracién del siguiente resultado se

deja al lector.

Proposicién 8.1. Sea L(x,v) un Lagrangiano de Tonelli. Defina el Hamilto-
niano asociado
H(map) =v-p- L({E,’U)

donde, v = v(z,p) de acuerdo a la ultima observacidn, entonces H(x,p) es un
Hamiltoniano de Tonelli. Viceversa, si H(x,p) es un Hamiltoniano de Tonelli
y L(z,v) =v-p— H(x,p) donde p = p(x,v) de acuerdo a la utima observacion,
entonces L(z,v) es de Tonelli.

Teorema 8.2. Sea L(z,v) un Lagrangiano de Tonelli de clase C* en x € D
abierto de R, v € R, Entonces la aplicacién
L:DxRY— DxRY,

(z,v) — (:E,p = %(m’v))

es un difeomorfismo global, con inversa
(z,p) = (z,v = 8—H(:v )
7p ’ - 8p 7p .

Demostracion. Sea v(g,p) la funcién implicitamente definida por la primera
relacién en (53). Derivando H respecto de p,
OH _ . ov 9L ov_ . ( 9L\ ov_
op p op v Op p ov op

de la definicién de p. O
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Teorema 8.3. Bajo las mismas hipdtesis que el Teorema anterior. La trans-
formada de Legendre (53) manda las ecuaciones de Euler-Lagrange en las
ecuaciones de Hamilton y viceversa:

d(aL) OL _ . do _0H dp _ _0H

a\ov) o "T @ prat T 0w
Demostracion. Nétese que de la definicién (52) se satisface
OH  OL
dr Oz
Ahora, partiendo de las ecuaciones de Lagrange, de la definicién de p (ver 53)
se tiene
i(@),@: _ dp _ _0H
dt \ Ov Ox dt ox’
que es la segunda ecuaciéon de Hamilton. Por otro lado,
dx OH Oov 0L 0Ov OH
=" ey o

donde se ha derivando (52) respecto de p, suponiendo v = v(z, p). El reciproco
se muestra de manera similar y se deja como ejercicio. O

9. TERMODINAMICA DE SISTEMAS QUIMICOS

Las variables medibles de los sistemas macroscopicos cuando son pertur-

bados, evolucionan de manera complicada y pueden variar de punto a punto
(variables distribuidas). En muchos casos tienden a estabilizarse con el tiem-
po en valores determinados independientemente del punto donde son medidas
(variables conglomeradas). Decimos que se ha alcanzado el equlibrio termo-
dindmico. Los efectos disipativos pueden atenuarse perturbando poco a poco y
ligeramente el sistema, esperando un tiempo suficiente a que los valores de las
variables se hayan estabilizado. Un proceso de este tipo se llama quasiestatico
y se representa por una curva en el espacio de estas variables. El pardmetro
de esta curva no es el tiempo, sino que simplemente indica el orden en el que
el proceso se lleva a cabo. De las variables conglomeradas se distinguen las de
tipo extensivo que dependen proporcionalmente del volumen del sistema, vgr.,
si r—1 del total de r son aumentadas por un factor A\, entonces la variable res-
tante varia en la misma proporcion; las del tipo intensivo son independientes
de esta transformacién de escalal.
Postulado I. En los sistemas simples existen estados particulares, llama-
dos estados de equilibrio termodindmico que estan caracterizados macroscopi-
camente por la energia interna U, el volumen V y las cantidades molares
Ni, Na, ..., N, de los componentes quimicos.

Las variables a las que se hace referencia en el Postulado I son del tipo
extensivo. Méas adelante veremos que las variables intensivas estan determi-
nadas a partir de la relacién funcional entre estas variables y otra mads, la
entropia S que serd introducida més adelante, de modo que se puede suponer
una relacién funcional U = U(S,V, N1, ..., N,); veremos que los valores de las
variables intensivas estan completamente determinados por las derivadas de
primer orden de esta relacién funcional. Equivalentemente se puede suponer
una relacién funcional S = S(U,V, Ni,...,N,) en igual circunstancia. Mds
aun, veremos que mas que la relacién funcional de un tipo u otro, el contenido
geométrico de la termodindmica estd resumido en la suposicién (postulado) de
que los estados de equilibrio termodindmico estan caracterizados por los valo-
res de sus variables extensivas e intensivas, las cuales forman una subvariedad
Lagrangiana.

La primera ley reconoce el calor como una forma de energia que aunque
no es una variable de estado, el cambio en la energia interna se debe al calor
suminstrado al sistema menos el trabajo realizado por éste.

(55) AU = 6Q — §W,

ICaratheodory llama a las variables extensivas wvariables de forma y las variables intensivas,
variables de estado.. Nosotros usaremos el término variables de estado para referirnos a ambas.
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donde 6@ representa el calor suministrado al sistema, una 1-forma diferencial
y W el trabajo producido por el sistema.

El trabajo W = —pdV + Y, pidN;. En general las 1-formas de calor y

trabajo 6@, §W no son exactas por lo que el calor o el trabajo total dado por la
integral sobre una trayectoria que especifica el proceso que siguen las variables
extensivas 7(t) en general depende de ésta. Un proceso se dice adiabdtico, si
6Q(7(t)) = 0.
Segunda ley. Alrededor de cualquier punto P y cualquier vecindad de éste,
existen estados que no pueden ser alcanzados por un proceso adiabatico. En
particular, existen funciones T, S de las coordenadas extensivas V, N1, ..., N,
tales que 6QQ =T dS.

Caratheodory muestra que la condicién de la existencia de puntos inal-
canzables por procesos adiabdticos es equivalente a pedir que la distribucion
definida por 6Q = 0 (ecuacién de Pfaff) sea integrable en el sentido de Fro-
benius, de lo cual se sigue la existencia de un factor integrante 1/7" que hace
que 6(Q) sea exacta:
dq
-

Para una sola sustancia quimica, de las tres variables V, U, N s6lo dos son
independientes, debido a la propiedad de homogeneidad, luego §Q es una 2—
forma en un espacio de dimensién 2 y por lo tanto es integrable. Sin embargo,
para mas de una sustancia, la integrabilidad no es automadtica, por ello la
segunda ley no se trata de un enunciado matemaético, sino de una ley fisica,

La primera (55) y segunda leyes pueden enunciarse en el solo apartado

TdS =dU —pdV +»_ s dN;.

ds =

La definicién precisa de estados de equilibrio termodindmico es la siguiente:
Consideremos el espacio vectorial simpléctico de pares de variables extensivas—
intensivas y dentro de éste, el cono abierto

u:(va7N17"->NC7T7_p7/*L17~"7//LC)7 S:‘/,N1>O
con la forma simpléctica w = da, con

a="TdS+pdV - u;dN;

Los estados de equilibrio termodindmico forman una variedad Lagrangiana L:
0 =iiw = d(iLa), lo cual implica que i} = dU para alguna funcién escalar
U. Cuando L se puede parametrizar por (S,V, Ni,...,N.) y entonces L es la
gréfica de dU es decir a« = dU con U = U(S,V, Nu, ..., N.); explicitamente

p_o __ov _ 90U
“oas PTTav T oNy

Asi, la variedad Lagrangiana L se identifica con los estados de equilibrio
termodindmico y sélo para ellos las variables extensivas toman valores bien
definidos.
Postulado II. Los estados de equilibrio de un sistema termodinamico forman
una subvariedad Lagrangiana.

Para una séla especie se tiene que U = U(S,V, N) y la propiedad extensiva
de la energia interna implica que U es una funcién homogénea de grado 1.
Comtunmente se fija la cantidad molar N o el volumen V' y se habla de la
entropia o energia interna molares U = Nu, S = Ns, V = Nv o especificas
U=Vu, S=Vs, N=Vn En este caso el potencial quimico es yu = g—][\], =0
y (57) se reduce a @ = T'ds + pdv. En este caso la condicién de integrabilidad
para « es satisfecha automaticamente, ya que da es una 2-forma en un abierto
de R*(s,v).

Para dos sustancias quimicas que no reaccionan hay un potencial quimico
por cada fase de la sustancia p o, H?yg, ..., p1 2. El equilibrio termodindmico

i=1,2,...,c

de las v fases se describe por las igualdades /L{ = ,ué para j = 1,2,...,v; asi
las condiciones de equilibrio dan v restricciones entre las c+ 2 variables, dando
un total de r = ¢+ 2 — v grados de libertad.
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9.1. Potenciales termodindmicos. Larelacién de estado U = U(S,V, N1, Na, ...

no es sino una parametrizaciéon de la variedad Lagrangiana L, de ahi que en
muchos casos sea conveniente usar otras coordenadas u otros potenciales, en
vez de U, para describir mejor determinados procesos o propiedades.

Un cambio de coordenadas para el potencial U se lleva a cabo mediante un
transformacién de Legendre parcial. Por ejemplo, para una sustancia habiendo
fijado el ntimero de moles, U = U(S,V). Si queremos expresar a U como
funcién de Ty V entonces hacemos G = U — T'S, donde se supone que

oU
T=25(5V)

permite expresar a S = S(T,V), luego G = G(T,V), ahora
dG =dU —TdS — SdT' =TdS — pdV — TdS — SdT' = —pdV — SdT,

de donde se obtiene

oG oG

=57, —S= .

ov oT
El  potencial termodindmico G se llama el potencial de
Helmholtz. Vemos que el cambio de coordenadas se lleva a cabo agregando
un término que es el producto de la variable extensiva que se quiere sustituir
por su correspondiente variable extensiva (S-T en el caso de la funcién de
Helmholtz). Para el estudio de reacciones quimicas que generalmente se lle-
van a cabo a presién constante es mds conveniente usar p y V' como variables
independientes; se define entonces la entalpia como H = U + pV, de donde

dH = dU + pdV + Vdp = TdS — pdV + pdV + Vdp = TdS + Vdp,

de donde la variedad Lagrangiana se describe por

OH OH
=%, v=2"
a8’ Op

La energia libre de Gibbs es el potencial G = U + PV — TS en el que se
sustituyen (S, V') por variables intensivas (P,T'). Se tiene dG = —SdT + Vdp.

Alternativamente, se puede expresar U = U(T, V) al despejar S = S(T,V)
de la relacién T' = 2Y(S, V), luego U(T, V) = U(S(T,V), V). Esta parametri-
zacion se usard explicitamente en el caso del gas ideal.

9.2. Relaciones de Maxwell. Son consecuencia de la exactitud de la
forma i} «. Por ejemplo, tomando T,p como variables independientes para
el potencial de Gibbs, dG = —SdT + Vdp es una diferencial exacta, luego

_95 _ov
op oT’
Otras relaciones entre derivadas parciales pueden derivarse de manera pareci-

da, por ejemplo para los potenciales quimicos

Opi _ Opy
ON; — ON;’

9.3. Ejemplo el gas ideal. Para un sistema PVT de una sola sustancia
la capacidad calorifica se define como el nimero de calorias necesarias para
elevar en un grado su temperatura. Es una cantidad extensiva que depende
del proceso. La capacidad calorifica a volumen constante se define a partir de
U =U(T,V) como se mostré antes

oU
Cv= (ﬁ)v

aunque hemos usado la notacion clasica que enfatiza que en el proceso el
volumen se mantiene constante, esto es innecesario.

La capacidad calorifica a presién constante se define a partir de H =
H(T, P) como se mencioné antes, luego

o0H

=57

, Ne)
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El uso de la energia interna en el primer caso y de la entalpia en el segundo
es consistente con la definicién fisica, ya que Q) = dU si dV = 0 en el primer
casoy 0QQ = dH, si dp = 0.

Para un gas ideal la ecuacién de estado es

pV = NRT
donde R es la constante de los gases ideales.

Proposiciéon 9.1. Para un gas ideal la energia interna sdlo depende de la
energia.

Demostracién. Consideremos U = U(T, V), luego

ou ou
De la seguna ley y usando la ecuacién de estado se tiene
dU NR
ds = T + TdV

Sustituyendo (63) en (64) se tiene

10U 10U NR
Sin embargo usando S = S(T,V) y comparando con dS = %dT —+ %dv se
tiene de inmediato

o5 _ 1o
or T oT
95 _ 10U NR
oV ToV v
Usando la igualdad de las parciales mixtas
L(OUN__1U 10
T\oVoT ) T2V ' TOTOV
cancelando las derivadas mixtas se obtiene finalmente
oUu
= —o.
aV
a
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