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SUCESIONES Y RECURRENCIAS

ROBERTO QUEZADA

RESUMEN. Discutimos algunas recurrencias y su relacién con sucesiones numéricas
bien conocidas.

1. INTRODUCCION

En este articulo realizamos una discusion elemental de algunas sucesiones numéricas

bien conocidas, asi como algunas relaciones entre ellas. Nuestro propésito es ilustrar
con ejemplos sencillos, los procesos de descubrimiento y escritura rigurosa de resultados
matematicos. El contenido de este articulo se puede usar en un curso introductorio
para estudiantes de matematicas que, ademéas de motivarlos, muestre la manera en
que algunos matematicos realizamos nuestro trabajo.
Aunque el tema es muy popular y se presenta en muchas referencias que van desde
libros, véase por ejemplo [1] y [2], hasta presentaciones interactivas en internet, nues-
tro enfoque tiene cierta originalidad. Ademads de presentar alguna de estas sucesiones
numéricas escribiendo sus primeros términos y de inferir a partir de ellos algunas de sus
propiedades, aprovechamos la relacién de recurrencia que ella satisface, para definirla
de una forma rigurosa y demostrar sus propiedades de manera deductiva.

2. ;QUE ES UNA RECURRENCIA?

Una relacién de recurrencia (o simplemente recurrencia) es una expresién que

permite calcular los valores {a1,--- ,ap, -} de una sucesién a = (a,)n>1 a partir
de uno a varios términos iniciales dados. Por ejemplo, la relacién de recurrencia
(1) ant1 + an =0,

determina una sucesién a = (a,),>1 cuyos valores son
as = —a1, a3 = —AaA =0A1, A4 = —a3 = a2 = —Q1, *** .
Esta sucesion depende del valor de a;. Por ejemplo, si a; = 1 la sucesion es
a=(an)nz1 = ((=1)"pz1 = {1,-1,1,-1---}.
Pero si a1 = 2, entonces la sucesion a es
{2,-2,2,-2,---}.

En otras palabras, la relacién de recurrencia (1) no determina un sola sucesién, i.e.,
la solucién de (1) no es tdnica. De hecho, existen tantas soluciones diferentes como
valores de aj.

Si queremos determinar una tnica sucesién que satisfaga la ecuacién (1), debemos
anadir una condicidén inicial como a; = i, con ¢ un valor fijo i € R. Es decir, el
problema

(2)
con i € R, un valor fijo, tiene una tnica solucién dada por:
{t,—i,i,—4,--- }.
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FIiGUrRA 1. Nameros triangulares

Noétese que esta sucesién se representa de manera concisa mediante la férmula a, =
(=1)"*i, n > 1. Es claro que satisface la condicién inicial, pues a; = i. Para
demostrar que esta sucesién también satisface la ecuacién (1) basta observar que

Ang1 + ap = (—1)"%i + (=1)" i = (-1)" T (—i+i) =0.
3. NUMEROS POLIGONALES

Si a un punto se le agregan dos puntos mdas para formar un triangulo equilatero
y a su vez a este tridngulo se le agregan tres puntos més para obtener un tridngulo
equildtero con tres puntos en cada lado y continuamos de esta manera agregando cua-
tro, cinco, etc. puntos. El niimero de puntos en cada tridngulo equilatero asi obtenido
define la sucesién de ntmeros triangulares, figura 1. Es decir, la sucesién de nimeros
triangulares es {1,3,6,10,15,21,--- }.

Los nuimeros cuadrados se obtienen de manera similar; empezando con un punto
se agregan tres puntos mas para formar un cuadrado y a éste se agregan cinco puntos
mas para formar un cuadrado con tres puntos en cada lado, el niimero total de puntos
de cada cuadrado corresponde con los elementos de la sucesiéon {1,4,9, 16,25, 36, - - - },
figura 2.

Los ndmeros pentagonales se obtienen empezando con un punto y agregando
cuatro, siete, diez, etc. puntos de manera que se obtienen los elementos de la sucesién
{1,5,12,22, -}, figura 3.

Los nuimeros hexagonales son los términos de la sucesién {1,6,15,28,---}, que se
obtienen iniciando con un punto agregando cinco, nueve, trece, etc. puntos en cada
etapa para formar un hexagono més grande a partir del anterior.

Para reconocer las variables de las cuales dependen los ntimeros poligonales, a par-
tir de este momento los denotaremos mediante el simbolo p,,(n), con m,n € N. El
subindice m se refiere al niimero de lados del poligono y n corresponde con el lugar
que ocupa en la correspondiente sucesién. Por ejemplo, p4(4) es el cuarto nimero cua-
drado, es decir, p4(4) = 16, mientras que p5(3) es el tercer nimero pentagonal, i.e.,
p5(3) = 12. En el cuadro 1, se muestran los primeros nimeros poligonales y la relacién
de recurrencia que satisfacen.

Con esta notacién y observando el cuadro 1, podemos inferir que para cada m € N,
los nimeros poligonales con m lados (“m-gonales”), con m > 3, satisfacen la ecuacién
en diferencias’

(3) Pm(n+1)—pp(n)=1+(m—-2)n, n>1

con la condicién inicial p,,(1) = 1.

Usaremos los resultados de nuestras observaciones e inferencias para dar una
definicién de los nimeros poligonales. Es decir, tomaremos a la ecuacion en diferencias
(3) como definicién de los niimeros poligonales, aprovechando que, de acuerdo con

IEn este articulo usaremos el nombre de ecuacién en diferencias para referirnos a una clase
particular de relaciones de recurrencia, pero frecuentemente se usa para referirse a cualquier relacién
de recurrencia.
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FI1GURrRA 2. Numeros cuadrados

FigurA 3. Numeros pentagonales

Numero poligonal | Primero | Segundo | Tercero Recurrencia

Triangular 1 3 6 ps(n+1)—p3(n) =1+n
Cuadrado 1 4 9 pa(n+1) —ps(n) =1+ 2n
Pentagonal 1 5 12 ps(n+1) —ps(n) =1+ 3n
Hexagonal 1 6 15 pe(n+1) —pg(n) =1+ 4n

CUADRO 1. Numeros triangulares

nuestra discusién en la seccién anterior, la solucién de una ecuacién en diferencias
como (3) con la condicién inicial p,,(1) = 1 es tnica.

La existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones en diferencias es un hecho que
a lo largo de este articulo aceptaremos sin demostracién, el lector interesado puede
consultar una demostracién en la referencia [3].

Definicién 1. El n-ésimo numero poligonal con m lados es el n-ésimo término,
Pm(n), m >3, n > 1, de la tnica sucesién que resuelve la ecuacién en diferencias (3)
con condicién inicial p,, (1) = 1.

Usando esta definicién demostraremos algunas propiedades y relaciones entre estos
nameros. El siguiente resultado se le atribuye a Teén de Esmirna, siglo 1T d.C.

PROPOSICION 2. Cualquier nimero cuadrado es suma de dos triangulares sucesivos,
mds precisamente, para cada n > 1 se tiene que

(4) pa(n) = p3(n) +ps(n —1).

Demostracion. De acuerdo con la definicién, bastara demostrar que el lado derecho
de (4) satisface la ecuacién en diferencias que determina de manera tinica a la sucesién
pa(n), es decir, la ecuacién

(5) pa(n+1) —ps(n) = 1+ 2n,

con la condicién inicial ps(1) = 1.
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Obsérvese que
ps(n+ 1) + p3(n) — (ps(n) + ps(n — 1))
(6) = (p3(n+1) = p3(n)) + (ps(n) — ps(n — 1))
=(1+n)+(1+(n-1)=1+2n
Hemos usado que la sucesién de nimeros triangulares ps(n) satisface la ecuacién en
diferencias ps(n + 1) — p3(n) = 1 4+ n. Ahora, usando que p3(1) = 1, tenemos que
p3(1) + p3(0) = 1+ 0, pues p3(0) = 0 por ubicuidad. Esto demuestra que el lado

derecho de (4) satisface la ecuacién (5) junto con la condicién inicial, entonces por la
unicidad, podemos concluir que la identidad (4) se cumple para cada n > 1. O

PROPOSICION 3. (Nicdmaco de Geresa, alrededor de 100 d.C.) El n-ésimo
nidmero m-gonal, pm,(n), es igual a la suma del n-ésimo (m —1)-gonal, pm—1(n), mds
el (n — 1)-ésimo triangular, es decir,

(7) pm(n) :pm—l(n) +P3(n - 1), YV n>1.

Demostracién. Bastard demostrar que el lado derecho de (7) satisface la misma
ecuacion en diferencias que p,,(n) y la correspondiente condicién inicial.

Para la condicién inicial tenemos que p,,,—1(1) + p3(0) = 1. Y, por otra parte, para
cada n > 2, tenemos que

Pm—1(n) +p3(n—1) = (pm—1(n — 1) — ps(n — 2))

®) = (pnoa() =pma(n = D) + (paln —1) —pa(n —2)
=(1+m=3)(n—-1)+14+Mn-2)=1+(m-2)(n-1).
Lo cual demuestra (7). O

El siguiente resultado es una generalizacion del teorema de Tedén de Esmirna,
proposicién 2, que se atribuye a Bachet de Méziriac, siglo XVII. Como su demostracién
es esencialmente la misma que para las dos proposiciones anteriores, dejaremos que el
lector complete los detalles.

PROPOSICION 4. El n-ésimo nimero m-gonal, py(n), conm >3 yn > 1, es igual
a la suma del n-ésimo triangular mds (m — 3) veces el (n — 1)-ésimo triangular, i.e.,

9) pm(n) =p3(n) + (m —3)ps(n—1), V. m>3, n>1

4. SucesiON DE FIBONACCI

La sucesién de Leonardo de Pisa (Fibonacci), 1170-1250, cuyos primeros términos
son 0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, 144,233, 377, - - -, fue descrita por él mismo en re-
lacién con un problema de cria de conejos: ;Cudntos pares de conejos se producirdn
en un ano si se inicia con una sola pareja que es productiva después de un mes, produ-
ciendo una sequnda pareja, que a su vez es productiva después de un mes? El cuadro
2 muestra el proceso de produccién de parejas de conejos de acuerdo con la regla
enunciada.

Observando la tabla se ve que si f(n), es el n-ésimo término, con 1 <n <7, de la
sucesion de Fibonacci, entonces se satisface la relacién de recurrencia

fn)=fln=1)+f(n=2), 2<n <7

Usando esta relacién vemos que

f(2) = f(1) + £(0),

f3)=f(2)+ f(1) =2f(1) + £(0),
(10) f(4) = f(3)+ f(2) =3f(1) +2£(0),

f(5) = f(4)+ f(3) =5f(1) + 3/(0),

f(6) = f(5) + f(4) = 8f(1) + 5/(0),
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Mes Produccion Parejas
1 (inicio) Pareja inicial (no productiva) 1
1 (final) Pareja inicial productiva. Se cruza 1
2 (final) | Segunda pareja. Se cruza la pareja inicial 2
3 (final) Tercer pareja. Se cruzan dos parejas 3
4 (final) | Dos parejas nuevas. Se cruzan tres parejas 5
5 (final) Tres nuevas. Se cruzan cinco 8
6 (final) Cinco nuevas. Se cruzan ocho 13

CuUADRO 2. El problema de Fibonacci

Estos términos de la sucesién dependen de los valores de f(0) y f(1). Sabemos que
f(1) = 1 y para reproducir los primeros siete términos de la sucesién de Fibonacci
debemos tomar f(0) = 0.

Usaremos este resultado de nuestro razonamiento inductivo y el hecho de que una
relacion de recurrencia con condiciones iniciales tienen una y sélo una solucién, para
dar una definicién de la sucesién (completa) de Fibonacci y deducir algunas de sus
propiedades.

Definiciéon 5. La sucesién de Fibonacci es la tnica solucién de la ecuaciéon en
diferencias

(11) f(n)=fn—-1)+f(n—-2), n>2
con sus dos condiciones iniciales.
f(1)=1, f(0)=0.

El siguiente resultado sobre la sucesiéon de Fibonacci se puede encontrar en la
literatura. Lo demostraremos usando nuestra definicién y el método que empleamos
en la seccién anterior.

TEOREMA 6. La sucesion de Fibonacci se puede escribir en la forma

TP —xh
12 n)=———, VYV n>0,
(12) fmy =12
donde x1 = 1+2\/g Y Ty = % son las raices de la ecuacién z2 —xz —1=0.

Demostracién. De acuerdo con nuestra definicién, bastara demostrar que la sucesion
(12) satisface la ecuacién (11) y las condiciones iniciales. Para las condiciones iniciales

tenemos que f(0) = w?\;gg = % =0,y f(1) = R = % = 1. Por otra parte,

tomando en cuenta que x1 + x5 = 1, tenemos que

(13) _ L n

1
= —(a} —28) + —=wwa(a]? —af?)

V5 V5
= f(n) +zzaf(n—2) = f(n) - f(n - 2),

pues z1x2 = —1. Esto completa la demostracion. O

El nimero z; = 1+T‘/5 se conoce como numero aureo. Otra propiedad del nimero
aureo es la siguiente.
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1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1

FiGura 4. Tridngulo de Pascal

PROPOSICION 7. La sucesion g(n) = z, mn > 0, satisface la ecuacién en
diferencias (11) con las condiciones iniciales g(0) =1 y g(1) = ;.

Demostracién. Es claro que las condiciones iniciales se cumplen. Por otra parte, para
cada n > 2,

g(n=1) +g(n—2) = (277" +277%)

(14) =27}z +1) =2}

= g(n),
pues x satisface la ecuaciéon 22 — x; — 1 = 0, es decir x; + 1 = 22. Esto completa la
demostracién. 0

Puesto que la sucesién de Fibonacci f(n) y la sucesién a7} son soluciones de la
misma ecuacién en diferencias, es de esperarse que exista alguna relacién entre ellas.
La siguiente proposicién establece explicitamente esta relacion.

PROPOSICION 8. Sea 1 el nimero dureo, entonces se satisface la identidad
(15) af = f(n)zr+ f(n—1), n>1,
donde f(n) es la sucesion de Fibonacci.
Demostracién. Bastard demostrar que el lado derecho de (15) satisface la misma
ecuacién en diferencias que 27 y las mismas condiciones iniciales dadas en la proposi-

cién anterior. Para las condiciones iniciales tenemos paran = 1 que f(1)z1+f(0) = 1,
paran =2, f(2)z1 + f(1) = 71 + 1 = 2?7 y para n > 3 tenemos que

fn =1z + f(n=2) + f(n = 2)z1 + f(n —3)

(16) =21(f(n=1)+ f(n=2)) + f(n—2) + f(n - 3)
=z1f(n) + f(n—1),
donde hemos usado (11). Esto demuestra la proposicién. O

5. EL TRIANGULO DE PASCAL

Vamos a considerar ahora una sucesién con dos indices, (@), m >0, 0 <n < m,
cuyos primeros términos aparecen en el arreglo triangular de la figura 4, llamado
tridngulo de Pascal.

A partir de este arreglo vemos que agg = 1, a9 = 1 = ay1, agg = 1, asy = 2, ags =
1,--- y observando con mas cuidado notamos que todos los términos sobre los lados
del triangulo son iguales a 1, es decir,

(17) amo=1Y amm=1, ¥V m>0.
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FiguraA 5. Numeros triangulares

Ademas los términos en el interior del tridngulo satisfacen la relacién de recurrencia
(18) Umn = Gm—1,n—1 + Am—1,n, vV om > 2, 1<n<m-1

El coeficiente binomial (0 nimero combinatorio) (’:)7 m >0, 0<n<m,se
define mediante las relaciones

|
" ZL,Vm20,0<n§m—l,
n nl(m —n)!

(m>:1, (m>=1, vV om>0.
0 m

Demostremos que el coeficiente binomial resuelve la ecuacién en diferencias (18) junto
con las condiciones (17).

(19)

PROPOSICION 9. La sucesién doble ap,, = (Z’), m >0, 0<n <m satisface la
ecuacion (18) y las condiciones (17).

Demostracion. En vista de la definicién de (’:)7 es claro que esta sucesién doble
satisface las condiciones (17). Por otra parte, tenemos que

m—1 m—1
Am—1,n—1 + Um—1,n = +
n—1 n

B (m—1)! (m—1)!
C (n=DYm—-n)!  al(m-n-1)
_ (m—Dn  (m—1!(m-—n)
(20) nl(m —n)! nl(m —n)!
min ml(m —n)

nlm(m —n)!  nlm(m—n)!

B n!(mmi n)! (% T (mn: n)) B <7:)

= Amn-

Esto demuestra la proposicién. O

Es bien conocido que varias de las sucesiones y relaciones discutidas en las secciones
anteriores se encuentran en el tridngulo de Pascal. Por ejemplo, los niimeros triangu-
lares (encerrados en recuadros) se encuentran en una diagonal del tridngulo de Pascal,
figura 5.

Una propiedad muy interesante que se observa en el tridangulo de Pascal es el
llamado patrén del palo de hockey: “la suma de todos los términos en una diagonal
que se inicia en un lado del tridngulo es igual al término que se encuentra abajo del
dltimo” . En la figura 6, ilustramos esta propiedad con varios ejemplos en el tridngulo de
Pascal, usando recuadros de diferente tipo. Ahora, formulémosla con toda generalidad
y demostrémosla.
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1
1
1 1
5

FicurA 6. Patrén del palo de hockey

TEOREMA 10. Para cada m > 1 y 1 <n < m, se satisface que

o G+ () e ()= ()

Demostracion. Usaremos induccién sobre m > 1. Si m = 1, entonces n = 1y

tenemos que
1 2
1 2

Ahora supdngase que el resultado vale para m > 1 y cada 1 < n < m; demostrémoslo
param+1lycadal <n<m+1 Sil<n<m+ 1 tenemos, por la hipétesis de
induccién y la proposicién 9,

) () G ) =)+ ()
(1)

Esto demuestra el teorema. O

Revisemos algunas consecuencias de este resultado. La primera de ellas es un hecho
bien conocido.

(22)

COROLARIO 11. La suma de los primeros m nimeros naturales es igual a W

Demostracion. Para cada m > 1, tomese n = 1 y apliquese el teorema anterior para

obtener,
1 2 m m+1
1424 ... — =
rErem (1>+(1>+ +<1> <1+1)

(m+1)! m(m—i—l).

T2Am-1) 2

(23)

O

COROLARIO 12. Eln-ésimo nimero triangular puede escribirse en la forma ps(n) =
(";1), que son los términos en la tercera diagonal del tridngulo de Pascal, y ademds

(24) p3(1) +p3(2) +--- +p3(n) = (n;—Q)

Demostracion. Para demostrar la primera afirmacién bastard demostrar que (”;rl)
satisface la ecuacién en diferencias (3) con m = 3 y la condicién inicial p3(1) = 1.
En efecto, claramente tenemos que (1‘2"1) = 1, entonces la condicién inicial se cumple.
Ademids, usando el resultado de la proposicién 9 se obtiene que,

(2702 = ()=t e
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1/1/2 5 8 13
1/1
1 2 1

FIiGUura 7. La sucesién de Fibonacci

Entonces podemos concluir que ps(n) = (”H )

Por otra parte, para cada m > 1 y n = 2 el resultado del teorema anterior implica que

(25) p3(1) +p3(2) + -+ ps(n) = (;) 1 (;) +oeee gt (”‘2"1> _ <”‘3‘)‘2>

Con lo cual queda demostrado el corolario. O
Finalmente, obsérvese que sumando los términos en las diagonales senaladas en la
figura 7, se obtiene la sucesién de Fibonacci.
En el siguiente teorema formulamos rigurosamente y demostramos esta propiedad
del triangulo de Pascal.

TEOREMA 13. Sea {f(n)}n>0 la sucesion de Fibonacci. Entonces f(0) =0 y para
n > 1 se tiene que

(i) sin es par, digamos n = 2k, k € N, entonces

(26) ren= (5 () ()

(ii) sin es impar, digamos n =2k + 1, k € NU {0}, entonces

(27) f2k+1)= (20k> + <2k1_ 1) +o (:)

Demostracion. Bastard demostrar que la sucesién definida por los términos en los
lados derechos de (26) y (27) satisfacen la ecuacién en recurrencias de Fibonacci (11)
y las condiciones iniciales.

Para las condiciones iniciales tenemos que, por definicién, f(0) =0y sin =1, i.e.,
k =0 en (27) obtenemos que (8) = 1. Entonces las condiciones iniciales se satisfacen.
Ahora, usando la recurrencia de Pascal (18) en los términos con signo positivo de la
siguiente expresion, tenemos para n = 2k con k > 1,

(5 ) ) () - () - () - ()
() () e ()

Esto demuestra que la ecuacién en diferencias (11) también se satisface. El caso
n =2k+1, k > 1 se demuestra de manera similar. O

Hemos discutido sélo algunas de las propiedades de los niimeros naturales que se
encuentran en el tridngulo de Pascal. Invitamos al lector a continuar descubriendo y
demostrando otras.
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