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ALGUNAS DEFINICIONES DE INTEGRAL ESTOCÁSTICA

JORGE A. LEÓN

Resumen. El propósito de este trabajo es dar una idea de las integrales que se
utilizan en el área del cálculo estocástico. La dificultad principal para definir este
tipo de integrales es que, en general, el integrador no es de clase C1 (i.e., no tiene
derivada continua en todos los puntos), ni es de variación acotada. En general,
en aplicaciones que surgen en problemas prácticos, los integradores presentan
este problema. Para definir estas integrales nos basaremos en las propiedades que
tiene el movimiento browniano fraccionario ya que en la actualidad es un proceso
utilizado como integrador, debido a que estas propiedades lo convierten en un
proceso adecuado para modelar fenómenos naturales o problemas prácticos.

1. Introducción

Hablando burdamente, los fenómenos naturales o las aplicaciones del conocimiento
humano a la vida cotidiana se representan mediante funciones x que satisfacen una
ecuación (digamos) integral de la forma

xt = x0 +

Z t

0

a (s, xs) ds+

Z t

0

b (s, xs) dgs, t 2 [0, T ],(1)

donde g : [0, T ] ! R es una función que modela los factores externos que afectan al
sistema y/o es una corrección del sistema debido a que no se puede estimar todos los
parámetros involucrados ya que, en general, se tiene poca información del problema en
cuestión debido a los costos, que es imposible de realizar experimentos (ya sea por ética
o por efectos indeseables), no se cuenta con la tecnoloǵıa necesaria, etc. En la literatura,
un proceso utilizado para representar esta perturbación es el movimiento browniano
fraccionario BH , con parámetro de Hurst H 2 (0, 1). El movimiento browniano
fraccionario BH = {BH

t : t 2 [0, T ]} es un proceso gaussiano (ver Observación 2.i))
con media cero y función de covarianza

RH(t, s) = E
�

BH
t BH

s

�

=
1

2

�

t2H + s2H � |t� s|2H
�

, t, s 2 [0, T ].

Algunas propiedades de BH son:

BH es un movimiento browniano para H = 1/2 (ver Definición 3). Además, BH

es una semimartingala (ver Bojdecki [3] o Protter [23]), si y sólo si, H = 1/2.
Aśı, para estudiar fenómenos gobernados por BH , el cálculo clásico de Itô es
únicamente útil para H = 1/2.
BH tiene incrementos estacionarios. Es decir,

E
⇣

�

�BH
t �BH

s

�

�

2
⌘

= |t� s|2H , t, s 2 [0, T ].

El teorema de continuidad de Kolmogorov implica que, para cada " > 0, existe
una variable aleatoria G",T tal que

�

�BH
t �BH

s

�

�  G",T |t� s|H�"
, t, s 2 [0, T ].

2010 Mathematics Subject Classification. 60H05, 60-02.
Palabras clave. Espacios de probabilidad; fórmula de integración por partes; integrales en el senti-

do de Itô, Young, hacia adelante y fraccionaria; movimiento browniano fraccionario; semimartingalas;
sumas de Riemann-Stieltjes; teorema de convergencia dominada.

Parcialmente apoyado por el proyecto CONACyT 220303.
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En otras palabras, las funciones BH(!) : [0, T ] ! R (i.e., las trayectorias de
BH) son Hölder continuas para cualquier exponente menor que H, para casi
toda ! 2 ⌦.
BH es un proceso autosimilar con ı́ndice H. Esto es, {BH

t : t � 0} y
{a�HBH

at : t � 0} tienen la misma distribución.
{BH

t : t 2 [0, T ]} no tiene trayectorias de variacion acotada, pero tiene
trayectorias de 1/H- variación finita (ver Sección 3).
La covarianza sobre intervalos decae asintóticamente como una potencia nega-
tiva de la distancia entre los intervalos.
BH tiene representaciones integrales que permiten usar el cálculo de Malliavin
(ver libro de Nualart[21])

Para ver otras propiedades de BH , el lector puede consultar Nualart [20]. Lo anterior
hace del movimiento browniano fraccionario un proceso estocástico conveniente para
modelar la evolución de fenómenos en la naturaleza mediante ecuaciones de la forma
(1), con g = BH .

Para fijar ideas, en este trabajo trataremos con integrales con respecto a integrado-
res que cumplen ciertos rasgos del movimiento browniano fraccionario BH . Explica-
remos claramente que propiedades de BH permiten introducir el concepto de integral
en cuestión, para que el lector interesado en otros integradores pueda considerar dicho
enfoque de integral. Cuando se considera un proceso Y en [0, T ] está involucrado un
espacio de probabilidad completo (⌦,F , P ) (ver libro de Bojdecki [3]). Aśı pues, BH

esta definido de ⌦⇥ [0, T ] a R. En la teoŕıa de la probabilidad, los elementos de ⌦ re-
presentan los factores que afectan al sistema, F es una �-álgebra cuyos elementos son
subconjuntos de ⌦ que modelan la información con que se cuenta y P es una medida
que indica que tan probable es que ocurra un evento en relación a otro. Recordemos
que F es una �-álgebra, si y sólo si, ⌦ 2 F y F es cerrada bajo complementos y
uniones numerables. Las trayectorias de BH (i.e., las funciones BH(!) : [0, T ] ! R
para casi toda ! 2 ⌦) no tienen derivadas en todos los instantes t 2 [0, T ] y por lo
tanto no son de variación acotada en [0, T ] ya que estas últimas tienen derivadas en
casi todos los puntos t 2 [0, T ] (ver Royden [24], Sección 12).

Ahora la pregunta interesante es ¿Cómo defino una integral con respecto a BH?
Una respuesta natural es usando sumas de Riemann-Stieltjes como sigue.

Sean ⇡ = {0 = t0 < t1 < ... < tn = T} una partición de [0, T ] y un cojunto ⇢ =
{s0, s1, ..., sn�1} con si 2 [ti, ti+1], i 2 {0, ..., n� 1}. La norma |⇡| de ⇡ se define
como |⇡| = sup0in�1 {ti+1 � ti}. Como veremos más adelante (Ver Sección 3), hay
diferentes formas de definir la integral de Riemann-Stieltjes, de f con respecto a g,
para f, g : [0, T ] ! R dos funciones acotadas. Una de ellas es la siguiente, la cual
usamos aqúı para simplificar la exposición.

Definición 1. Se define la suma de Riemann-Stieltjes para f con respecto a g,
mediante la partición ⇡ y el conjunto ⇢, como:

SRS (f, g,⇡, ⇢) =
n�1
X

i=0

f (si) (g (ti+1)� g (ti)) .(2)

Decimos que f es Riemann-Stieltjes integrable con respecto a g, si y sólo si, SRS (f, g,⇡, ⇢)

converge cuando |⇡| ! 0. En este caso, el ĺımite es denotado por MRS �
R T

0
fdg.

Dada una función g : [0, T ] ! R, uno podŕıa pensar que una buena integral con
respecto a g debe estar definida para cualquier función continua. Sin embargo tenemos
el siguiente resultado.

Teorema 2. Sea g : [0, T ] ! R una función continua por la derecha. Entonces

MRS�
R T

0
fdg existe para toda f : [0, T ] ! R continua, si y sólo si, g tiene variación
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acotada en [0, T ]. Además, en este caso

(3)
�

�MRS �
Z T

0

fdg
�

�  ( sup
t2[0,T ]

�

�f (t)
�

�)Vg(0, T ),

donde Vg(0, T ) es la variación total de g en [0,T].

Observaciones 1. i) Si la función g no tiene variación acotada en [0, T ], enton-

ces existen funciones continuas f : [0, T ] ! R tales que MRS�
R T

0
fdg no está

bien definida.
ii) Versiones de este resultado se pueden encontrar en Fichtenholz [6], Kestelman

[13] (Teorema 335) o en Stroock [29] (Teorema 1.2.15).
iii) En Protter [23] se extiende este teorema para procesos estocásticos y la con-

vergencia de (2) es en probabilidad. La demostración, en este caso, utiliza el
teorema de Banach-Steinhaus, el cual puede ser consultado en Rudin [25].

Por otro lado una manera natural para introducir una integral con respecto a BH

es trayectoria por trayectoria (i.e, ! por !) usando la Definición 1. Pero como ya
mencionamos las trayectorias de BH no son de variación acotada. Aśı el Teorema
2 implica que no todas las funciones continuas son integrables con respecto a BH

trayectorialmente. Otra manera es definir una integral de un proceso, (i.e. una función
de ⌦⇥ [0, T ] en R) con respecto a BH mediante el cálculo estocástico. Es bien sabido
que BH es una semimartingala, si y sólo si, H = 1

2 . El conjunto de semimartingalas

Z es considerada como la familia de buenos integradores ya que
R T

0
· dZ satisface

versiones del teorema de convergencia dominada (ver Bojdecki [3] o Protter [23]).
Recordemos que el teorema de convergencia dominada nos da criterios para saber

si una sucesión
n

R T

0
fndZ : n 2 N

o

de integrales con respecto a una función o un

proceso Z converge a una integral
R T

0
fdZ. Por ejemplo si {fn : [0, T ] ! R : n 2 N} es

una familia de funciones continuas que converge uniformemente a f en [0, T ], entonces

(3) implica que
R T

0
fndg va a

R T

0
fdg cuando n ! 1, si g tiene variación acotada en

[0, T ]. El objetivo de este trabajo es dar una idea de las integrales que se usan en la
actualidad para tratar con BH o con procesos que no tienen trayectorias de variación
acotada. En la medida de lo posible estudiaremos la relación que hay entre éstas, los
teoremas fundamentales del cálculo y las estimaciones (similares a (3)) que cumplen.

Estas notas son parte del curso invitado que el autor impartió en la Escuela CIMPA
2014 “Algebra, Combinatorics and Physics”, de la Universidad de Valparáıso, Chile. El
autor también fue invitado a dar este curso en las Jornadas de Probabilidad & Procesos
Estocásticos, realizado en la Universidad Nacional de Colombia, sede Manizales, en
2015.

La organización del art́ıculo es como sigue. En la Sección 2 analizamos la integral
estocástica con respecto al movimiento browniano (i.e., con respecto a BH , con
H = 1/2), definida mediante el cálculo estocástico de Itô. Cabe mencionar que en

este caso
R T

0
Y dZ es una integral de un proceso Y con respecto al proceso Z (i.e., no es

definido ! por !). En la Sección 3 estudiaremos la integral de Young para funciones
de p-variacion finita. La integral hacia adelante en el sentido de Russo y Vallois [27]
es dada en la Sección 4. La integral de Young es considerada en las secciones 5
y 6 mediante un enfoque algebraico y v́ıa el cálculo fraccionario, respectivamente.
Finalmente, en la Sección 7 trataremos con trayectorias rugosas para definir una
integral.

2. Integral estocástica con Respecto al movimiento Browniano

En esta sección supondremos que todos los procesos estocásticos están definidos en
un espacio de probabilidad completo (⌦,F , P ).
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Recordemos que un proceso estocástico es una función Y : ⌦ ⇥ [0, T ] ! R tal que
Y �1
t (A) 2 F , para todo abierto A de R y t 2 [0, T ]. Para detalles sobre procesos

estocásticos, el lector puede consultar Bojdecki[3] o Protter [23].

2.1. Integral Estocástica en el Sentido de Itô. En este caso consideramos el
movimiento browniano W = {Wt : t 2 [0, T ]} (i.e., trabajamos con B

1
2 , el cual es una

martingala). Es bien sabido que BH es una semimartingala, si y sólo si, H = 1
2 . Aśı

que la integral de Itô sólo se puede usar para H = 1
2 , ya que esta última integral sólo se

ha definido para semimartigalas (ver Protter [23]). Una forma de definir el movimiento
browniano o proceso de Wiener es de la siguiente manera:

Definición 3. Decimos que W = {Wt : t 2 [0, T ]} es un movimiento browniano, si
y sólo si,

i) P ([W0 = 0]) = 1.
ii) Para 0  s < t  T y a < b,

P ([a  Wt �Ws  b]) =
1

p

2⇡ (t� s)

Z b

a

e�x2/2(t�s)dx.

iii) Sean 0  t1 < t2 < . . . < tn  T , entonces

(4) Wt1 ,Wt2 �Wt1 , . . . ,Wtn �Wtn�1

son independientes.
iv) P ([W· es continuo]) = 1.

Observaciones 2. i) El inciso ii) de la definición nos dice que la variable alea-
toria Wt �Ws es gaussiana con media cero y varianza t � s, y que, junto con
iii), W es un proceso gaussiano.

ii) En probabilidad no se acostumbra escribir a !. Por ejemplo, [W0 = 0] denota al
conjunto {! 2 ⌦ : W0(!) = 0}. Por el teorema de continuidad de Kolmogorov,
i) y ii) implican que W tiene una versión continua (ver Karatzas y Shreve [12]).
Recordemos que W̃ es una versión de W , si y sólo si, P [Wt = W̃t] = 1, para
toda t 2 [0, T ]. Aśı uno puede omitir iv) y considerar la versión continua.

iii) Intituivamente, lo que significa el inciso iii) de la definición es que el compor-
tamiento de Wti � Wti�1 no afecta al resto de variables aleatorias en (4), y
viceversa.

iv) Para más detalles de la Definición 3, el lector puede consultar Arnold [2], Kuo
[14], o Karatzas y Sreve [12].

Como ya mencionamos en la introducción, W no tiene trayectorias de variación
acotada y el Teorema 2 se puede extender para procesos estocásticos. Aśı que no
podemos definir una integral trayectorial que contenga a los procesos continuos como
integrandos (i.e., los que tienen trayectorias continuas). Ahora explicamos como Itô
[10] resolvió este problema.

Definición 4. i) Decimos que una familia {Ft ⇢ F : t 2 [0, T ]} es una filtra-
ción si Ft es una ��álgebra y Fs ⇢ Ft, s  t. Algunas veces denotaremos a
{Ft ⇢ F : t 2 [0, T ]} por (Ft)t2[0,T ].

ii) Un proceso h : ⌦ ⇥ [0, T ] ! R es adaptado a (Ft)t2[0,T ] si ht es una variable

aleatoria Ft�medible (i.e., h�1
t (A) 2 Ft, para A ⇢ R abierto), para toda

t 2 [0, T ].

Con estas definiciones en mente, damos el análogo a (2). En la siguiente definición
FW

t = � {Ws : s 2 [0, t]} (i.e., es la ��álgebra más pequeña para la cual Ws es
FW

t �medible para todo s  t).
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Definición 5. i) Decimos que g : ⌦⇥[0, T ] ! R es un proceso simple adaptado
a
�

FW
t

�

t2[0,T ]
si tiene la forma:

gs =
n�1
X

k=0

gtk1]tk,tk+1](s),(5)

donde {0 = t0 < t1 < . . . < tn = T} es una partición del intervalo [0, T ] y gtk
es FW

tk
�medible.

ii) La integral estocástica de un proceso simple adaptado g de la forma (5) con
respecto a W se define como:

(6)

Z T

0

gsdWs =
n�1
X

k=0

gtk
�

Wtk+1 �Wtk

�

.

Observación 1. Note que (6) es el análogo a (2) y que, en (6), ⇢ = {t0, t1, . . . , tn�1}.
En Kuo [14] podemos ver que la definición de

R T

0
gsdWs es independiente de la

representación de g como proceso simple.

Una propiedad importante de la integral estocástica (6) es la siguiente relación de
isometŕıa.

Proposición 6. Sea g como en (5) tal que E
⇣

R T

0
g2sds

⌘

< 1. Entonces,

(7) E

0

@

 

Z T

0

gsdWs

!2
1

A = E

 

Z T

0

g2sds

!

.

Observación 2. En la teoŕıa de la probabilidad, si X : ⌦ ! R es una variable
aleatoria (i.e., X�1(A) 2 F para todo abierto A ⇢ R), entonces EX representa la
integral de X con respecto a la medida de probabilidad P , sobre ⌦.

Demostración. Aqúı sólo damos una idea de la demostración. Para i < j, las Propie-
dades 3.i)-iii) implican

E
⇣

g2ti
�

Wti+1 �Wt

�2
⌘

= E
�

g2ti
�

(ti+1 � ti)

y

E
�

gtigtj
�

Wtj+1 �Wtj

� �

Wti+1 �Wti

��

= E
�

Wtj+1 �Wtj

�

E
�

gtjgt
�

Wti+1 �Wti

��

= 0.

Consecuentemente

E

 

n�1
X

i=0

gti
�

Wti+1 �Wti

�

!2

= E

 

n�1
X

i=0

g2ti(Wti+1 �Wti)
2

!

+2
X

i<j

E
�

gtigtj (Wti+1 �Wti)(Wtj+1 �Wtj )
�

= E

 

n�1
X

i=0

g2ti (ti+1 � ti)

!

= E

 

Z T

0

g2sds

!

,

lo cual implica el resultado. ⇤
La Proposición 6 juega el papel de (3) y permite extender la integral (6) mediante

el siguiente resultado.

Teorema 7. Sea X : ⌦ ⇥ [0, T ] ! R un proceso medible adaptado cuadrado

integrable (i.e., E(
R T

0
X2

sds) < 1). Entonces lo siguiente se cumple:
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i) Existe una sucesión
�

X(n) : n 2 N
 

de procesos simples adaptados tales que

(8) E

 

Z T

0

�

�

�

Xs �X(n)
s

�

�

�

2

ds

!

! 0, cuando n ! 1.

ii) La sucesión
n

R T

0
X

(n)
s dWs : n 2 N

o

es de Cauchy en L2(⌦).

El inciso ii) del teorema anterior permite extender la definición de la integral
estocástica (2).

Definición 8. SeanX y {X(n) : n 2 N} como en el Teorema 7. Definimos la integral

estocástica en el sentido de Itô de X con respecto a W (denotada por
R T

0
XsdWs),

como el ĺımite en L2(⌦) de la sucesión
n

R T

0
X

(n)
s dWs : n 2 N

o

. Esto es,

E

0

@

"

Z T

0

XsdWs �
Z T

0

X(n)
s dWs

#2
1

A ! 0, cuando n ! 1.

Observaciones 3. i) La definición de la integral
R T

0
XsdWs es independiente de

la sucesión
�

X(n) : n 2 N
 

de procesos simples y adaptados para los cuales (8)
es válida. Para detalles el lector puede consultar Arnold [2], Bojdecki [3] ó Kuo
[14].

ii) La integral
R T

0
XsdWs sigue cumpliendo la relación de isometŕıa (7). Recor-

demos que esta relación permite usar versiones del teorema de convergencia
dominada para la integral estocástica dada en la Definición 8. En efecto, pode-
mos usar dichos teoremas en L2(⌦⇥ [0, T ]).

iii) La integral dada en la Definición 8 se ha construido para una familia más
grande. A saber, para procesos medibles y adaptados X con trayectorias

cuadrado integrables. Esto es,
R T

0
X2

sds < 1 con probabilidad 1 (i.e., existe

un conjunto ⌦̃ ⇢ ⌦ tal que P (⌦̃) = 1 y
R T

0
X2

s (!)ds < 1, para ! 2 ⌦̃). Para
detalles el lector puede consultar [3, 14].

La integral de Itô satisface el siguiente “teorema fundamental del cálculo”, conocido
como la fórmula de Itô.

Teorema 9. Sean F : [0, T ]⇥R ! R una función en C1,2 (i.e., tiene una derivada
parcial continua con respecto a t y dos derivadas parciales continuas con respecto a x)
y

Xt = x+

Z t

0

fsds+

Z t

0

gsdWs, t 2 [0, T ],

donde f y g son dos procesos adaptados (a la filtración que genera W ), con trayectorias
en L1([0, T ]) y en L2([0, T ]), respectivamente. Entonces,

F (t,Xt) = F (0, x) +

Z t

0

(@tF (s,Xs) + @xF (s,Xs)fs) ds

+

Z t

0

@xF (s,Xs)gsdWs +
1

2

Z t

0

@xxF (s,Xs)g
2
sds, t 2 [0, T ].(9)

Observaciones 4. i) Note que la última integral en (9) no aparece en el teorema
fundamental del cálculo. Para dar una idea de este hecho, suponga que Xt =
x + ft + gWt, con f, g 2 R y t 2 [0, T ]. Entonces, para t 2 [0, T ] y ⇡ = {0 =
t0 < t1 < . . . < tn = t}, al utilizar la fórmula de Taylor aparece el término

g2
n
X

i=1

(Wti �Wti�1)
2,
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el cual converge (en probabilidad) a g2t, cuando k⇡k ! 0. Ahora, si en lugar
de W tenemos una función h : [0, T ] ! R continua y con variación acotada, se
tiene

g2
n
X

i=1

(h(ti)� h(ti�1))
2  g2

 

sup
|t�s|k⇡k

|h(t)� h(s)|
!

Vh(0, T ) ! 0

cuando k⇡k ! 0. En consecuencia, el teorema fundamental del cálculo no
incluye la integral en cuestión.

ii) El hecho de que, en probabilidad,
n
X

i=1

(Wti �Wti�1)
2 ! t, cuando k⇡k ! 0

implica, hablando burdamente, que W tiene trayectorias de 2-variación finita
(ver Sección 3 para el significado de esto).

iii) La fórmula de Itô (9) tiene versiones multidimensionales (ver [2, 14]). Éstas

implican que el proceso xt = x exp(
R t

0
(a(s)� 1

2b
2(s))ds+

R t

0
b(s)dWs, t 2 [0, T ],

es la única solución de la ecuación

xt = x+

Z t

0

a(s)xsds+

Z T

0

b(s)xsdWs, t 2 [0, T ].

Lamentable, la fórmula de Itô es útil en el estudio de la existencia de una única
solución en el caso que la ecuación involucrada sea lineal (i.e, como la ecuación
anterior).

2.2. Integral de Skorohod. En este apartado damos una extensión de la integral
de Itô, la cual permite integrar procesos cuadrados integrables no necesariamente
adaptados a la filtración que se está considerando. Para una exposición completa ver
el libro de Nualart [21].

Para dar la definición de la integral de Skorohod, consideramos la familia de
variables aleatorias suaves.

S =
�

F = f (Wt1 , ...,Wtn) : f 2 C1
p (Rn) , ti 2 [0, T ]

 

,

donde C1
p (Rn) es la familia de todas las funciones f : Rn ! R en C1 (Rn) tales que

f y sus derivadas parciales tienen crecimiento polinomial. No es dif́ıcil ver que S es
un conjunto denso de L2(⌦).

Definición 10. Sea F 2 S de la forma F = f (Wt1 , . . . ,Wtn). La derivada de F
con respecto a W , denotada por DF , es el proceso estocástico

DtF =
n
X

i=1

@xif (Wt1 , . . . ,Wtn) 1[0,ti](t), t 2 [0, T ] .

Notemos DtWti = 1]0,ti](t) y que DF es definido v́ıa la regla de la cadena.
Ahora estamos listos para introducir la integral de Skorohod �.

Definición 11. Sea u 2 L2 (⌦⇥ [0, T ]). Decimos que u es Skorohod integrable,
denotado por u 2 Dom�, si y sólo si, existe � (u) 2 L2 (⌦) tal que

E (F � (u)) = E

 

Z T

0

(DsF )usds

!

, para toda F 2 S.

A �(u) se le llama la integral de Skorohod de u con respecto a W .

Observaciones 5. i) � : Dom� ⇢ L2 (⌦⇥ [0, T ]) ! L2 (⌦) es el operador
adjunto de la extensión cerrada de D.

ii) Si F 2 S y u 2 Dom�, entonces Fu 2 Dom� y

� (Fu) = F � (u)�
Z T

0

(DsF )usds.
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iii) Sea p > 1, entonces bajo ciertas condiciones sobre el proceso u,

k�(u)kLp(⌦)

 Cp

0

B

@

 

Z T

0

(E(ut))
2dt

!

1
2

+

�

�

�

�

�

�

 

Z T

0

Z T

0

(Dsut)
2dsdt

!

1
2

�

�

�

�

�

�

Lp(⌦)

1

C

A

.(10)

Para la demostración de los incisos anteriores, el lector puede consultar el libro de
Nualart [21].

En el siguiente resultado
R t

0
gs�Ws denota a �(1[0,t](·)g·) si esta integral está bien

definida.

Teorema 12. Sean F : [0, T ]⇥ R ! R una función en C1,2 y

Xt = x+

Z t

0

fsds+

Z t

0

gs�Ws, t 2 [0, T ],

donde f y g son dos procesos que cumplen condiciones convenientes. Entonces,

F (t,Xt) = F (0, x) +

Z t

0

(@tF (s,Xs) + @xF (s,Xs)fs) ds

+

Z t

0

@xF (s,Xs)gs�Ws +
1

2

Z t

0

@xxF (s,Xs)g
2
sds

+

Z t

0

@xx(s,Xs)(D
�X)sgsds, t 2 [0, T ],(11)

donde

(D�X)t =

Z t

0

Dtfsds+

Z t

0

DtgsdWs, t 2 [0, T ].

Observación 3. La igualdad (11) es la fórmula de Itô para la integral de Skorohod.
El último sumando en (11) no está incluido en (9). Este sumando aparece debido a la
Observación 5.ii). Además, (9) y (11) son iguales si f y g son dos procesos adaptados
a la filtración que genera W , ya que (D�X) ⌘ 0 en este caso. Pare detalles el lector
puede consultar el libro de Nualart [21].

La integral de Skorohod es una extensión de la integral de Itô en el siguiente sentido.

Proposición 13. Sea u un proceso cuadrado integrable y adaptado a la filtración
que genera W . Entonces u 2 Dom� y

� (u) =

Z T

0

usdWs,

donde el lado derecho es la integral de Itô de u con respecto a W .

También se han definido otras integrales estocásticas mediante el cálculo de Itô (ver
[23]) o por medio del cálculo de Malliavin (ver [21]), como es la integral de Stratonovich.
Con BH en lugar de W , el lector puede consultar Nualart [21] para el estudio de la
integral de Skorohod y Alós et al. [1] para analizar la integral de Stratonovich. En
estos art́ıculos se puede ver la relación que hay entre � y la integral de Stratonovich.

Observemos que la integral de Skorohod con respecto a BH se ha usado cuando
H < 1/2, pues en este caso no es fácil usar integrales trayectoriales (i.e., ! por !)
para tratar con soluciones de ecuaciones diferenciales estocásticas gobernadas por el
movimiento browniano fraccionario. Un ejemplo de esto es el art́ıculo de León y San
Mart́ın [15], donde estudian ecuaciones lineales estocásticas del tipo Skorohod (i.e., la
integral involucrada es �).
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3. Integral de Young para funciones de p-variación finita

Aqúı estudiamos algunas integrales del tipo Young [30] para funciones de p-variación
finita. Como veremos, estas integrales son extensiones de la integral de Riemann-
Stieltjes.

3.1. Funciones de p-variación finita. Para los detalles sobre las funciones de
p-variación finita definidas en el intervalo [0, T ], ver Dudley y Norvaisa [5].

Sea p � 1. Se dice que una función f : [0, T ] ! R tiene p-variación finita, si y sólo
si,

VT (f, p) := sup
⇡2⇧

 

n
X

i=1

|f (xi)� f (xi�1)|p
!

< 1,

donde ⇧ es la familia de todas las particiones ⇡ de [0, T ] de la forma

{0 = x0 < x1 < . . . < xn = T} .

La clase de las funciones de p-variación finita es representada por Wp ([0, T ]). Esto
es f 2 Wp ([0, T ]), si y sólo si, VT (f, p) < 1.

Observemos que f 2 W1 ([0, T ]), si y sólo si, f tiene variación acotada en [0, T ].
Es bien sabido que f 2 W1 ([0, T ]), si y sólo si, f es diferencia de dos funciones no
decrecientes en [0, T ]. Aśı que una pregunta natural es ¿qué forma tienen las funciones
en Wp ([0, T ])? La respuesta está dada por el siguiente resultado.

Proposición 14. Sean f : [0, T ] ! R y p � 1. Entonces f 2 Wp ([0, T ]), si y sólo
si, f = g � h, donde h es una función acotada, no negativa y no decreciente en [0, T ]
y g es una función 1

p -Hölder continua sobre [h(0), h(T )].

Demostración. Observemos que si f tiene la forma f = g � h donde g y h son como
en el enunciado, entonces es trivial que f tiene p-variación finita.

Ahora consideramos la suficiencia. Sea f 2 Wp ([0, T ]). Usemos la notación h (x) :=
Vx (f, p), x 2 [0, T ]. Es claro que h es una función no decreciente. Finalmente, defina,
sobre [h(0), h(T )],

g (h (x)) = f (x) , x 2 [0, T ] ,

la cual cumple que, para x1, x2 2 [0, T ],

|g (h (x1))� g (h (x2))| = (|f (x1)� f (x2)|p)
1/p

 |h (x1)� h (x2)|1/p .

Aśı, la demostración está completa. ⇤

Una consecuencia inmediata de la Proposición 14 es el siguiente corolario.

Corolario 15. Sea f 2 Wp ([0, T ]), con p � 1. Entonces f tiene ĺımites por la
derecha y por la izquierda.

En la siguiente sección usaremos las notaciones:

kfk(p) := VT (f, p) y kfk[p] := kfk(p) + kfk1 ,

donde kfk1 = supt2[0,T ] |f (t)|. Resulta que k.k[p] es una norma enWp ([0, T ]). Además
Wp ([0, T ]) es completo bajo k.k[p].
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3.2. Integrales de Young para funciones en Wp([0, T ]). Como comentamos en
la Definición 1, hay varias maneras de definir la integral de Riemann-Stiltjes. Otra
forma de hacerlo es como sigue.

Definición 16. Sean f, g,⇡, ⇢ como en la Definición 1. La integral de Riemann-

Stiltjes extendida RRS �
R T

0
fdg de f con respecto a g, es definida como L, si dado

✏ > 0 existe una partición ⌘" de [0, T ] tal que

|SRS (f, g,⇡, ⇢)� L|  "

para toda partición ⇡ que contiene a ⌘".

Observaciones 6. i) SRS(f, g,⇡, ⇢) está dada en Definición 1.
ii) La integral RSS es una extensión de la integral MRS. En otras palabras, si

f es integrable, con respecto a g en el sentido de la Definición 1, entonces

RSS �
R T

0
fdg está bien definida y coincide con MRS �

R T

0
fdg, como es

demostrado en Dudley y Norvaisa [5].

Una integral que se está usando cuando se considera al movimiento browniano
fraccionario, con H > 1

2 , es la integral de Young (ver Nualart y Rǎşcanu [22]). Para
introducir esta integral considere g : [0, T ] ! R, una función con ĺımites por la derecha
y por la izquierda. Defina

�g ({0}) = g (0+)� g (0) , �g ({T}) = g (T )� g (T�) ,

�g ({x}) = g (x+)� g (x�) , para x 2 (0, T ),

y

�g ((a, b)) = g(b�)� g(a+), para 0  a < b  T.

Es fácil ver que �g se extiende de manera única a una función finitamente aditiva
definida en los subintervalos de [0, T ]. Una partición de intervalos de [0, T ] es una
colección finita � = {Ij ⇢ [0, T ] : j = 1, 2, ..., n} de intervalos no vaćıos disjuntos tal
que [n

j=1Ij = [0, T ] y x < y si x 2 Ii y y 2 Ij con i < j. Observe que Ij puede ser un
intervalo con un punto. Ahora considere la familia ⇢� = {y1, . . . , yn} , donde yi 2 Ii,
i 2 {1, . . . , n}.

Definición 17. i) Se define la suma de Kolmogorov de f con respecto a g,
asociada a � y ⇢�, como:

SK (f, g,�, ⇢�) =
n
X

i=1

f (yi) �g (Ii) .

ii) Se dice que la integral de Young de f con respecto a g existe y es igual a L, si
y sólo śı, dado ✏ > 0 existe una partición � de intervalos [0, T ] tal que:

|SK (f, g, ⌘, ⇢⌘)� L| < "

para cualquier partición ⌘ de intervalos de [0, T ] tal que cualquier elemento en
� es unión de intervalos en ⌘. En este caso usamos la notación:

Y �
Z T

0

fdg := L.

Observación 4. En [5] se demuestra que si RRS �
R T

0
fdg está bien definida,

entonces Y �
R T

0
fdg existe. En este caso, ambas integrales son iguales.

Teorema 18. Sean f 2 Wp ([0, T ]) y g 2 Wq ([0, T ]) con
1
p + 1

q > 1. Entonces,

i) MRS�
R T

0
fdg existe, si y sólo si, f y g no tienen discontinuidades en común.

ii) RRS �
R T

0
fdg existe, si y sólo si, f y g no tienen discontinuidades por la

derecha o discontinuidades por la izquierda en común (en un mismo punto).

iii) La integral Y �
R T

0
fdg siempre existe.
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En cualquiera de los tres casos,
�

�

�

�

�

Z T

0

fdg

�

�

�

�

�

 Cp,q kfk[p] kgk(q) ,(12)

donde Cp,q = ⇣
�

p�1 + q�1
�

con ⇣ (s) =
P1

n=1 n
�s.

Observaciones 7. i) si (p, q) = (1,1) ó (p, q) = (1, 1) , entonces Y �
R T

0
fdg

existe (ver [5]).
ii) Recuerde que el Corolario 15 implica que f tiene ĺımites por la derecha y por

la izquiera si f 2 Wp([0, T ]).

La herramienta principal para demostrar el Teorema 18 es el siguiente lema, en
donde, dada una sucesión finita a = {a1, . . . , an} de números reales, obtenemos una
sucesión ã = {a1, . . . , am} cuando reemplazamos algunas comas por śımbolos de suma
+. Definimos, para a = {a1, . . . , an} y b = {b1, . . . , bn},

Sp,q (a, b) = sup

0

@

 

m
X

i=1

= |ãi|p
!1/p m

X

i=1

�

�

�

b̃i

�

�

�

q
!1/q

1

A ,

donde ã y b̃ son el resultado de cambiar algunas comas por + en el mismo lugar.

Lema 19. (Young [30]) Sean a = {a1, . . . , an} y b = {b1, . . . , bn} dos sucesiones
finitas de números reales y s = p�1 + q�1, con s > 1. Entonces,

�

�

�

�

�

�

X

1rtn

arbt

�

�

�

�

�

�

 {1 + ⇣(s)}Sp,q (a, b) .

Para dar una idea de como se usa este lema en la demostración del Teorema 18,
observamos que, por ejemplo,

n
X

i=1

f (xi+) [g (xi�)� g (xi�1�)]

=
n
X

i=1

f (xi+) [g (xi�)� g (xi�1�)]� f (a+)
n
X

i=1

[g (xi�)� g (xi�1�)]

+
n
X

i=1

f (a+) [g (xi�)� g (xi�1�)]

=
X

1rin

[f (xr+)� f (xr�1+)] [g (xi�)� g (xi�1�)]

+f (a+) [g (b�)� g (a)] .

4. Integral hacia adelante

Ahora consideramos la integral hacia adelante usando el enfoque de Russo y Vallois
[27].

Definición 20. Sean f : [0, T ] ! R una función integrable (con respecto a la
medida de Lebesgue) y g : [0, T ] ! R una función continua. Decimos que f es
integrable hacia adelante con respecto a g (representado por f 2 Dom�g�), si y sólo
si,

1

"

Z T

0

f (s) (g ((s+ ") ^ T )� g(s)) ds

converge cuando " ! 0. El ĺımite se denota por
R T

0
fdg� y es llamado la integral de

f con respecto a g, en el sentido de Russo y Vallois (o hacia adelante).
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La idea de esta definición es extender el dominio de las integralesMRS y estocástica
en el sentido de Itô. En efecto, suponga que f, g : [0, T ] ! R son continuas con g de
variación acotada. En este caso podemos escribir

"�1

Z T

0

f (s) (g (s+ ") ^ T )� g (s)) ds

= "�1

Z T

0

f (s)

Z (s+")⇤T

s

dgrds.

Entonces el teorema de Fubini para la integral de Riemann-Stiltjes permite escribir

"�1

Z T

0

f (s) (g (s+ ") ^ T )� g (s)) ds

=

Z T

0

 

"�1

Z r

(r�")_0

f (s) ds

!

dgr !
Z T

0

fdg, cuando " ! 0.

Usando la idea anterior se puede probar el siguiente resultado, cuya demostración se
encuentra en Russo y Vallois [27].

Proposición 21. Sea X : ⌦⇥ [0, T ] ! R un proceso medible, cuadrado integrable
y adaptado a la filtración que genera el movimiento browniano W . Entonces,

(13)

Z T

0

XsdW
�
s =

Z T

0

XsdWs,

donde el lado derecho es la integral estocástica de Itô, introducida en la Definicion 8.

En [27] podemos ver que la integral hacia adelante cumple la fórmula de Itô (9) y
que si W es una semimartingala con respecto a una filtración G = (Gt)t2[0,T ] tal que
FW

t ⇢ Gt, para toda t 2 [0, T ], entonces (13) es válida, pero ahora el lado derecho es
la integral de Itô de X con respecto a la G-semimartingala W . El lector puede ver los
libros de Bojdecki [3] y Protter [23] para la definición de esta integral en el sentido de
Itô. Lamentablemente la integral de Skorohod no tiene esta propiedad pues aparece
un término extra que depende de la derivada del integrando, en el sentido del cálculo
de Malliavin, debido a la Observación 5.ii). Para entender esto, consideremos el caso
en que el integrando es WT 1[0,T ]. Entonces, dicha observación da

�(WT ) = WT �(1)�
Z T

0

(DsWT )ds = W 2
T � T =

Z T

0

WT dWs � T.

Más adelante, en la Proposición 26, veremos la relación que hay entre la integral
hacia adelante y la integral de Young.

5. Integral de Young para funciones Hölder continuas

En lo que sigue, Ck representa el espacio de todas las funciones continuas g :
[0, T ]k ! R tales que gti,...,tk = 0 si ti = ti+1 para algún i  k � 1. Para k = 1, C1 es
la familia de todas las funciones continuas de [0, T ] en R.

La herramienta principal en esta sección es el operador

� : Ck ! Ck+1

dado por

(�g)ti,...,tk+1
=

k+1
X

i=1

(�1)k�i
gt1,...,bti,...,tk+1

.

Aqúı bti significa que se omite ti. Es fácil ver que �� = 0 y que ZCk = BCk, para k � 2,
donde

ZCk = Ck \ ker� y BCk = Ck \ Im� .(14)
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Notemos que si g 2 C1 y h 2 C2, entonces

(�g)s,t = gt � gs y (�h)s,u,t = hs,t � hs,u � hu,t.(15)

El siguiente cálculo lo usaremos más adelante. Para f, g : [0, T ] ! R, defina I 2 C2

como

Is,t =

Z t

s

dfv

Z v

s

dgu, para s, t 2 [0, T ] .

Entonces (15) da

(�I)s,u,t =

Z t

u

dfv

Z v

s

dgr �
Z t

u

dfv

Z v

u

dgr

=

Z t

u

dfv

Z u

s

dgr = (gu � gs) (ft � fu) .(16)

Para f 2 C2 y µ > 0, sean

kfkµ := sup
r,t2[0,T ]

|fr,t|
|t� r|µ

y Cµ
2 :=

n

f 2 C2 : kfkµ < 1
o

. Observe que g : [0, T ] ! R es Hölder continua con

exponente µ, si y sólo si, k�gkµ < 1. En este caso existe M > 0 tal que

|gt � gs|  M |t� s|µ , t, s 2 [0, T ] .

Cuando µ > 1, se tiene que g es una función constante ya que g seŕıa una función de
clase C1 con derivada nula.

En lo que sigue Cµ ([0, T ]) denota la familia de todas las funciones Hölder continuas
en [0, T ] con exponente µ. Similarmente, para h 2 C3 y �, ⇢ > 0, definimos

khk�,⇢ = sup
s,u,t2[0,T ]

|hsut|
|u� s|� |t� u|⇢

,

khkµ = ı́nf

(

X

i

khik⇢i,µ�⇢i
: h =

X

i

hi, 0 < ⇢i < µ

)

,

y

Cµ
3 = {h 2 C3 : khkµ < 1} .

En el siguiente resultado usaremos la notación

C+
i =

[

µ>1

Cµ
i , i = 2, 3, y ZC1+

3 = C1+
3 \Ker�.

Proposición 22. Existe un único operador lineal continuo ⇤ : ZC1+
3 ! C1+

2 tal
que

�⇤ = IdZC1+
3

y

(17) k⇤hkµ  Cµ khkµ , para h 2 ZCµ
3 con µ > 1.

Observaciones 8. i) Note que si h 2 C1+
3 es tal que �h = 0, entonces existe un

único g = ⇤ (h) 2 C1+
2 tal que �g = h.

ii) En Gubinelli [8] está la demostración original de este resultado, la cual es muy
técnica. La que presentamos aqúı es una adaptación de la demostración del
Lema 4.2 en el libro de Friz y Hairer [7]. Aśı el lector puede consultar este libro
para los detalles.
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Demostración. Sea h 2 C1+
3 tal que �h = 0. Entonces, (14) implica que existe ⌅ 2 C2

tal que h = �⌅. Ahora sean P0 = {s, t}, (I�⌅)s,t = ⌅s,t, con s, t 2 [0, T ], y ⇢n
la partición diádica de orden n del intervalo [s, t], la cual contiene 2n intervalos de
longitud 2�n(t� s). Defina

(In⌅)s,t =
X

[u,v]2⇢n

⌅u,v.

Aśı podemos ver que
�

�

�

�

In+1⌅
�

s,t
� (In⌅)s,t

�

�

�

 2n(1��) ||�⌅||� |t� s|� ,

para algún � > 1, lo cual se sigue del hecho de que h = �⌅. Consecuentemente, el
ĺımite

(I⌅)s,t = ĺım
n!1

(In⌅)s,t

está bien definido y
�

�

�

(I⌅)s,t � ⌅s,t

�

�

�


X

n�0

�

�

�

�

In+1⌅
�

s,t
� (In⌅)s,t

�

�

�

 C k�⌅k� |t� s|� .(18)

Uno puede ver que la definición de I⌅ es independiente de ⇢n. Esto es, en lugar de ⇢n
podemos usar una partición arbitraria ⇢̄n, n 2 N, tal que ⇢̄n+1 es más fina que ⇢̄n y
k⇢̄nk ! 0, cuando n ! 1.

Ahora usemos la convención ⇤h = ⌅� I⌅. Note que (18) implica ⇤h 2 C1+
2 y que

(�⇤h)s,u,t = (�⌅)s,u,t � (�I⌅)s,u,t
= hs,u,t � I⌅s,t + I⌅s,u + I⌅u,t = hs,u,t.

Finalmente, suponga que existe otro operador ⇤̃ que cumple el resultado. Entonces

�
⇣

⇤h� ⇤̃h
⌘

= h� h = 0,

y por lo tanto (14) y (15) permiten encontrar f 2 C� ([0, T ]), con � > 1, tal que

f (t)� f (s) = ⇤s,th� ⇤̃s,th,

pero f es constante debida a que � > 1. Aśı ⇤s,th = ⇤̃s,th y la demostración está
completa. ⇤

Para definir la integral de Young mediante la herramienta anterior, supongamos
que por el momento f, g : [0, T ] ! R son dos funciones suaves (o al menos de clase
C1). Entonces,

Z t

s

fdg = fs (�g)s,t +

Z t

s

(�f)su dgu

= fs (�g)s,t + Js,t (�fdg) , s, t 2 [0, T ] ,(19)

donde Js,t (�fdg) representa a la integral
R t

s
(�f)s,·dg. Observe que (16) da

hs,u,t = (� (J (�fdg)))s,u,t = (�f)s,u (�g)u,t .

Consecuentemente, h 2 C1+
3 es tal que �h ⌘ 0, debido a que �� ⌘ 0. Por lo que

J (�fdg) = ⇤ (h) = ⇤ (�f�g) ,

lo cual, junto con (19) implica
Z t

s

fdg = fs (�g)s,t + ⇤s,t (�f�g) .

Esto motiva el siguiente resultado
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Teorema 23. Sean f 2 C ([0, T ]) y g 2 C� ([0, T ]), con + � > 1. Defina

(20)

Z t

s

fdg = fs (�g)s,t + ⇤s,t (�f�g) , s, t 2 [0, T ] .

Entonces:

i) Si f y g son funciones suaves,
R t

s
fdg coincide con la integral usual de Riemann.

ii) La integral
R t

s
fdg satisface, para s < t,

�

�

�

�

Z t

s

fdg

�

�

�

�

 kfk1 kgk� (t� s)� + c�, kfk kgk� (t� s)�+
.(21)

iii) Tenemos que

Z t

s

fdg = ĺım
|⇡|!0

n�1
X

i=0

fti (�g)ti,ti+1
,

donde ⇡ = {s = t0 < t1 < . . . < tn = T} es una partición del intervalo [0, T ].

Observación 5. Note que la Proposición 14 implica que f 2 W 1

([0, T ]) y g 2

W 1
�
([0, T ]) . Consecuentemente, el Teorema 18 implica que Y �

R T

0
fdg existe y su

definición, junto con iii), da que Y �
R T

0
fdg =

R T

0
fdg.

Note que la demostración de los incisos i) y ii) del teorema anterior son una
consecuencia inmediata de la Definición (20). El inciso iii) también es una consecuencia
inmediata del siguiente resultado.

Lema 24. Sea g 2 C2 tal que �g 2 C1+
3 . Defina h = (Id� ⇤�) g. Entonces, existe

f 2 C1, tal que h = �f y

hs,t = f (t)� f (s) = ĺım
|⇡s,t|!0

n�1
X

i=0

gti,ti+1 ,

donde ⇡s,t = {s = t0 < ti < . . . < tn = t} es una partición del intervalo [s, t].

Demostración. Note que �h = �g � �⇤�g = �g � �g = 0. Por lo que (14) permite
encontrar f 2 C1 tal que h = �f . Finalmente

(�h)s,t =
n�1
X

i=0

�

fti+1 � fti
�

= ĺım
|⇡s,t|!0

n�1
X

i=0

hti,ti+1

= ĺım
|⇡s,t|!0

n�1
X

i=0

gti,ti+1 � ĺım
|⇡s,t|!0

n�1
X

i=0

(⇤�g)ti,ti+1

= ĺım
⇡s,t!0

n�1
X

i=0

gti,ti+1 ,

donde la última igualdad es consecuencia de que (17) implica que existe � > 1 tal que
�

�

�

�

�

n�1
X

i=0

(⇤�g)ti,ti+1

�

�

�

�

�


n�1
X

i=0

�

�

�

(⇤�g)ti,ti+1

�

�

�

 C� k�gk�
n�1
X

i=0

(ti+1 � ti)
�

 C� k�gk� |⇡s,t|��1
T.

Aśı hemos terminado la demostración. ⇤

Ahora estamos listos para la demostración del inciso iii) del Teorema 23.

Demostración. Sólo hay que observar que �(f�g) = ��f�g y J (fdg) = [Id �
⇤�](f�g). Asi el resultado se sigue del Lemma 24, y por lo tanto la demostración
está terminada. ⇤



22 JORGE A. LEÓN

La integral de Young satisface el siguiente teorema fundamental del cálculo, cuya
demostración se encuentra en Zähle (Teorema 4.3.1).

Teorema 25. Sean f 2 C�([0, T ]) and F : R ! R una función de clase C1 tal que
F

0 � f 2 C([0, T ]), con + � > 1. Entonces,

F (f(t)) = F (f(0)) +

Z t

0

F
0
(f)df, t 2 [0, T ].

Observación 6. En este caso no hay términos extras ya que, para ⇡ = {0 = t0 <
t1 < . . . tn = T} y � > 1/2, se tiene que

n
X

i=1

(f(ti)� f(ti�1))
2  C

n
X

i=1

|ti � ti�1|2�  Ck⇡k2��1T,

lo cual converge a cero cuando k⇡k ! 0.

Finalmente observamos que el siguiente resultado fue demostrado por Russo y
Vallois [26].

Proposición 26. Sean f 2 C([0, T ]) y g 2 C�([0, T ]) con  + � > 1. Entonces,
R T

0
fdg� existe y

Z T

0

fdg� =

Z T

0

fdg.

6. Integral de Young v́ıa el Cálculo fraccionario

En esta sección vamos a estudiar la integral definida en (20) utilizando las técnicas
del cálculo fraccionario. El lector interesado en este cálculo puede consultar el libro de
Samko et al. [28].

Para f 2 L1([0, T ]) y ↵ > 0, las integrales fraccionarias, de Riemann-Liouville, a la
izquierda y a la derecha de f de orden ↵ están dadas por

�

I↵0+f
�

(t) =
1

� (↵)

Z t

0

(t� y)↵�1
f (y) dy, t 2 [0, T ] ,

y

�

I↵T�f
�

(t) =
1

� (↵)

Z T

t

(y � t)↵�1
f (y) dy, t 2 [0, T ] ,

respectivamente. Aqúı �(↵) =
R1
0

r↵�1e�rdr. Cabe mencionar que estas integrales
fraccionarias están definidas para casi toda t 2 [0, T ], lo cual es una consecuencia del
teorema de Fubini. En efecto, por ejemplo,

Z T

0

�

�

�

I↵0+f
�

(t)
�

� dt  1

� (↵)

Z T

0

Z t

0

(t� y)↵�1 |f (y)| dydt

=
1

� (↵)

Z T

0

|f (y)|
Z T

y

(t� y)↵�1
dtdy

=
T↵

↵� (↵)

Z T

0

|f (y)| dy < 1.

Por lo tanto, nuestra afirmación se cumple.
Para p � 1, I↵0+(L

p) (resp. I↵T�(L
p)) es la imagen de Lp([0, T ]) bajo I↵0+ (resp. I↵T�).

Esto es, por ejemplo, f 2 I↵0+(L
p), si y sólo si, existe � 2 Lp([0, T ]) tal que f = I↵0+(�).

Además, esta � es única en Lp([0, T ]) (ver Samko et al. [28]). Los operadores inversos
de I↵0+ y I↵T� son llamados derivadas fraccionarias. Estas derivadas fraccionarias son
definidas a continuación. Para f 2 I↵0+ (Lp) y t 2 [0, T ] , denotamos

(22)
�

D↵
0+f

�

(t) = Lp([0, T ])� ĺım
"#0

1

� (1� ↵)

 

f (t)

t↵
+ ↵

Z t�"

0

f (t)� f (r)

(t� r)1+↵ dr

!

,
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donde usamos la convención f(t) = 0 en [0, T ]c. De la misma forma, para f 2 I↵T� (Lp)
y t 2 [0, T ], introducimos

(23)
�

D↵
T�f

�

(t) = Lp([0, T ])� ĺım
"#0

1

� (1� ↵)

 

f (t)

(T � t)↵
+ ↵

Z T

t+"

f (t)� f (r)

(r � t)1+↵ dr

!

.

En [28] (Teorema 13.2) demuestran que, para p > 1, f 2 I↵0+ (Lp) (resp. f 2
I↵T� (Lp)), si y sólo si, f 2 Lp ([0, T ]) y el ĺımite en (22) (resp. (23)) existe. Si p = 1, y
f 2 I↵0+

�

L1
�

(resp. f 2 I↵T�
�

L1
�

), únicamente tenemos la existencia del ĺımte en (22)
(resp. (23)). En ambos casos, tenemos que f = I↵0+

�

D↵
0+f

�

(resp. f = I↵T�
�

D↵
T�f

�

).
Para detalles, el lector puede consultar [28] (Teorema 13.2 y Observación 13.2).

Ahora sean ↵ 2 (0, 1) y dos funciones f, g : [0, T ] ! R tales que f 2 I↵0+ (Lp) y
gT� 2 I1�↵

T�
�

Lp̃
�

, donde gT�
r = g (r)�g (T�) y p, p̃ > 1. En este caso Zähle [31] define

la integral de f con respecto a g como
Z T

0

fdg =

Z T

0

�

D↵
0+f

�

(r)
�

D1�↵
T� gT�� (r) dr(24)

si la integral del lado derecho existe. Zähle [32] ha estudiado fórmulas de integracion
por partes para una extensión de la integral (24). Observemos que estamos usando
la misma notación de la Seccion 5 para esta integral porque vamos a ver que si
f 2 C ([0, T ]) y g 2 C� ([0, T ]), con + � > 1, las integrales (20) y (24) son iguales.

Usando las propiedades de las derivadas fraccionarias, Zähle [31] (Proposición 2.1)
demuestra que la integral (24) es independiente de ↵. En particular, bajo condiciones
convenientes(dadas en el Teorema 2.4 en [31]), si g es de variación acotada, se tiene

Z T

0

fdg = LS �
Z T

0

fdg,

donde el lado derecho es la integral de f con respecto a la medida asociada a g. Para
detalles de esta medida el lector puede ver el libro de Royden [24].

En el siguiente resultado usamos la notación

f⇡ (t) =
n�1
X

i=0

f (ti) 1]ti,ti+1] (t) , t 2 [0, T ] .

Como siempre ⇡ es una partición del intervalo [0, T ], como en la Definición 1.

Teorema 27. Sean f 2 C ([0, T ]) y g 2 C� ([0, T ]) con + � > 1. Entonces,

i)
Z T

0

f⇡dg =
n�1
X

i=0

f (ti) (g (ti+1)� g (ti)) .

ii)
Z T

0

fdg = ĺım
|⇡|!0

Z T

0

f⇡dg.

Demostración. La prueba de i) es una consecuencia de la Definición (24) y de la forma
de las derivadas fraccionarias involucradas (ver (22) y (23)).

La demostración de ii) se sigue de [31] (Teorema 4.1.1), el cual establece

ĺım
|⇡|!0

kf⇡ � fkL1([0,T ]) = 0

y

ĺım
|⇡|!0

�

�

�

�D↵fT�
⇡ �D↵fT��

�

�

�

L1([0,T ])
= 0,

para cualquier ↵ < . ⇤

Para establecer una cota para la integral dada en (24), introducimos lo siguientes
espacios.
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Definición 28. Fijemos ↵ 2 (0, 1). Denotemos por W 1�↵
T al espacio de funciones

g : [0, T ] ! R tales que

kgk1�↵,1,T = sup
0<s<t<T

 

|g (t)� g (s)|
(t� s)1�↵ +

Z t

s

|g (y)� g (s)|
(y � s)2�↵ dy

!

< 1.

Observación 7. Si g 2 W 1�↵
T , entonces (23) da

⇤↵ (g) :=
1

� (1� ↵)
sup

0<s<t<T

�

�

�

D1�↵
t� gt�

�

(s)
�

�

 1

� (1� ↵)� (↵)
||g||1�↵,1,T < 1.

Definición 29. Sea ↵ 2 (0, 1). W↵,1
0 (0, T ) es el espacio de todas las funciones

medibles (con respecto a la �-álgebra de Borel), tales que

kfk↵,1 :=

Z T

0

|f (s)|
s↵

ds+

Z T

0

Z s

0

 

f (s)� f (y)

(s� y)↵+1

!

dyds < 1.

Para terminar esta sección, notemos que (24) implica
�

�

�

�

�

Z T

0

fdg

�

�

�

�

�

 ⇤↵ (g) kfk↵,1 ,

para g 2 W 1�↵
T y f 2 W↵,1

0 (0, T ), para algún ↵ 2 (0, 1). Esta desigualdad ha sido
usada por Nualart y Rǎşcanu [22] para estudiar la existencia de una única solución
para la ecuación (1).

7. Trayectorias Rugosas

Aqúı sólo daremos una idea de la teoŕıa de trayectorias rugosas (“Rough paths” en
inglés).

Supongamos que queremos estudiar la ecuación

yt = ⇠0 +

Z t

0

� (y) dx, t 2 [0, T ] ,(25)

donde x 2 C� ([0, T ]), con � 2
�

0, 1
2

�

. Pero la solución y hereda las propiedades de x.
Esto es, la desigualdad (21) nos dice que y 2 C� ([0, T ]). Por lo que no podemos definir
la integral (25) usando los resultados de las Secciones 5 y 6, pues 2� < 1, aunque �
tenga una derivada acotada o sea del tipo Lypschitz.

La teoŕıa de trayectorias rugosas fue iniciada por Lyons [18] para resolver el
problema anterior. Esta teoŕıa es dif́ıcil de emplear y hay que suponer la existencia
de ciertas funciones, como veremos abajo. Para dar una idea de esta teoŕıa sólo
consideramos el caso � 2

�

1
3 ,

1
2

�

, y usaremos el enfoque de Gubinelli [8]. El caso
general puede involucrar más funciones relacionadas con x. El lector interesado en la
teoŕıa de trayectorias rugosas puede estudiar el libro de Friz y Hairer [7], o el libro de
Lyons y Qian [19].

En lo que sigue suponemos que � 2
�

1
3 ,

1
2

�

. La ecuación (25) nos lleva a considerar
una función de la forma

yt = ⇠0 +

Z t

0

b�dx, t 2 [0, T ] ,

con b�, x 2 C� ([0, T ]). Supongamos por el momento que b� y x son funciones suaves.
Entonces, con la notación de la Sección 5,

(�y)s,t = b�s (�x)s,t +

Z t

s

(�b�)s,u dxu

= b�s (�x)s,t + ⇢s,t.(26)
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Recordemos que (21) nos dice que ⇢ 2 C2�
2 . Aśı (26) nos lleva a escribir

J (ydx) = y�x+ J (�ydx)

= y�x+ J (b� (�x) dx) + J (⇢dx) .(27)

Observemos que

Js,t (b� (�x) dx) = b�s

Z t

s

(�x)s,u dxu

= b�s

Z

0<s<u<t

dxu1dxu2 = b�sx
2
s,t,(28)

con
�

�x2
�

s,u,t
= (�x)s,u (�x)u,t debido a (16). También tenemos que la demostración

del Teorema 23.iii) implica que es fácil ver que � (J (ydx)) = 0. Por lo tanto (26) y
(27) dan

(� (J (⇢dx)))s,u,t = (�y)s,u (�x)u,t + (�b�)su x
2
ut � b�s

�

�x2
�

s,u,t

= b�s (�x)su (�x)u,t + ⇢s,u (�x)u,t

+(�b�)s,u x
2
u,t � b�s (�x)s,u (�x)u,t

= ⇢s,u (�x)u,t + (�b�)s,u x
2
u,t.

Estos cálculos motivan la siguiente:

Definición 30. Supongamos que existe una función x2 2 C2�
2 , formalmente

definida como J (dxdx) tal que �
�

x2
�

s,u,t
= (�x)s,u (�x)u,t. Además supongamos que

existen b� 2 C�
1 ([0, T ]) y ⇢ 2 C2�

2 tales que

(�y)s,t = b�s (�x)s,t + ⇢s,t, s, t 2 [0, T ] .

Entonces definimos la integral de y con respecto a x como

(29) Js,t (ydx) := ys (�x)s,t + b�sx
2
s,t + ⇤s,t

�

⇢�x+ (�b�)x2
�

.

Observaciones 9. i) A diferencia del Teorema 23.iii), ahora las suma de Riemann-
Stieltjes (2) tiene un término extra. En efecto, el Lema 24 implica

Js,t (ydx) = ĺım
|⇡|!0

n�1
X

i=0

(yti (�x)ti,ti+1
+ b�tix

2
ti,ti+1

).

En efecto, sólo hay que observar que

� (y�x)s,u,t = ys (�x)s,t � ys (�x)s,u � yu (�x)u,t
= � (�y)s,u (�x)u,t
= � (b�s�x+ ⇢)s,u (�x)u,t

= �b�s

�

�x2
�

s,u,t
� ⇢s,u (�x)u,t

y

�
�

b�x2
�

s,u,t
= (b�s�b�u)x

2
u,t + b�s

�

�x2
�

s,u,t
.

ii) Uno puede utilizar (17) para obtener una desigualdad análoga a (21).
iii) Hu y Nualart [9] han combinado la teoŕıa de trayectorias rugosas con el calculo

fraccionario para analizar la existencia de una única solución de (25), cuando

� 2
✓

1

3
,
1

2

◆

.

iv) La definición de la integral J (ydx) impone la existencia de x2 y ⇢, relacionados
con x y y, respectivamente. Para � < 1

3 , hay que encontrar mas términos que
dependen de x y y como puede verse en Lyons y Qian[19].
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Para ver la versión del teorema fundamental del cálculo que cumple la integral
definida en (29), suponga que tenemos

(30) yt =

Z t

0

y
0

sdxs + �t, t 2 [0, T ],

donde � 2 C2�
1 ([0, T ]) y

(31) (�y
0
)s,t = y

00

s (�x)s,t + ⇢̃s,t.

Aqúı y
00 2 C�

1 ([0, T ]) y ⇢̃ 2 C2�
2 ([0, T ]).

Teorema 31. Sean F 2 C3
b (R) (i.e, F (i) es continua y acotada, para i = 0, 1, 2, 3),

y y tal que (30) y (31) se cumplen. Suponga que existe x2 como en la Definicion 30.
Entonces

F (yt) = F (y0) +

Z t

0

F
0
(ys)y

0

sdxs +

Z t

0

F
0
(ys)d�s

+
1

2

Z t

0

F
00
(ys)(y

0

s)
2d[x]s, t 2 [0, T ],

con [x]s = (�x)0,s ⌦ (�x)0,s � 2x2
0,s.

Observación 8. Si x es el movimiento browniano W definido en Sección 2, se puede
tomar

x2
s,t =

Z t

s

(�W )s,rdWr, s, t 2 [0, T ].

Por lo tanto

[x]t = (Wt)
2 � 2

Z t

0

WrdWr = t, t 2 [0, T ],

donde la última igualdad se sigue del Teorema 9. Consecuentemente, uno recobra la
fórmula de Itô (9), para F independiente del tiempo.

8. Conclusiones

En la actualidad, en el estudio de ecuaciones diferenciales estocásticas, se está
usando integradores que no tienen estructura de semimartingala, por lo que la teoŕıa
clásica de Itô ya no es útil en este caso. Esto es, necesitamos tratar con integrales
no consideradas por el cálculo estocástico de Itô. Sin embargo, otras integrales son
dificiles de manipular debido a su naturaleza. Por ejemplo, (10) implica que si en la
ecuación (1), g es el movimiento browniano y la segunda integral del lado derecho es en
el sentido de Skorohod, entonces kxkL2(⌦) depende de Dx y la norma kDxkL2(⌦⇥[0,T ])

está en términos de D2x, y aśı sucesivamente. Esto es, no se tiene un argumento
cerrado.

Un operador lineal sobre una familia de funciones definidas en [0, T ] debe cumplir
versiones del teorema de convergencia dominada para merecer el nombre de integral.
Las estimaciones que dimos en las diferentes definiciones de integral permiten obtener
versiones del teorema de convergencia dominada, lo cual es útil en aplicaciones de
ecuaciones gobernadas por funciones que no tienen derivadas. Incluso las integrales
estudiadas en este manuscrito satisfacen versiones del teorema fundamental del cálculo,
como puede verse en las diferentes secciones de este art́ıculo.

El movimiento browniano fraccionario BH tiene trayectorias en C�([0, T ]), para
cualquier � 2 (0, H) (ver Nualart [20]). Consecuentemente uno puede usar las Seccio-
nes 3, 5 y 6 para tratar ecuaciones gobernadas por BH con H > 1

2 , como puede verse
en Nualart y Rǎşcanu [22], León et al. [16], etc. Para una aplicación de la integral
hacia adelante con respecto a BH , H > 1

2 , el lector puede mirar León y Tudor [17].
Para H < 1

2 uno puede usar la integral de Skorohod o de Stratonovich para tratar
ecuaciones diferenciales (ver por ejemplo Alós et al. [1], Jien y Ma [11], y León y San
Mart́ın [15]). También se puede ver [9] para aplicaciones de la teoŕıa de trayectorias
rugosas a ecuaciones diferenciales.
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El caso H = 1/2 (i.e., para el movimiento browniano), el lector puede consultar Kuo
[14] para el caso adaptado y Buckdahn [4] para trabajar con la integral de Skorohod.
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SUCESIONES DE NÚMEROS REALES, SERIES Y LA PARADOJA

DE ZENÓN

EVGUENI GORDIENKO

Resumen. Repasamos algunas nociones básicas relacionadas con las sucesiones de
números reales y sucesiones sumables (series convergentes). Se presentan varias
definiciones informales, ejemplos y argumentos convincentes. Mostramos cómo
las sumas que involucran un número infinito de sumandos sirven en aplicaciones,
particularmente para resolver la famosa paradoja de Zenón, basada en la creencia
de que tales sumas no pueden ser números finitos. También ilustramos algunas
relaciones entre ciertas series convergentes y los prominentes números reales e y
⇡.

1. N

´

umeros reales y su representaci

´

on geom

´

etrica

Se asume que el conjunto (sistema) R de números reales y sus propiedades básicas
son familiares para el lector, aśı como el conocimiento (por lo menos intuitivo) de la
noción geométrica de ĺınea recta.

Como se muestra en cursos avanzados de geometŕıa, hay una correspondencia uno
a uno entre los números reales x en R y los puntos en una ĺınea recta fija (a veces
llamada “recta real”).
De esta manera, cada número real x es representado por el punto (admitiendo la
misma notación) x en la recta real. (Véase figura 1).

R

0

-•

y

|

x

|

número real x

Figura 1. Recta real.

Las cuatro operaciones aritméticas: adición, multiplicación, sustracción y división
están definidas para los números reales, denotados por R.
Cualquier operación, digamos, la adición, es una regla que asigna a cada par de núme-
ros reales x, y el número z, denotado por z = x + y. Por ejemplo, 3.5+2=5.5, y
1.7+(-1.7)=1.7-1.7=0.
El número “0”(cero) es especial para la adición en el sentido de que para cualquier
número real x tenemos que x+ 0 = 0 + x = x. Además x+ (�x) = x� x = 0.
El número “1”(uno) juega un rol espećıfico en la multiplicación: 1 · x = x · 1 = x y
x · 1/x = x/x = 1 para todo número real x 6= 0.

En la Figura 1, todos los números en el lado derecho del 0 son llamados positivos
y todos los números en el lado izquierdo son negativos. Tenemos y > x si y sólo si

2010 Mathematics Subject Classification. 97130, 01-06.
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la diferencia y � x es un número positivo. En este caso, el punto y está ubicado a la
derecha de x (Figura 1).
Sean x y y números reales cualesquiera. La distancia d(x, y) entre x y y es la longitud
del segmento de recta que conecta a los puntos x y y.

R
� -•

0y

0
|

x

|
y

|
x

0
|

d(x0
, y

0)
d(x, y)

Figura 2. Distancia entre puntos.

Es claro que d(x, y) = d(y, x) y d(x, x) = 0.
Definimos el valor absoluto |x| de un número x como x si x � 0 y como �x si

x < 0. Por ejemplo, si en la Figura 2 x = 3, y0 = �1, entonces |x| = |3| = 3 y
|y0| = |� 1| = �(�1) = 1.
La prueba simple de que d(x, y) = |x � y| ⌘ |y � x| se deja al lector. Por ejemplo,
escogiendo (Figura 2) x = 3, y = 4 obtenemos que d(x, y) = |y�x| = |4�3| = |1| = 1,
y tomando x

0 = 1, y0 = �1, se tiene d(x0
, y

0) = |x0�y

0| = |1� (�1)| = |1+1| = |2| = 2
(igual a la suma de las longitudes de los segmentos que conectan a y

0 con 0 y 0 con
x

0). Nótese que para cualesquiera números d(x+ z, y + z) = d(x, y).

La importante noción de "-vecindad de un punto (un número) x nos permite
considerar el conjunto de puntos (números) localizados en “la proximidad directa”al
punto x.
Dado un número real x y un número positivo " > 0, la "-vecindad de x es el
conjunto (x � ", x + ") compuesto de todos los números y tales que d(x, y) < ", es
decir, la vecindad (x� ", x+ ") incluye a todos los puntos y para los que la distancia
a x es menor que ".
Alternativamente, podemos especificar la "-vecindad (x � ", x + ") como la colección
de todos los puntos y tales que x� " < y < x+ ".

R
-•

0 x

•
y

|
x� "

(
x+ "

)

d(x, y) < "

| {z }
(x� ", x+ ")

Figura 3. "-vecindad.

Debemos recalcar que para un x dado y "1 > " > 0 la "-vecindad (x� ", x+ ") es
una parte propia (más pequeña) de la "1-vecindad (x � "1, x + "1) como se muestra
en la Figura 4.

Si " > 0 es “pequeña”y un número y está en la "-vecindad (x� ", x+ "), entonces
la distancia d(x, y) es menor que ", eso da significado al concepto de “cercańıa”de y a
x.
Por ejemplo, sea x = 1, " = 0.001. Entonces, para cada y que pertenece a (x�", x+") =
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R
-•

0 x

•
x+ "

)
x� "1

(
x� "

z }| {
(

x+ "1

)

(x� ", x+ ")

| {z }
(x� "1, x+ "1)

Figura 4. Comparación de "-vecindades.

(1-0.001,1+0.001)=(0.999,1.001) se tiene que d(y, 1) < 0.001.

El número y = 0.9995 está en la "-vecindad (1 � ", 1 + ") con " = 0.001, pero
y

0 = 0.998 no está (porque d(y0, 1) = |1� 0.998| = 0.002 > ").

2. Sucesiones de n

´

umeros reales. Sucesiones convergentes y sus l

´

ımites

Ya hemos señalado un rol especial del número “1”(uno) en el sistema de números
reales. Ahora veremos a este número como el primer “número natural”. El segundo
número natural “2”puede ser expresado en términos del “1”como 1 + 1 = 2. Luego,
3 = 2 + 1 y continuando de esta manera obtenemos el conjunto infinito de números
naturales N = {1, 2, 3, . . . , n, n+ 1, . . . }.
Usualmente denotaremos a un elemento de este conjunto por n o N . Por ejemplo,
n = 125394 es un número natural, pero x = 500.001 no lo es.

Una sucesión (de números reales) es un conjunto
hx1, x2, . . . , xn, xn+1, . . . i de números reales numerados por los naturales 1, 2, . . . , n, n+
1, . . . . Es conveniente utilizar la notación abreviada hxni o hxn, n = 1, 2, . . . i para la
sucesión hx1, x2, . . . , xn, xn+1, . . . i.
Aśı, podemos hablar del primer término x1 de la sucesión hxni, después del segundo
término x2, y más generalmente, del n-ésimo termino xn de la sucesión hxni.

Consideremos algunos ejemplos de sucesiones.

(a) Sea xn = 1/n, n = 1, 2, . . . , es decir, consideramos a la sucesión
h1/n, n = 1, 2, . . . i, o h1, 1/2, 1/3, . . . , 1/n, 1/n+ 1, . . . i.

(b) Sea xn = 2 +
sen(n)

n

, n = 1, 2, . . . , esto es, tratamos con la sucesión

⌧
2 +

sen(n)

n

, n = 1, 2, . . .

�

o
⌧
2 + sen(1), 2 +

sen(2)

2
, . . . , 2 +

sen(n)

n

, 2 +
sen(n+ 1)

n+ 1
, . . .

�

.
(c) Para xn = n

2, n = 1, 2, . . . , tenemos la sucesión
⌦
n

2
, n = 1, 2, . . .

↵
, o⌦

1, 4, 9, . . . , n2
, (n+ 1)2, . . .

↵
.

(d) Dados números arbitrarios a y r, sea xn = ar

n�1, n = 1, 2, . . . , (r0 = 1). La
sucesión correspondiente

⌦
ar

n�1
, n = 1, 2, . . .

↵
=

⌦
a, ar, ar

2
, . . . , ar

n�1
, ar

n
, . . .

↵

es conocida como una sucesión geométrica (o progresión geométrica) con el
primer término a y la razón común r.
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(d⇤) Escogiendo a = 1, r = 0.5 en el ejemplo (d), obtenemos la siguiente sucesión

geométrica particular
D
1, 0.5, 0.25, . . . , (0.5)n�1

, (0.5)n, . . .
E
.

(e) Sea xn = 1 + (�1)n, n = 1, 2, . . . . En este caso tenemos la sucesión
h1 + (�1)n, n = 1, 2, . . . i =

⌦
0, 2, 0, 2, . . . , 1 + (�1)n, 1 + (�1)n+1

, . . .

↵
.

El propósito principal de esta sección es introducir la noción de sucesión conver-
gente, es decir, la sucesión cuyos términos se vuelven cada vez más cercanos a algún
número real x cuando n se incrementa. El número mencionado x es llamado ĺımite
de la sucesión.

Primero, en los ejemplos de arriba examinamos el comportamiento de xn cuando n

crece.

(aa) Es fácil ver que en el ejemplo (a) los términos xn = 1/n se aproximan a cero
cuando n aumenta. En efecto, para n = 100, xn = 1/100, y digamos, para
n = 1000000, xn = 1/1000000. (El último número es bastante pequeño).

(bb) En

⌧
xn = 2 +

sen(n)

n

, n = 1, 2, . . .

�
, |sen(n)|  1 siempre; y por lo tanto, el

segundo sumando tiende a cero a medida que n aumenta. Consecuentemente,

para n “grandes”, todos los términos xn = 2 +
sen(n)

n

se acercan a 2.

(cc) Los términos
⌦
xn = n

2
, n = 1, 2, . . .

↵
de la sucesión en este ejemplo se incre-

mentan ilimitadamente y no se aproximan a ningún número real. (Digamos,
x10 = 102 = 100, x100 = 1002 = 10000, etc.)

(dd) El comportamiento de las sucesiones geométricas en el Ejemplo (d) depende

fuertemente del valor de la razón r.
(1) Para r = 1, rn�1 = 1 y xn = a para toda n = 1, 2, . . . .
(2) Para r > 1 (y digamos, a > 0), los términos xn = ar

n�1 crecen ilimitada-
mente ya que r

n�1 = r · r · · · r| {z }
n-1 veces

es un número grande para cada n grande.

(3) Asumiendo que r es un número positivo menor que 1, los términos xn =
ar

n�1, n = 1, 2, . . . se aproximan a cero a medida que n se incrementa. De
hecho, para una n grande, la potencia r

n�1 = r · r · · · r| {z }
n-1 veces

es un número muy

pequeño.
En el ejemplo (d⇤), para a = 1, r = 0.5, n = 50, x50 = ar

49 = (0.5)49 ⇡
1.776356839⇥ 10�15 que es un número extremadamente pequeño.

(ee) En el Ejemplo (e), los términos xn de la sucesión “oscilan”entre los valores 0 y
2, y por lo tanto, no pueden aproximarse a un número único.

Echando un vistazo a los comentarios de arriba, podemos deducir intuitivamente
que:

(a) La sucesión hxni en el Ejemplo (a) “converge a cero”.
(b) La sucesión hxni en el Ejemplo (b) “converge al número 2”.
(c) La sucesión hxni en el Ejemplo (c) “no converge”(es no convergente).
(d) La sucesión hxni en el Ejemplo (d) “converge a cero”si r es menor que 1; y no

converge si r es mayor que 1.
(e) En el Ejemplo (e) la sucesión hxni no converge.

La definición de convergencia (y de una sucesión convergente) es como sigue:
Decimos que una sucesión (de números reales) hxni converge a un número real x, si
dado " > 0 arbitrario, todos los términos xn de hxni, excepto posiblemente un número
finito de ellos, pertenecen a la "-vecindad (x� ", x+ ") del punto x.
En este caso hxni se llama una sucesión convergente siendo x su ĺımite, que se
denota xn �! x.
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R
-•

0 x1

•
x2

|
x3

• (
x6

•
x

• •
x5

• )
x4

•
z }| {

(x� ", x+ ")
"-vecindad de x

"
x7, etc.

Figura 5. Convergencia xn �! x

La frase clave en esta definición es “dado " > 0 arbitrario”. Esto significa que no im-
porta cuán pequeño sea ", todos los términos xn de < xn > con n “suficientemente
grande”se encuentran en la "-vecindad de x, es decir, “están cerca de x”(véase la
Figura 5).

La convergencia xn �! x puede ser expresada diciendo que los términos xn se
acercan cada vez más al punto ĺımite x (cuando n “crece a infinito”). De manera
equivalente, la distancia d(xn, x) converge a cero.
Por ejemplo, para la sucesión en el Ejemplo (b) el ĺımite es x = 2. En efecto, dado un
" > 0 arbitrario,

d(xn, x) ⌘ d(xn, 2) = d

✓
2 +

sen(n)

n

, 2

◆
= d

✓
sen(n)

n

, 0

◆

=

����
sen(n)

n

����  1/n < ",

(1)

para todo n � 1/". Por ejemplo, si " = 0.001, entonces la desigualdad (1) se cumple

para todo n > 1/0.001 = 1000. Consecuentemente, xn = 2 +
sen(n)

n

�! 2 (converge

a 2 o su ĺımite es igual a 2; véase la Figura 6).

R
-•

0

|
1

|
2

( )

x4

•

x6

•
x2
•

x3

•
x1
•

xn

% -

# #

Figura 6. xn = 2 + sen(n)
n �! 2

Ahora consideramos un ejemplo menos trivial de una sucesión convergente.

Quizás los más famosas números en matemáticas son

(2) ⇡ ⇡ 3.141592654

y

(3) e ⇡ 2.718281828.

En part́ıcular, el último está asociado con la noción del logaritmo natural ln(x) de un
número x, de tal manera que se cumple la igualdad

(4) ln(e) = 1.
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El siguiente argumento deja ver que el número e es el ĺımite de la sucesión

(5)

⌧
xn =

✓
1 +

1

n

◆n

, n = 1, 2 . . .

�
.

Esto es

(6) xn =

✓
1 +

1

n

◆n

�! e.

La manera más simple de verificar (6) es calcular xn para varios valores de n

(particularmente, para n “suficientemente grande”) , y comparar los resultados con
(3). Con una calculadora uno puede obtener, por ejemplo, la tabla siguiente:

n = 5 xn = 2.48832;

n = 20 xn = 2.653297705;

n = 200 xn = 2.691588029;

n = 1000 xn = 2.716923932;

n = 106 = 1000000 xn = 2.718280469.

Comparando estos valores de xn con la aproximación para e dada en (3), vemos
que de hecho como está indicado en (6) xn ! e.

Otra manera de justificar (6) es tomar el logaritmo:

(7) ln(xn) = ln

✓
1 +

1

n

◆n

= nln

✓
1 +

1

n

◆
⇡ n

1

n

= 1,

gracias a que log(1 + z) ⇡ z para todo z cerca de cero. (Que es fácil de verificar con
calculadora). La aproximación en (7) permite establecer que ln(xn) �! 1. Finalmente,
xn �! e por (4).

3. Sucesiones sumables (series convergentes): sumas de un n

´

umero

infinito de t

´

erminos

Considere una sucesión hxni ⌘ hx1, x2, . . . , xn, . . . i de números reales y para un
natural arbitrario fijo N � 1 calcule la suma SN de los primeros N terminos:

(8) SN = x1 + x2 + · · ·+ xN�1 + xN .

Siendo en (8) N = 1, 2, . . . obtenemos valores sucesivos de las sumas parciales
S1, S2, . . . , SN , . . . .
De esta manera hemos obtenido una nueva sucesión numérica

hSN i = hS1, S2, . . . , SN , SN�1, . . . i

llamada la sucesión de sumas parciales de la sucesión original hxni.
Hacemos uso de la sucesión hSN i tratando de definir la suma

(9) x1 + x2 + · · ·+ xN�1 + xN + . . . ,

que involucra un número infinito de términos de hxni. Informalmente, (9) viene de
SN en (8) cuando el número de sumandos N se incrementa ilimitadamente. Con
esto en mente introducimos la siguiente definición.
Se dice que una sucesión hxni es sumable si la sucesión hSN i de sus sumas parciales
converge al número real S, esto es,

(10) SN = x1 + x2 + · · ·+ xN �! S.
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El ĺımite S, por definición es el valor de la suma en (9).
En una terminoloǵıa alternativa (o incluso más común), la expresión en (9) es llamada
una serie. Cuando

(11) hxn, n = 1, 2, . . . i ,
es una sucesión sumable, es decir, SN = x1 + x2 + · · · + xN �! S decimos que la
serie correspondiente en (9) es convergente, y S es su suma. Esto da significado a
(9) permitiéndonos escribir:

(12) S = x1 + x2 + · · ·+ xN + xN+1 + . . . .

No toda sucesión hxni es sumable ya que el ĺımite en (10) puede no existir. Por
ejemplo, para xn = n, n = 1, 2, . . . , obtenemos que SN = x1 + x2 + · · · + xN =

1+ 2+ · · ·+N =
N(N + 1)

2
que se incrementa ilimitadamente cuando N (el número

de sumandos) aumenta. Por lo tanto, hSN i no es una sucesión convergente y la suma
x1 + x2 + · · ·+ xN + . . . no existe (como un número real).
Otro ejemplo es hxni con xn = (�1)n, n = 1, 2, . . . . Aqúı

SN = �1 + 1� 1 + · · ·+ (�1)N =

⇢
0, si N es par,
�1, si N es impar,

es una sucesión no convergente.

Si hxni no es una sucesión sumable (i.e. hSN , N = 1, 2, . . . i no converge) la serie en
(9) es llamada divergente, y la igualdad (12) no es relevante.

De la definición (10) se sigue que una condición necesaria (¡pero no suficiente!) para
la sumabilidad de la sucesión hxni es que xn �! 0 (hxni converge a cero).
El siguiente ejemplo de una sucesión sumable está relacionado con el número e ⇡
2.718281828. Para cada número natural n su factorial es otro número natural
denotado por n! y definido como:

(13) n! = 1 · 2 · · · (n� 1)n

(el producto de todos los números naturales de 1 a n).
Obsérvese que cuando n se incrementa, n! crece muy rápido. Por ejemplo:

5! = 120;

10! = 3628800;

15! = 1307674368000.

Consecuentemente, la sucesión hxni con términos xn = 1/n!, n = 1, 2, . . . converge
a cero: 1/n! �! 0.

Por cálculos numéricos mostramos que esta sucesión es sumableble y la suma
correspondiente es igual a e� 1, esto es

1 +
1

2!
+

1

3!
+ · · ·+ 1

N !
+ · · · = e� 1, o bien,

e = 2 +
1

2!
+

1

3!
+ · · ·+ 1

N !
+ . . . .(14)

De acuerdo a la definción (10) para establecer (14) tenemos que mostrar que

(15) SN = 1 +
1

2!
+

1

3!
+ · · ·+ 1

N !
�! e� 1 ⇡ 1.718281828182815.

Seleccionando, por ejemplo, N = 5, 10, 20 y usando una computadora, calculamos

S5 ⇡ 1.716666666666667,

S10 ⇡ 1.718281801146384,

S20 ⇡ 1.718281828459045.
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Los datos obtenidos nos convencen de que las relaciones (15) y aśı (14) son
verdaderas.
Reescribiendo (14) podemos afirmar que

e = 2 +
1

2!
+

1

3!
+

1

4!
+

1

5!
+ . . .

= 2 +
1

2
+

1

6
+

1

24
+

1

120
+ . . . .

Por otra parte, es natural preguntarse: ¿Qué significa la expresión decimal del
número e = 2.718281828 . . . ?
Lo anterior simplemente significa que

(16) e = 2 +
7

10
+

1

(10)2
+

8

(10)3
+

2

(10)4
+

8

(10)5
+

1

(10)6
+

8

(10)7
+

2

(10)8
+ . . .

En otras palabras, el número e también es la suma (serie) de la sucesión sumable
⌧
2,

7

10
,

1

100
,

8

1000
, . . .

�
.

Los ejemplos más transparentes son 0.111 · · · = 1
10 + 1

102 + 1
103 + . . . , y digamos,

0.1 = 1/10, 0.01 = 1/102 = 1/100, 0.001 = 1/103 = 1/1000, etc. Entonces

0.111. . . = 0.1 + 0.01 + 0.001 + · · · = 1

10
+

1

100
+

1

1000
+ . . .

En la Sección 4 mostraremos que 0.111. . . = 1/9. Por lo tanto, es un número
racional. Por otro lado, es posible probar que no hay enteros k y m tales que e = k/m.
Esto significa que e (aśı como ⇡) es un número irracional.

4. Sumas de sucesiones geom

´

etricas

Como un ejemplo de aplicaciones de sumas con un número infinito de sumandos
(series), examinamos ahora la sumabilidad de sucesiones geométricas y calculamos sus
sumas. Una sucesión geométrica

(17) hxni =
⌦
ar

n�1
, n = 1, 2, . . .

↵

fue introducida en el Ejemplo (d) de la Sección 2. Asumimos que en (17) a y r son
números positivos arbitrarios pero fijos. También excluimos el caso trivial: r = 1
(cuando hxni = a para todo n).
La fórmula simple para xn nos permite calcular expĺıcitamente las sumas parciales

(18) SN = x1 + x2 + · · ·+ xN = a+ ar + · · ·+ ar

N�1
.

Proposici

´

on 1. Para cada N = 1, 2, . . .

(19) SN = a

1� r

N

1� r

.

Probamos (19) por inducción. Primero para N = 1 (18) nos da SN = S1 = a y

eso coincide con S1 = a

1�r1

1�r = a

1�r
1�r = a, calculado por la fórmula (19).

Segundo, suponiendo que (19) se cumple para un N � 1 arbitrario pero fijo
mostramos que esta suposición resulta en que la misma fórmula (19) es válida para
N + 1. Habiendo hecho esto, establecemos (19) para toda N = 1, 2, 3, . . . . De hecho,
(19) se cumple para N = 1, y entonces (19) es correcta para N+1 = 1+1 = 2. Pero si
la fórmula (19) es correcta para N = 2, entonces, del “paso inductivo”mostrado abajo
se sigue que (19) se cumple para N + 1 = 2 + 1 = 3.
La repetición de este argumento implica las correcciones de la fórmula (19) para todos
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los números naturales N = 1, 2, 3, . . .
Ahora por (18),

SN+1 = a+ ar + ar

2 + · · ·+ ar

N�1

| {z }
SN

+ar

N

= SN + ar

N
.

Por nuestra hipótesis de inducción SN está dada por (19). Por lo tanto

SN+1 = a

1� r

N

1� r

+ ar

N = a


1� r

N + r

N � r

N+1

1� r

�
= a

1� r

N+1

1� r

.

La última ecuación SN+1 = a

1� r

N+1

1� r

es la versión de (19) con N siendo

reemplazada por N + 1. Consecuentemente, la hipótesis de inducción de que (19)
se cumple para N implica el cumplimiento de la fórmula (19) para N + 1.

Reescribiendo (19) como SN = a

r

N � 1

r � 1
, observamos que para r > 1, SN se incrementa

ilimitadamente cuando N crece (ya que r

N = r · r · · · r| {z }
N veces

crece al “infinito”). Aśı,

una sucesión geométrica
⌦
ar

n�1
, n = 1, 2, . . .

↵
con razón r > 1 no es sumable. No

es sorprendente ya que en tal caso, la sucesión
⌦
xn = ar

n�1
, n = 1, 2, . . .

↵
no converge

a cero (véase la Sección 3).
La situación es completamente diferente si la razón r es menor que 1. En este caso
xn = ar

n�1 �! 0, y estamos en posición de mostrar que
⌦
ar

n�1
, n = 1, 2, . . .

↵
es una

sucesión sumable e incluso de calcular su suma.

Proposici

´

on 2. Dados a y r arbitrarios tales que 0 < r < 1,

(20) S = a+ ar + ar

2 + · · ·+ ar

N�1 + ar

N + · · · = a

1� r

.

Demostración. Como r es menos que 1, en (19) r

N = r · r · · · · r| {z }
N veces

�! 0 cuando N se

incrementa, y aśı, por (19)

SN = a

1� r

N

1� r

�! S = a

1� 0

1� r

=
a

1� r

.

Tomando en cuenta la definición (10) de la suma de una serie: SN �! S y la igualdad
(20) se sigue. ⇤

Para alguien que conf́ıa más en los cálculos numéricos presentamos SN para
N = 5, 10 y 20 (seleccionando por ejemplo, a = 1, r = 0.5).
Por (19) y una calculadora:

S5 = 1.9375

S10 = 1.998046875

S20 = 1.999998093.

Comparando estos números con la suma S (el valor ĺımite de SN !) dado en (20):

S =
a

1� r

=
1

1� 0.5
= 2, uno puede incrementar su confianza en el razonamiento de

los argumentos matemáticos basados en la noción de convergencia.
Para ofrecer una aplicacion simple de la fórmula (20) mostramos que

0.111. . . = 1/9 (como se enunció en la página 11). Como 0.111. . . = 1
10 + 1

(10)2 +
1

(10)3 + · · · + 1
(10)N

+ · · · = 1
10

⇥
1 + 1

10 + ( 1
10 )

2 + · · ·+ ( 1
10 )

N�1 + . . .

⇤
, la expresión en

corchetes es una suma de la sucesión geométrica con a = 1, r = 1/10. Aplicando (20)
obtenemos:

0,111 · · · = 1

10

✓
1

1� 1/10

◆
=

1

10

✓
10

9

◆
= 1/9.
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En la Sección 6 consideraremos un ejemplo más interesante de aplicación de la
fórmula (20).

5. Falacia de Euler

El cient́ıfico suizo Leonhard Euler (1707-1783) es uno de los matemáticos más so-
bresalientes de todos los tiempos. Hizo muchas contribuciones importantes en ramas
de las matemáticas como la topoloǵıa, la teoŕıa de números y el análisis matemático.
También es conocido por sus investigaciones en mecánica, óptica y dinámica de fluidos.

En la última sección de este art́ıculo comentaremos uno de sus resultados brillantes
que relaciona al número número ⇡ con la suma de ciertas series convergentes.
Vale la pena mencionar que a pesar de los numerosos descubrimientos matemáticos
importantes en el siglo XVIII, la fundamentación lógica de algunas nociones aún no
estaba bien desarrollada. Particularmente, no estaba completamente claro el signifi-
cado de convergencia de series. El siguiente ejemplo de una falacia se le atribuye a L.
Euler. Él presentó la siguiente “paradoja”.
Sea r un número positivo diferente de 1. Considérese la sucesión geométrica hxni con
el primer término a = r y la razón r, que es,

⌦
xn = r ⇥ r

n�1
, n = 1, 2, . . .

↵
.

Sea también hyni la sucesión geométrica con a = 1 y la razón er = 1/r, i.e.⌦
yn = ern�1 = (1/r)n�1

, n = 1, 2, . . .
↵
.

Una aplicación descuidada de la ecuación (20) da los siguientes valores de las sumas
de ambas sucesiones:

S = x1 + x2 + · · ·+ xN + . . .(21)

= r + r · r + r · r2 + · · ·+ r · rn�1 + . . .

=
r

1� r

, y

e
S = y1 + y2 + · · ·+ yN + . . .

= 1 + 1
1

r

+ 1

✓
1

r

◆2

+ · · ·+ 1

✓
1

r

◆n�1

+ . . .

=
1

1� 1/r
=

r

r � 1
.(22)

Aśı S + e
S =

r

1� r

+
r

r � 1
=

r

1� r

� r

1� r

= 0, y esto contradice el hecho de que

todos los sumandos en (21) y (22) son números positivos y por lo tanto S + e
S debeŕıa

ser positivo.

El error cometido fue obvio (¡para los matemáticos de los siglos XIX-XXI!). Si
r < 1, entonces er = 1/r > 1 (mayor que 1) y la sucesión hyni no es sumable. Aśı que
la suma (serie) escrita en las primeras dos ĺıneas de (22) no existe (como un número
real), y la fórmula (20) no es aplicable. En el caso cuando r > 1, la sucesión hxni no
es sumable y entonces, la última igualdad en (21) es falsa.

6. La paradoja de Zen

´

on de Aquiles y la tortuga

Zenón de Elea fue un filósofo Griego que vivió entre 490 A.C. y 430 A.C. Inventó
varias paradojas famosas una de las cuales describiremos abajo.
En la mitoloǵıa griega, Aquiles era un héroe griego de la guerra Troyana. Además de
sus otras capacidades fantásticas (ser casi invulnerable es la más famosa) no era mal
corredor. Algo que no puede decirse sobre una tortuga. El razonamiento de Zenón era
el siguiente.
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Supóngase que al mismo tiempo, digamos t0 = 0, Aquiles y la tortuga empiezan a
correr en la misma dirección a lo largo de un camino recto. Aquiles empieza corriendo
de cierto punto p0 con la velocidad V = 5m/s, mientras que la tortuga empieza en el
punto p1 = p0 + 50 metros (i.e. x1 = 50 metros adelante) con la velocidad v = 1 m/s.
Entonces, al tiempo t1 = 50

V = 50
5 = 10 segundos Aquiles debeŕıa alcanzar el punto de

partida de la tortuga p1. (Véase la Figura 7 abajo).
Durante este tiempo t1 = 10 segundos la tortuga habŕıa recorrido la distancia
x2 = vt1 = 1 · 10 = 10 metros y habŕıa alcanzado el punto p2 = p1 + x2 (véase
la Figura 7). Aquiles tendŕıa que usar el tiempo t2 = x2/V = 10/5 = 2 segundos para
llegar al punto p2.

-|
p0 p1

|
z }| {

x1 = 50m
z }| {
x2 = 10m

p2

|
p3

|
z }| {

x3 = 2m

#
z}|{ yy

p4, etc.
| | |

�! �!

"
al tiempo t0 = 0

Aquiles empieza con

V = 5m/seg

�!

"
al tiempo t0 = 0

La Tortuga empieza con

v = 1m/seg

�!

"

Figura 7. La carrera de Aquiles y la tortuga

Pero para esos 2 segundos la tortuga se moveŕıa al punto p3 = p2 + x3, donde
x3 = vt2 = 1 · 2 = 2 metros. De nuevo a Aquiles le llevaŕıa el tiempo t3 = 2/V = 2/5
segundos alcanzar el punto p3, mientras que la tortuga continua avanzando adelante.
Uno puede repetir estos argumentos infinitamente para obtener la sucesión de puntos
p1, p2, p3, . . . , pn, . . . por los que Aquiles tendŕıa que pasar antes de alcanzar a la tor-
tuga.

Zenón afirmó que el número infinito de dichos puntos y el número infinito de co-
rrespondientes intervalos de tiempo t1, t2, t3, . . . , tn, . . . para correr un número infinito
de segmentos de longitud x1, x2, x3, . . . , xn, . . . llevan a la conclusión de que Aquiles
nunca alcanza a la tortuga. Esta conclusión evidentemente contradice a la realidad y
ésta es la esencia de la paradoja.

Esta paradoja no es tan trivial como podŕıa parecer a primera vista. Tiene que
ver con la relación entre el movimiento f́ısico y su descripción matemática y con el
problema de continuidad (o discretización) del espacio y la divisibilidad infinita del
tiempo. La solución matemática simple (y estándar) de la paradoja se da abajo.
Obsérvese que la sucesión de porciones hx1, x2, x3, . . . , xn, . . . i que tiene que cubrir
Aquiles especificada arriba es una sucesión geométrica con el primer término a = 50
y la razón común r = 1/5. Claramente, en este ejemplo x1 = 50 = a. Como ya vimos,

x2 = V t1 = v

50

V

=
50

5
= 50

1

5
= ar.

También

x3 = vt2 = v

x2

V

=
x2

5
= 50

✓
1

5

◆2

= ar

2
.
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No es dif́ıcil verificar (por ejemplo, por inducción) que para n � 1 arbitrario ,
xn = ar

n�1 con a = 50 y r = 1/5.

Es claro que para alcanzar a la tortuga, Aquiles debeŕıa cubrir la distancia

S = x1 + x2 + x3 + · · ·+ xn . . .

= 50 + 50

✓
1

5

◆
+ 50

✓
1

5

◆2

+ · · ·+ 50

✓
1

5

◆n�1

+ . . . ,

que es la suma de la correspondiente sucesión geométrica. Aplicando la fórmula (20)
obtenemos:

S =
a

1� r

=
50

1� 1/5
= 62.5 metros.

Consecuentemente, habiendo corrido 62.5 metros Aquiles alcanza a la tortuga y
para esto ocupa T = S/V = 62.5/5 = 12.5 segundos.

Podemos obtener este resultado de otra manera, pero de nuevo, aplicando la suma
de una sucesión geométrica. Nótese que

T = t1 + t2 + t3 + · · ·+ tn . . . , donde

t1 =
x1

V

=
50

5
= 10,

t2 =
x2

V

=
t1v

V

= 10

✓
1

5

◆
,

t3 =
x3

V

=
t2v

V

= 10

✓
1

5

◆✓
1

5

◆
= 10

✓
1

5

◆2

,

y aśı sucesivamente.

Aśı htni es la sucesión geométrica con a = 10 y r = 1/5. Por (20) T =
a

1� r

=

10

1� 1/5
= 12.5 segundos.

Hay que remarcar que si dejamos del lado la casúıstica de Zenón, podemos encontrar
los valores de arriba de S y T de una manera muy simple. Tenemos:

⇢
S = TV

S � 50 = Tv, o
⇢

S = 5V
S � 50 = T, .

(ver la Figura 8)

-•
p0 p1

|
z }| {

S

el punto de alcance

"
•| {z }

50m

Figura 8
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Resolviendo el sistema de ecuaciones lineales con dos variables desconocidas S y
T , encontramos que S = 62.5 metros, T = 12.5 segundos, que, por supuesto, coincide
con las sumas de las sucesiones geométricas ya calculadas.
A pesar de las matemáticas simples empleadas arriba, la paradoja de Zenón despier-
ta preguntas que tienen que ver con la relación entre el mundo f́ısico (digamos, con
los movimientos mecánicos) y su modelación matemática. Por ejemplo: ¿Qué sentido
f́ısico tiene la suma de un número infinito de términos que se acercan cada vez más
a cero y tarde o temprano se convierten en valores tan pequeños que no pueden ser
medidos por ningún método f́ısico?
De hecho, este tipo de preguntas también están relacionadas con la impactante eficien-
cia de las llamadas ecuaciones diferenciales en la representación de las leyes f́ısicas.
En mecánica, por ejemplo, estas ecuaciones involucran derivadas de una posición x(t)
como una función del tiempo t, y la velocidad instantánea se define como el valor

ĺımite del cociente
x(t+�t)� x(t)

�t

cuando el intervalo de tiempo �t se aproxima a

cero (y aśı se vuelve un número arbitrariamente pequeño).

7. El n

´

umero ⇡ y algunas series

El origen del número (constante) ⇡ ⇡ 3.14159265 es puramente geométrico. Está
definido como el cociente de la circunferencia de un ćırculo con su diámetro.

Algunas civilizaciones antiguas intentaron medir el valor de ⇡ usando estimaciones
encontradas para propósitos prácticos (en construcción, por ejemplo).
Las tablillas de arcilla de Babilonia de 1900-1600 A.C. contienen escritos que aproxi-
man ⇡ a 25/8 = 3.125.

En 1761 el matemático francés J.H. Lambert probó que ⇡ es un número irracional
(es decir, no es cociente de enteros).
A pesar de sus ráıces geométricas, el número ⇡ aparece sorpresivamente y con frecuen-
cia en muchas ramas de las matemáticas, la f́ısica y otras ciencias.
Nos gustaŕıa ilustrar un resultado fino de Euler, que relaciona al número ⇡ con la
suma de la sucesión (serie)

⌦
xn = 1/n2

, n = 1, 2, . . .
↵
.

Euler mostró que esta sucesión es sumable y, además,

(23) S = 1 +
1

22
+

1

32
+ · · ·+ 1

N

2
+ · · · = ⇡

2

6
.

De la ecuación (23) podemos expresar ⇡ como sigue

(24) ⇡ =

s

6

✓
1 +

1

22
+

1

32
+ · · ·+ 1

N

2
+ . . .

◆
.

En lugar de tratar de probar estas ecuaciones calculamos numéricamente las sumas
parciales:

SN = 1 +
1

22
+

1

32
+ · · ·+ 1

N

2

para N = 100, 1000 y 10000. Los resultados obtenidos por computadora son los
siguientes:

S100 ⇡ 1.634983900

S1000 ⇡ 1.643934567

S10000 ⇡ 1.644834072.

Notando que
⇡

2

6
⇡ 1.644934067, y comparándolo con los valores de arriba de SN

podemos concluir que es plausible que SN �! ⇡

2
/6, y aśı la igualdad (23) se cumple.
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Además, claculando

⇧N =

s

6

✓
1 +

1

22
+

1

32
+ · · ·+ 1

N

2

◆

=
p
6SN ,

para la los mismos valores de N = 100, 1000 y 10000 se obtiene que:

⇧100 ⇡ 3.132076532,

⇧1000 ⇡ 3.140638064,

⇧10000 ⇡ 3.141497164.

Comparando estos datos con el valor ⇡ ⇡ 3.141592654 nos convencemos de la vali-
dez de (24).
Puesto que la serie en (23) es convergente (i.e., la sucesión

⌦
xn = 1/n2

, n = 1, 2, . . .
↵

es sumable), los términos 1/n2 se anulan “lo suficientemente rápido” cuando n incre-
menta. En la Sección 3 ya hemos subrayado que la condición xn �! 0 es necesaria
para que una sucesión sea sumable (o equivalentemente, para que una serie sea con-
vergente). Ahora mostramos que esta condición no es suficiente. Hay sucesiones no
sumables hxni con xn �! 0.

Consideremos la sucesión hxn = 1/n, n = 1, 2, . . . i.
L. Euler en 1734 estableció que para todos los N grandes

(25) SN = 1 +
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

N

⇡ ln(N) + �,

donde � ⇡ 0.5772456649 es la llamada constante de Euler.

-

6y

x0 1
•

y = ln(x)

Figura 9. La gráfica de y = ln(x).

Sabemos que la función y = ln(x), x > 0 es no acotada, i.e, crece ilimitadamen-
te cuando x se incrementa (Véase la Figura 9). Consecuentemente, la aproximación
(25) nos dice que la sucesión de sumas parciales hSN , N = 1, 2, . . . i crece ilimita-
damente y entonces, no converge a ningún número real. Esto último significa que

h1/n, n = 1, 2, . . . i no es una sucesión sumable (o que la serie 1+
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

N

+ . . .

no es convergente).
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Hay una manera aún más simple de ver que la suma 1+
1

2
+

1

3
+

1

4
+ . . . es infinita.

Obsérve que

1 +
1

2
+

1

3
+

1

4
+

1

5
+

1

6
+

1

7
+

1

8
+ . . . es mayor que

1 +
1

2
+

✓
1

4
+

1

4

◆
+

✓
1

8
+

1

8
+

1

8
+

1

8

◆
+ . . .

=1 +
1

2
+

1

2
+

1

2
+ . . . ,

donde la última suma (serie) es evidentemente infinita.

Para concluir, ofrecemos al lector verificar por cálculos en computadora que

⇡ = 4


1� 1

3
+

1

5
� 1

7
+

1

9
� 1

11
+ . . .

�
.
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