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EL METODO DE DESCOMPOSICION DE ADOMIAN PARA EL
CALCULO DE INTEGRALES GAUSSIANAS: ECUACION DE
CALOR Y DE BLACK-SCHOLES

OSWALDO GONZALEZ-GAXIOLA

RESUMEN. Derivada por los economistas Fischer Black, Myron Scholes y Robert
Merton en 1973, la ecuaciéon de Black-Scholes es una ecuacién diferencial parcial
cuya solucién es utilizada para determinar cudnto vale en un momento dado una
opcién de compra o venta en principio tipo europea. En el presente trabajo
proponemos una adaptacién del método de descomposicion de Adomian, que
permite la evaluacién de ciertas integrales gaussianas en términos de una serie
convergente. Ademds haremos la aplicacién del método expuesto para encontrar
soluciones a la ecuacién de Black-Scholes bajo cierta restriccién impuesta por la
condicién inicial.

1. INTRODUCCION

La mayor parte de los fendmenos que surgen en el mundo real son descritos por ecua-
ciones diferenciales no lineales (tanto ordinarias como parciales) y en algunos caso
por ecuaciones integrales. Sin embargo, los métodos mas comunes desarrollados hasta
ahora en matematicas se utilizan para resolver ecuaciones diferenciales lineales. En
la década de los anos 80, George Adomian introdujo un nuevo método para resolver
ecuaciones diferenciales no lineales, tanto parciales como ordinarias e incluso estocésti-
cas [I}, 2, B]. Este método ha sido denominado como el método de descomposicién de
Adomian (ADM). Se ha demostrado que el método de descomposicién resuelve de
manera eficiente, facil y precisa una gran clase de ecuaciones diferenciales lineales y
no lineales ordinarias, parciales, integrales, de orden entero o fraccional, determinis-
tas o estocdsticas [4, [l 6] [7, [§] El método se adapta muy bien tanto a problemas
fisicos como de otras areas del conocimiento, ya que no requiere de linealizaciones,
perturbaciones y otras suposiciones restrictivas que pueden cambiar la naturaleza del
problema que se estd modelando y resolviendo. ADM tiene la ventaja de que converge
a la solucién exacta en una gran mayoria de casos importantes en las aplicaciones y
se puede manejar de manera relativamente facil pues el método genera a través de
su algoritmo una solucién en forma de una serie cuyos términos son determinados
por una relacién recursiva. Algunos trabajos fundamentales sobre diversos aspectos
de las modificaciones de ADM asi como el estudio de la convergencia se pueden ver
en [0}, 10} 11} 12} 13].

Por otra parte, en 1973, Robert C. Merton, junto a Fisher Black y Myron Scholes
desarroll6 el modelo de Black-Scholes. Merton ayudo a introducir el célculo estocésti-
co en la economia financiera, lo que permitié que el comportamiento de los precios
fuese descrito con el lenguaje preciso de la probabilidad. Al modelo obtenido Robert
Merton denominé la ecuacién de Black-Scholes [I4]. En 1997 el Premio Nobel de Eco-
nomia fue para Robert C. Merton y Myron S. Scholes, por contribuir a las ciencias
econdémicas, con un nuevo método para determinar el valor de los derivados, antes
Fisher Black fallecié y por lo tanto no pudo recibir este premio.

En el presente trabajo haremos una adaptacion de la versién estdndar de ADM para
calcular integrales gaussianas y asi poder hallar la solucién de la ecuacién de calor y
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de ello se derivara una alternativa de solucién para la ecuaciéon de Black-Scholes en su
version lineal.

2. UNA BREVE DESCRIPCION DEL METODO DE DESCOMPOSICION DE ADOMIAN

El método que a continuaciéon expondremos es un método poderoso para resolver
ecuaciones diferenciales no lineales. El método se basa en descomponer la solucién de
una ecuacién diferencial lineal o no lineal en una serie de funciones, cada término de
esta serie se obtiene de manera polinomial y recursiva partiendo de una condicién
inicial que requiere ser una funcién analitica, la técnica es muy simple en una
formulacion abstracta pero la dificultad surge al calcular cada uno de los polinomios
especialmente en los modelos descritos por ecuaciones diferenciales no lineales.

Para establecer la idea basica de una manera sencilla, consideramos la ecuacion
diferencial ya sea ordinaria o parcial, en general no lineal, en la forma [I5]:

(1) Fu(z,t) = g(z,t)
con la condicién inicial
(2) u(z,0) = f(x),

donde F representa un operador diferencial (en general, no lineal) que envuelve tanto
términos lineales como no lineales y entonces la ecuacion puedes escribirse como

(3) Lyu(x,t) + Ru(x,t) + Nu(z,t) = g(x, t)

donde L; = %, R es un operador lineal que involucra derivadas parciales con respecto

axy N es un operador no lineal; g es un término no homogéneo independiente de u.
Despejando Lyu(z,t),

(4) Lyu(z,t) = g(z,t) — Ru(z,t) — Nu(z,t)

Como L es invertible, operando en (4)) con el inverso L; '(-) = fg()dz tenemos que,
(5) Ly 'Lyu(x,t) = L; *g(x,t) — Ly ' Ru(z,t) — Ly *Nu(, t)

luego, una expresion equivalente a es

(6) u(x,t) = f(x) + Ly 'g(x,t) — Ly "Ru(x,t) — Ly Nu(z, t)

donde f(x) es la constante de integracién (con respecto a t) que satisface L.f = 0.
Para problemas con valor inicial en t = tg, tendrfamos convenientemente definido L™!
para L = % como la integral n-veces iterada definida de ¢y a t.

Por el método (ADM) asumimos la solucién de (), en forma de serie para la

funcién desconocida u(x,t) dada por,

(7) u(z,t) = Z U (2,t)
n=0

El término no lineal Nu(x,t) por medio de ADM se descompone como

(8) Nu(a:,t)=ZAn(uo,u1,...,un)
n=0

donde la sucesién {4,}22 , es la llamada sucesién de polinomios de Adomian y son
dados por la férmula

n

L ING 0o
k=0

n! da™

En [I6] podemos ver que el célculo explicito de cada uno de los A,, es realmente sencillo
y se tiene:

Ao(uo) = N(uo)
Ay (ug,ur) = N'(uo)uy .
A (ug, ur, ug) = N'(ug)ug + 5+ N (uo)
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As(ug, .. uz) = N'(ug)us + N (ug)uruz + % N" (u)
2 4 .
Ax(ug, . us) = uaN' (o) + (Fud + urus) N" (ug) + “52 N (ug) + N (uo)

Ahora, sustituyendo , y @ en la ecuacién @ obtenemos,
(10)

Zun(x7t) = f(x) + Lt_lg(xvt) - Lt_lRZun(z’t) - Lt_1 ZAn(anula s 7un)7
n=0 n=0 n=0

de donde obtenemos el algoritmo recursivo

(1) ug(z,t) = f(z) + L; *g(x, 1),
Upy1(2,t) = =Ly ' Rug (x,t) — Ly P Ay (uo, ug, . . un), n=0,1,2,...

Con el algoritmo recursivo establecido en la ecuacién (11)), la aproximacién a n—
términos de la solucién de — la obtenemos como

k

(12) Sk(z,t) = Zun(x,t) con u(x,t) = lim Sk(z,t)

Iy k—o0
Como sabemos, cuantos mas términos se agreguen a la solucién aproximada, més
precisa sera.
La descomposiciéon de la soluciéon en serie, generalmente converge muy rapido. Las
condiciones para las cuales el método converge no son objetivo del presente estudio y
han sido estudiadas principalmente en los trabajos [10], [11], [I2] y [I3] asi como en
varias de sus referencias.

3. LA EcuaciON DE CALOR Y ADM

Ahora veremos que ADM resulta ser un procedimiento efectivo para la evaluacién
de ciertas integrales que presentan cierto grado de dificultad como son las integrales
gaussianas. Para abordar este problema, comenzamos por considerar la ecuacién de
calor para una varilla infinita con una condicién inicial arbitraria:

Qu — 2w peR, >0, k>0.
(13) u(z,0) = f(z),

|u(z,t)| < M para todax € Ryt > 0.

La representacion explicita de la solucién al problema de valor inicial (13| es dada por

1 & (£—=)2
14 u(x,t) = e At df, —oco<zx<oo,t>0.
(19 @)= o= [ e T e
En el integrando de 1D la funcién G(z,t) = leﬂe’%:tdf es conocida como la

solucién fundamental de la ecuacién de calor. Para mayor referencia al respecto ver
7).

Puede suceder que la integral en el lado derecho de no sea expresable en términos
de funciones elementales y menos aun pueda ser calculada de manera exacta por
medio de los métodos elementales del calculo integral. En el presente trabajo buscamos
evaluar este tipo de integrales que involucran la funcién de error usando el método
de descomposicién de Adomian. El presente trabajo no es el primero en abordar el
problema de evaluar integrales a través de un método de descomposicién, para mayor
informacién podemos ver [18] [19] y sus referencias.

Consideremos el problema de valor inicial dado por la ecuacion de calor . Primero,
definimos los operadores lineales L y R en el contexto de ADM como

0 0?



50 O. GONZALEZ-GAXIOLA

Con esto podemos escribir la ecuacion diferencial parcial de como
(16) Liu = kRu.

t o
Ahora vamos a considerar el operador inverso de L, esto es, L, fo d£ para

aplicarlo a ambos lados de para obtener, usando el teorema fundamental del
célculo y la condicién inicial f(x) = u(z,0):

(17) u(x,t) = f(x) +kL; ' Ru.

Haciendo uso de , descomponemos la solucién en serie de componentes u.,, esto es,

(18) u(z,t) = Zun(x,t).
n=0

Sustituyendo en , obtenemos
> 82un

(19) Y unlet) = fla) +k (w, €)de.
n=0

Finalmente, considerando e igualando sumandos del mismo orden obtenemos el
algoritmo para encontrar las componentes de la serie (18]):

UO('?J t) = f(x)a
(20) { Upa1(x,t) = kft Puy (z,6)dé, n=10,1,2,.

Consecuentemente, tenemos

UO(],',t) = f(‘r)7

w(z,t) = kfO)t,
w(et) = K@,
un(est) = K@)

Del esquema anterior la solucién de la ecuacion de calor es dada por
oo
t
(21) ul,t) = 3RO ()
n=0

donde fU)(x) significa la j—ésima derivada de f respecto a .
Como resumen de todo lo anterior, podemos establecer el siguiente teorema.

TEOREMA 1. Sea f: R — R una funcion C*(R). Entonces para —oo < x < 00 se
tiene

(22) / T (O S e = VRt i s ED o ks,
- n=0

n!

Demostracion. La demostracion se sigue directamente de utilizando y . O

COROLARIO 2. Sea f: R — R una funcién C*°(R). Entonces para b > 0 se tiene

(2n)
(23) /f )e v dy = \fzjiwbnn"

La férmula (23) nos proporciona una herramienta ttil para calcular integrales gaus-
sianas en las cuales la funcién f cumplan con la condicién de diferenciabilidad.
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4. APLICACION A LA ECUACION DE BLACK-SCHOLES

La ecuacién de Black-Scholes es una ecuacién diferencial parcial de segundo orden
de tipo parabdlico utilizada en matemaéticas financieras modernas para determinar el
precio de activos financieros, y esta es dada por [14] 20]:

1
(24) Vi + 50—2521/55 + (r—6)SVsg —rV =0,
la ecuacion es una ecuacién diferencial parcial parabdlica definida en
Dy ={(5,t): >0,0<t<T}

En la ecuacién de Black-Scholes tenemos que V = V(S,t) es el precio de una
opcién o también conocida como funcién de pago, S = S(t) representa el precio de
un activo subyacente al tiempo ¢, r es la tasa de interés del mercado de deuda libre
de riesgo, J representa los dividendos que se reparten de forma continua y o es la
volatilidad de la accién, medida como la desviacién estandar de los logaritmos de la
cotizacién de la accién y que aqui supondremos constante.

El modelo dado por (24) tiene varias suposiciones técnicas y propias del lenguaje
financiero, las principales son que r, es conocida y constante en el tiempo, no hay
costos de transaccién en la compra o venta del activo por la opcién, no hay impuestos
u otras tasaciones y no existen oportunidades de arbitraje sin riesgo.

Siguiendo la idea dada en [21], consideremos los siguientes cambios de variables; para
las variables independientes

S=e% t=T- 2—72—,
o
y para la variable dependiente
2
(@, ) = V(S,t) = V(e*, T — ;Z).

Ahora, calculando tenemos:

oV ovor o2 Ov

ot _orot 201
8V_8U@ 1 0v

95 ~ 9x9S ~ Sox’
8271/7&(871/) 7L[@,@]
052 9S\oS/  S2tox? Oz’
Sustituyendo en obtenemos

r—2a r
(25) Uy = Vgy + <02/2 - 1)111 - 02/211.
Ahora definimos los coeficientes como
r—9 6
Ty TGy
de donde podemos reescribir la ecuacién como
(26) Vr = VUge + (K — Dvg, — (k + Do

La ecuacién ([26]) tiene coeficientes constantes.
Adema&s proponemos el siguiente cambio de variable dependiente

(27) vz, ) = e 1Ty (g ),

donde ) .
725(/@—1), y ﬁ:i(n—l-l) y por lo tanto B2 =% + k.

Derivando obtenemos

v, = e 1o (B*HDT (ur — (B> + Du),
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vp = e DT (), gy = e EHEDT (a0 — 290,
Sustituyendo en la ecuacién
(28) Ur = Ugy + ("’i -1- 27)”36 + 7(27 —k+ l)u = Ugy-

Por lo tanto, la ecuacién que satisface la variable dependiente u(x,7) es la forma
adimensional de la ecuacion de calor:

ou  0%u
(29) ==

ot 0z?
Como consecuencia de lo anterior, la ecuacién de Black-Scholes (24) es equivalente a
la ecuacion de calor definida en

2
Du:{(ai,T)Z—OO<J}<O0,0STS%T}.

En general, la ecuacién de calor estd definida para todo 7 > 0 pero considerando que
una opcién expira al tiempo de madurez ¢ = T el dominio de definicién es el conjunto
D,.
Debido al Teorema 1 si se conoce la condicién inicial suficientemente suave u(z,0) =
g(x), entonces la solucién de la ecuacién de Black-Scholes es dada por

e n
(30) u(z,7) = ng@n) (x)T—', T>0.

o n!
Finalmente, no debemos olvidar que la relacién entre las variables originales (5, t) en
Dy y las transformadas (z,7) en D, esta dada por:

x=1In(S), 7= ?(T —t).

Cabe aclarar que la solucién que hemos obtenido a partir del método de descomposi-
cién expuesto tiene como limitante el requisito de una condicién inicial con alto grado
de diferenciabilidad. Ademas, los mercados del mundo real tienen comportamientos no
lineales [22] 23], un modelo con volatilidad no constante que resulta modificada por el
mercado financiero tiene diferentes tratamientos y muchos de ellos matematicamente
muy sofisticados. Al verse modificada la volatilidad el modelo afecta el costo de las
transacciones y se presenta iliquidez financiera, entre otras posibles afectaciones. En
[24] presentamos una versién no lineal del modelo de Black-Scholes derivada de los
costos de transaccién asi como también de la iliquidez del mercado, y la solucién de
dicho modelo a través del mismo método aqui empleado, en él se considera la volatili-
dad como una funcién que depende del tiempo, del precio del activo subyacente y de
la prima de la opcién.

5. CONCLUSIONES

En el presente trabajo hemos expuesto de manera breve el método de descomposicién
estdndar de Adomian (ADM), también basados en el método y en la ecuacién de di-
fusién del calor hemos obtenido una manera préactica de evaluar integrales gaussianas
a través de la serie proporcionada por ADM sin tener que recurrir a discretizacio-
nes, perturbaciones u otras suposiciones que en ocasiones distorsionan la naturaleza
del problema. Ademas, hemos dado una breve introduccién al modelo matemédtico
establecido por la ecuacién de Black-Scholes en su versién lineal, la cual puede trans-
formarse en una ecuacién de difusion y dependiendo de la condicién inicial puede ser
resuelta por medio del método estudiado. Finalmente, podemos concluir que el método
que hemos mostrado es una herramienta poderosa y no sofisticada que puede utilzar-
se ademés de para el cédlculo de integrales gaussianas y resolver algunas ecuaciones
diferenciales que surgen en las aplicaciones de las matematicas.
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