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CAMINANDO ENTRE MEDIDAS INVARIANTES Y TOPOLOGIAS:
EL TEOREMA DE HAAR INVERSO

SAUL PILATOWSKY CAMEO

RESUMEN. En este articulo presentamos el teorema de Haar inverso, originalmente
demostrado por Weil en 1940. El teorema de Haar garantiza que en grupos
equipados con cierta topologia, siempre existe una medida que no cambia al
trasladarla por medio de la operacién del grupo, es decir, una medida invariante.
Esta medida —llamada medida de Haar— guarda una relacién estrecha con la
topologia del grupo. El teorema de Haar inverso garantiza que, en cierto sentido,
todas las medidas invariantes son medidas de Haar. Dado un grupo —sin topologia—
y una medida invariante, se puede construir una topologia de manera que la
medida invariante es, esencialmente, la medida de Haar.

1. INTRODUCCION

Detras del teorema de Haar estd la idea de compatibilidad de estructuras. Cuando se
estudian espacios que poseen diferentes estructuras a la vez —algebraicas, topolégicas
y de medida—, se busca imponer condiciones sobre ellos que las hagan compatibles
unas con las otras. Por ejemplo, si se tiene un grupo equipado con una topologia, es
natural pedir que las operaciones de grupo sean continuas, o si tenemos una medida p
en un grupo G, buscar que la medida de cualquier conjunto medible A C G no cambie
al operar sobre todos sus elementos, es decir, que

p(A) = p(zA),

para cada x € G, donde A = {za|a € A}. A esta tultima propiedad se le llama
MUarianza.

La medida de Haar es una medida definida sobre un grupo equipado con una
topologia tal que las tres estructuras —la algebraica, la topoldgica y la de medida—
son compatibles entre si. Esta medida es invariante y, ademads, se puede determinar
completamente a partir de la medida de los conjuntos compactos y de los conjuntos
abiertos de la topologia. El teorema de Haar garantiza la existencia de estas medidas
cuando previamente se tiene una topologia localmente compacta y un grupo que son
compatibles entre si. En la primera seccién de este articulo presentamos brevemente
este resultado, aunque sin demostracion. El enfoque principal de este trabajo es el
teorema de Haar inverso, que presentamos en la segunda seccion. Este teorema nos
permite construir topologias localmente compactas que son compatibles con el dlgebra
de grupo cuando previamente se tiene una medida invariante, transformando la medida
invariante en una medida de Haar.

A lo largo de este trabajo, utilizaremos la palabra compatible de manera repetida
para significar diferentes relaciones. Hablaremos de medidas de Radon como aquellas
medidas que son compatibles con una topologia, grupos topolégicos como aquellos que
tienen una topologia compatible con las operaciones de grupo, y medidas invariantes
como aquellas medidas que son compatibles con la estructura algebraica. Iremos
especificando los detalles conforme requiramos los conceptos, asi que el lector no debe
preocuparse si no conoce algunos de ellos.
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2. UNA PROBADITA DEL TEOREMA DE HAAR

2.1. Medidas de Radon (topologia + medida). Estudiaremos exclusivamente
espacios topolégicos que son de Hausdorff' (puntos distintos tienen vecindades ajenas)
y localmente compactos (cada punto tiene una base local de vecindades compactas).
Los espacios euclidianos R™, asi como cualquier subconjunto cerrado o abierto de
estos, son espacios de este tipo. Otro ejemplo se obtiene al tomar cualquier conjunto
y equiparlo con la topologia discreta.

Fijemos un espacio topolégico de Hausdorff y localmente compacto X. El primer
objetivo es especificar a qué nos referimos al pedir que la estructura topolégica de
X sea compatible con las estructuras de medida que definiremos alli. Denotamos por
B(X) a la o-algebra mds pequena que contiene a todos los conjuntos abiertos de X,
y la llamamos la o-dlgebra de Borel. Es fécil notar que B(X) contiene a todos los
conjuntos cerrados —pues son los complementos de los abiertos—, y por lo tanto B(X)
contiene a los compactos de X, que siempre son cerrados en espacios de Hausdorff.
Habiendo definido la o-algebra, nos adentramos a construir sobre ella medidas que
también sean compatibles con la topologia.

Sobre X, nos interesa integrar aquellas funciones continuas f: X — [0, 00) que son
cero fuera de un conjunto compacto. A las funciones en

CO(X){f:Xﬁ[O,oo)

f es continua y existe un compacto
SCX tal que f(x) = 0siaz ¢ S

se les llama funciones continuas de soporte compacto. Por ejemplo, en X = R con la
topologia usual, las funciones f1, fo, f3: R — [0, 00) dadas por

[
[ -

N s o ®

-2 -1 ' 1 2 -2 -1 ' 1 2 -2 -1 ' 1 2 3

f1(z) = méx{0,10 — 7|z|}, f2(2) = /méx{0,100 — 4022}, f3(x) = max{0, 5x>+z3—z* -2}

son continuas, y el conjunto compacto S = [—2,3] satisface que fi(x) = fo(z) =
fa(x) =0siz &S, por lo que f1, fa, f3 € Co(R). Sin embargo, la funcién fy(x) = 42
no es un elemento de Cy(R), pues, aunque si es continua, el tnico conjunto S C R tal
que fi(z) =0siz &S es S=R, que no es compacto.

Es sencillo verificar que si f,g € Co(X) y ¢ € [0,00), entonces f + g € Co(X)
y ¢f € Co(X). Una integral en Co(X) es un funcional I: Cy(X) — [0,00) tal que
I(f+9)=I(f)+I(f) (es aditivo) y Ve € [0,00): I(cf) = cI(f) (es homogéneo).

De nuevo, veamos un ejemplo en X = R con la topologia euclidiana. La integral
de Lebesgue I(f) = [*_ f(z)dz para f € Co(R) es una integral en este sentido. En
efecto, la aditividad, homogeneidad y el hecho de que I(f) > 0 deben ser obvios. Lo
que tal vez no resulta evidente es por qué I(f) < oo. Si f € Co(R), entonces existe
S C R compacto tal que f(z) = 0si x ¢ S. Como S es compacto en R, debe ser
acotado, es decir, existe N > 0 tal que S C [—N, N]. Ademds, siendo f continua,
existe M = méx{f(z) |z € [-N, N]}. Asi,

I(f):/Zf(x)dxzfzf(x)dxg/]:dezzNM@o.

Resulta que, en general, las integrales I: Co(X) — [0, 00) siempre son las integrales
de Lebesgue inducidas por una medida en B(X). Mds atn, esta medida tiene ciertas
propiedades que la hacen compatible con la topologia.

TEOREMA 1 (de representacién de Riesz-Markov-Kakutani (RMK)).
Para toda integral I : Co(X) — [0,00) existe una inica medida p: B(X) — [0, 00] tal
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que
/ f(x) du(z) = I(f)
X

para cada f € Co(X), y que satisface las siguientes condiciones:

(1) Todo compacto C C X tiene medida finita u(C) < co. (Finitud local)
(11) Para todo E € B(X) abierto o con u(E) < oo,

w(E) = sup{p(K) ‘ K C E compacto}. (Regularidad interior)
(1) Para todo E € B(X),
w(E) = mf{u(U) | U 2 E abierto}. (Regularidad exterior)
Demostracion. Ver [13], pp. 42-47]. O

A las medidas que satisfacen las propiedades y se les conoce como
medidas de Radon. Podemos determinar el valor de una medida de Radon a través

de los conjuntos importantes topoldgicamente, es decir, aquellos abiertos y aquellos
compactos. La medida de cualquier conjunto E € B(X) es el infimo de las medidas de
todos los conjuntos abiertos que lo contienen y, si E es abierto o tiene medida finita,
esta es el supremo de las medidas de todos los conjuntos compactos que contiene. Esto
compatibiliza la estructura topoldgica con la de medida.

La medida de Lebesgue usual de R es justamente la medida correspondiente a la
integral I(f) = [*_ f(z)dz a través del teorema [I| y por lo tanto es una medida
de Radon. Otro ejemplo en cualquier espacio topoldgico localmente compacto y de
Hausdorff X se obtiene fijando z € X y definiendo la integral I,: B(X) — [0, 00)
por L.(f) = f(2) para cada f € Co(X). Por el teorema |1} existe una tnica medida
de Radon 4, : B(X) — [0,00] tal que [y f(x)dd.(x) = f(z). Esta medida se llama la
medida de Dirac centrada en z.

A continuacion, veremos cémo se compatibiliza una estructura topoldgica con una
algebraica.

2.2. Grupos topolégicos (topologia + &lgebra). Nos interesan espacios to-
poldgicos que, ademas de topologia, tengan una estructura de grupo. Pero debemos
asegurarnos que el producto (x,y) — zy y la inversién x — 2! respeten la topologia,
es decir, sean funciones continuas. Diremos que un grupo G equipado con alguna to-
pologia de Hausdorff 7 es un grupo topoldgico si las funciones z + 27! (de G a G) y
(z,y) — 2y (de G x G a G) son continuas, donde G x G es dotado con la topologia
producto usual.

Los ntimeros reales R con la topologia euclidiana forman un grupo topolégico, pues
las funciones © — —z y (x,y) — x + y son continuas. Similarmente ocurre para el
grupo de reales positivos Ry = (0,00), pero con el producto z — 1/z y (x,y) — xy.
En general, cualquier grupo con la topologia discreta —como el grupo de enteros Z con
la topologia heredada de R— es un grupo topoldgico, pues toda funcién cuyo dominio
es discreto es continua. El grupo general lineal, de matrices invertibles de n x n con
coeficientes en C, es un grupo topoldgico si se le dota con la topologia euclidiana de
(.

Es importante notar que la topologia debe ser de Hausdorff para que un grupo sea
un grupo topoldgico. Por ejemplo, si tomamos el grupo de ntmeros reales R con la
topologfa indiscreta mina = {0, R}, que no es de Hausdorff, entonces (R, 7inq) no es
un grupo topoldgico, a pesar de que las funciones © — —z y (x,y) — x + y s son
continuas en este caso. Cabe mencionar, sin embargo, que algunos autores no imponen
este requerimiento.

En los grupos topolégicos, las operaciones de grupo preservan los conjuntos abiertos:

TEOREMA 2. Sean (G, 7) un grupo topoldgico y A € T. Entonces
At ={a"tac A}, zA={zalac A} y Azx={axr|ac A}

son elementos de T para todo x € G.
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Demostracion. Verifiquemos que xA es un conjunto abierto. Los demds casos son
similares. Definimos la funcién f: G — G por f(y) = 2~ 1y. Tenemos que

FTHA) ={yeG|flyeAt={yeGla'lyc A} ={y e G|y € zA} = zA.

Es sencillo verificar que y — (z,y) es una funcién continua para todo z € G y, como
G es un grupo topoldgico, (x,y) — zy también lo es. Por lo tanto, la composicién
fry = (z71y) = 27 'y es una funcién continua. Por definicién de continuidad,
rA = f~1(A) es un conjunto abierto. O

Del teorema anterior se sigue que si A es un elemento de B(G), entonces zA, Az y
A~! también son elementos de B(G). Resulta natural preguntarse si existen medidas
de Radon que le asignen la misma medida a estos conjuntos, sin importar quién es x.
Es decir, buscamos medidas en G que sean compatibles tanto con el dlgebra como con
la topologia.

2.3. La medida de Haar (topologia + algebra — medida). Sea G un grupo
topoldgico localmente compacto y u: B(G) — [0,00] una medida. Decimos que p
es una medida invariante izquierda (derecha) si para todo A € B(G) y « € G,
wxA) = u(A) (u(Az) = p(A)). Una medida p: B(G) — [0,00] es una medida de
Haar izquierda (derecha) si p es una medida de Radon no nula e invariante izquierda
(derecha).

Dado que las medidas de Radon de G estdn completamente determinadas por las
integrales de las funciones Cy(G) (ver teorema (1)), no es dificil probar (ver [I0} 15.8, p.
193]) que si p: B(G) — [0, 00] es una medida de Radon, entonces u es una medida de
Haar izquierda si y solamente si para cada f € Co(G) y y € G,

/G F(y) dp() = /G £(@) du(e),

y similarmente para el caso derecho.

La medida de Lebesgue usual en R es el primer ejemplo de una medida Haar
izquierda (y derecha), pues, por el teorema de cambio de variable, tomando v = y+ z,
se tiene du = dz, y luego

/O;f(y+x)dx=/2f(x+y)dx:/O;f(u)du:/o;f(x)dm

para cada f € Co(R) y y € R.

Otro ejemplo se obtiene al tomar el grupo de reales positivos R = (0,00) cuya
operacion es el producto. Utilizando el teorema de cambio de variable con u = yx y
du = y dz obtenemos

oo

fomydo= [~ f@idu=> [ f@yar 2 [ fw)ds,
0 0 Y YJo 0

si y # 1. Esto nos dice que la integral de Lebesgue usual I(f) = fooo f(x)dx no
corresponde a una medida de Haar izquierda en este grupo. Sin embargo, no todo esta
perdido, hay muchas otras medidas que podriamos definir. Consideremos la integral
H: B(R;) — [0,00) dada por H(f) = [;* 1 f(x) da. Por el teorema existe una tnica
medida de Radon p: B(Ry) — [0,00) tal que [~ 1f(z)dx = H(f) = fR+ f(x)du()
para cada f € Co(R,). La medida p si es una medida de Haar izquierda en Ry pues,
para cada f € Co(R4) y y € Ry,

<1 *Cy 1 1
fyz)ydu@) = | ~fopyde= [ Liw-du= | “fwdu= [ f(z)du(o).
Ry o T 0o U Y 0o U Ry
Un hecho con tintes milagrosos es que todos los grupos localmente compactos
siempre poseen una medida de Haar, jy es tnica! —Bueno, casi tnica— Este es el
famoso teorema de Haar:
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TEOREMA 3 (teorema de Haar). Sea G un grupo topoldgico localmente compacto.
Eziste una medida de Haar izquierda (derecha) p: B(G) — [0,00] que es dnica salvo
por maltiplos reales positivos. Fs decir, si tenemos otra medida de Haar izquierda
(derecha) p': B(G) — [0, 00], existe ¢ > 0 tal que p' = cpu.

Este teorema, originalmente postulado en un caso particular por Haar en 1933 [§],
ha sido motivo de miles de articulos y centenas de libros de texto. Cualquiera de
sus posibles demostraciones es extensa, por lo que no lo probaremos aqui. Se pueden
encontrar tratamientos muy accesibles en los libros [10] [7, 4 [5] basadas en la primera
demostracién dada por Weil [I5] y en la demostracién posterior de Cartan [3]. Una
prueba menos conocida es la de Bredon [2] que se encuentra tratada con detalle en la
referencia [12].

3. EL TEOREMA DE HAAR INVERSO

El teorema de Haar permite construir una medida invariante a partir de una
topologia localmente compacta. El teorema de Haar inverso, originalmente demostrado
por Weil en 1940 [I5] ap. I] nos permite ir de regreso, es decir, construir una topologia
localmente compacta a partir de una medida invariante. En lo que resta del articulo,
nos enfocaremos en demostrar este resultado. Seguiremos, en esencia, el camino
original de Weil que se encuentra detallado en el libro de Halmos [9, cap. XII], aunque
haremos algunas modificaciones sustanciales para evitar ciertos conceptos que han
caido en desuso.

teorema de Haar

topologia + algebra medida

medida 4+ algebra topologia

teorema de Haar inverso

3.1. Grupos medibles (medida + &lgebra). Para poder definir una medida
de Haar (una medida de Radon invariante) lo primero que fue necesario hacer fue
armonizar la estructura topoldgica con la estructura algebraica. Esto lo hicimos
pidiendo que las operaciones de grupo fueran continuas. Ahora queremos hablar de
medidas invariantes sin una topologia, por lo que debemos definir una o-dlgebra de tal
manera que las operaciones de grupo respeten, ya no lo abierto, sino que lo medible.
Recordemos que dados dos conjuntos X y Y con o-dlgebras Ax y Ay, respectivamente,
una funcién f: X — Y, es medible de Ax a Ay si para cada A € Ay, se tiene
f71(A) € Ax

Diremos que un grupo G equipado con una o-dlgebra A de subconjuntos de G es
un grupo medible si la funcién x +— ! es medible de A a A y la funcién (x,y) — zy
es medible de A ® A a A, donde AR A es la o-dlgebra producto, que es la o-algebra
mas pequena que contiene al conjunto de rectangulos {A x B | A, B € A}.

Como ejemplo, consideremos el grupo de nimeros reales R con la suma y la
o-&lgebra de Borel, A = B(R). Veamos que (R,B(R)) es un grupo medible. Como
R es un grupo topolégico, las funciones x — —z y (x,y) — x + y son continuas. Toda
funcién continua es medible respecto a la o-dlgebra de Borel. Entonces x +— —x es
medible de B(R) a B(R), y (z,y) — x + y es medible de B(R x R) a B(R). Pero
nosotros necesitamos que (z,y) — « + y sea medible de B(R) ® B(R) —no B(R x R)-
a B(R). Por suerte, en los nimeros reales, ocurre que B(R x R) = B(R) @ B(R). De
hecho, es sencillo generalizar este argumento para cualquier grupo topolégico segundo
numerable G, pues en este caso siempre ocurre que B(G x G) = B(G) ® B(G) (c.f. [6,
4.1.7, p. 119)).

Si bien, en general, una o-algebra es una estructura muy diferente a una topologia,
resulta que muchos resultados sobre grupos topolégicos se pueden calcar para grupos
medibles. Por ejemplo, si en el teorema [2] sustituimos 7 por A, se obtiene el siguiente
resultado.
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TEOREMA 4. Sean (G, A) un grupo medible y A € A. Entonces
At ={a"'ac A}, zA={zala€ A} y Ax={ax|ac€ A}
son elementos de A para todo x € G.

Demostracion. Calcar la demostracién del teorema [2 pero sustituyendo

congunto abierto por conjunto medible,
funcion continua por funcion medible,
y grupo topoldgico por grupo medible. O

Sabiendo que las operaciones de grupo preservan la mensurabilidad, podemos
volver a hablar de medidas invariantes, sin necesitar una topologia. Una medida
w: A — [0,00] sobre un grupo medible (G,.A) es invariante izquierda (derecha) si
w(xA) = p(A) (u(Az) = p(A)) paratodo Ae Ay z € G.

Por ejemplo, en el grupo medible (R, B(R)), la medida de Lebesgue es una medida
invariante izquierda y derecha. Otro ejemplo sencillo es tomar un grupo finito G =
{z1,...,2,}, con la o-dlgebra discreta A = {A| A C G}. Es facil verificar que G es un
grupo medible utilizando que A® A es la o-dlgebra discreta de G x G. En este caso, la
medida de conteo p: G — {0,1,...,n}, donde pu(A) es igual al nimero de elementos
de A, es una medida invariante izquierda, pues si A C G, entonces x A tiene el mismo
nimero de elementos que A para todo z € G.

A partir de ahora solo trabajaremos con invarianza izquierda, pero cabe mencio-
nar que todos los siguientes resultados se pueden reescribir para medidas invariantes
derechas, cambiando el orden de todos los productos. Antes de empezar a topologi-
zar los grupos medibles con medidas invariantes izquierdas, presentamos un par de
resultados y notaciones importantes. Dado X un conjunto y A una o-algebra, cuando
digamos que f: X — [—00,00] es medible en A, tomaremos a los conjuntos de Borel
de los reales extendidos [—o0o, 0] como la o-dlgebra para el contradominio, que es la
o-élgebra generada por los conjuntos de la forma [a,b) con —oco < a < b < 0.

El siguiente teorema nos permite calcular una especie de convolucién de conjuntos
con una medida invariante izquierda y o-finita.

TEOREMA 5 (del promedio). Sean (G,A) un grupo medible y pu: A — [0, 0]
una medida invariante izquierda y o-finita. Para cualesquiera A, B € A, la funcién
x = u(z"tAN B) es medible y

[ e A0 B) duta) = (A5,

Demostracion. Ver [9, Sec. 59, teo. F, p. 261] o [12] 3.2.11]. O

Con el teorema del promedio podemos mostrar que si bien las inversiones o
traslaciones derechas pueden no preservar la medida de un conjunto bajo una medida
invariante izquierda y o-finita, estas operaciones si preservan su positividad.

COROLARIO 6. Sean (G, A) un grupo medible y p: A — [0,00] una medida inva-
riante izquierda y o-finita. Si A € A satisface u(A) > 0, entonces u(A=1) > 0 y
w(Aa) > 0 para todo a € G.

Demostracion. El teorema del promedio nos dice que
/ (= AN AY) du(z) = p(A)? > 0.
G

Por lo tanto, existe x € G tal que B = 1A N A~! tiene medida positiva, y entonces
debe ocurrir que p(A~1) > 0. Si repetimos el mismo argumento para el conjunto a~' B
con medida p(a=!B) = u(B) > 0, debe existir y € G tal que C =y~ la"'BN(a~1B)~!
tiene medida positiva. Dado que C' C B~'a C Aa, concluimos que pu(Aa) > 0. O



CAMINANDO ENTRE MEDIDAS INVARIANTES Y TOPOLOGIAS 61

El hecho de que la familia de conjuntos de medida positiva se mantenga invariante
ante cualquiera de las operaciones de grupo resultard muy importante. Lo que haremos
en la siguiente seccion es postular como abiertos precisamente a ciertos conjuntos de
medida positiva y con ello construir una topologia para el grupo medible.

3.2. La topologia de Weil (medida + &4lgebra — topologia). Recordemos
que es posible construir topologias a partir de bases locales de vecindades abiertas.
Pidiendo ciertas condiciones sobre una familia de subconjuntos de un grupo, podemos
garantizar que existe una topologia donde este es un grupo topolégico que tiene a esa
familia como una base local de vecindades abiertas.

TEOREMA 7. Sea G un grupo y consideremos una familia no vacia V de subcon-
juntos de G tal que:

(a) Para todo VeV, ecV (e es el elemento neutro de G)
) Dados U,V €V, existe W €V tal que W CV NU.
¢) Para cada U €V yx €U, existe VeV conaV CU.
d) Para cada U €V existe V €V tal que VV ™1 C U.
) Dados U €V yx € G, existe V€V tal que V C aUx™ 1.
(f) Sixze G yux#e, entonces existe V€V, tal que v ¢ V.

Entonces la familia
V(z)={zV |V eV}

es una base local de vecindades abiertas para cada x € G en una Unica topologia con
la cual G es un grupo topoldgico.

Demostracion. Ver [12], 1.1.12] o [II 1.3.12, p. 22]. O

Para construir una topologia en un grupo medible que lo convierta en un grupo
topolégico, podemos construir una familia ¥V como la del teorema [7} Utilicemos el
siguiente ejemplo para motivar el procedimiento que desarrollaremos mas adelante.

Consideremos el grupo medible R con la suma y la o-dlgebra de Borel. Sobre él
tenemos la medida invariante izquierda p: B(R) — [0, 00] dada por la medida usual
de Lebesgue. Ya sabemos que la topologia usual hace que R sea un grupo topoldgico.
Veamos si podemos construir una base local de vecindades abiertas para esta topologia
utilizando solo la medida p. Lo primero que se deberia venir a la mente cuando uno
dice base local de vecindades abiertas para R es la familia de intervalos (bolas) abiertos.
Consideremos

V={B(,0)|e >0}, donde B(e,z)={yeR|ly—z|<ec}=(z—c2+e).

Es sencillo verificar que la familia ) satisface las condiciones del teoremal7] y entonces
la familia

V(z)={z+V |V eV}={B(g,x)|e >0}
es una base local de vecindades abiertas para cada x € R en una tnica topologia con
la cual R es un grupo topoldgico, que es la topologia usual de R.

Observemos que para construir las bolas B(e, x) utilizamos el valor absoluto |- |,
que es una norma en R. jHabra forma de calcular esta norma utilizando la medida de
Lebesgue u? Es decir, dado = € R, jpodemos calcular |z| utilizando solo u?

Sitomamos A = (—M, M) € B(R) donde M > 0, obtenemos z+A = (x—M, x+M).
Si |z| > 2M, entonces AN (z + A) = 0, y por lo tanto u(A N (x + A)) = 0. Pero si
|z| < 2M, el siguiente esquema deberia convencer al lector de que p(AN(z+A))+|z| =

1(A).
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Por lo tanto,
2 = u(A) = p(AN (2 +A)) (si |2] < 21).
Regresemos al caso general. Fijemos un grupo medible (G, A) y una medida

invariante izquierda p: A — [0, 00] cualesquiera. Inspirados por el ejemplo anterior,
definimos

lllllff = n(A) = u(AnzA)
para cada A € Acon 0 < u(A) <oy z € G.

LEMA 8. Para cualesquiera z,y € G y A € A con 0 < u(A) < oo se satisfacen las
siguientes condiciones:

M) el =o.
() [zl = ="l (Simetria)
() eyl < Ml + llylllz . (Desigualdad del triangulo)

Demostracion. Verifiquemos cada inciso por separado.
(1) Directamente de la definicién
llell = (4) — u(A 1 eA) = pu(A) — (A 1 A) = p(A) — u(A) =0,
(1) Como p es invariante izquierda,
wANzA) = p(z" (ANzA)) = pla " Ana tzA) = p(z" AN A),
y entonces
llllif = n(A) = w(ANzA) = p(A) — pla= AN A) = [z~
(111) Primero notemos que A O AN(z~1AUyA) = (ANz=tA)U(ANyA), y entonces
p(A) > p((AnatA) U (AnyA))
=u(ANz A+ u(AnyA) — u(Anz tAnyA).
Ahora, de nuevo por la invarianza izquierda de p se tiene
p(ANzyA) = p(z~ AN yA),
ycomo ANz tANyA C 2 'ANyA, obtenemos
oyl = w(A) - p(z~ AN yA) < p(4) — (AN AN yA)
< ulA) — (AN 2V A) + () — w(A N yA) = o= 1A + gl
Por la simetrfa, ||z~ = [|z[[:}, déndonos la desigualdad deseada. O

Podriamos estar tentados a llamar a las funciones ||||||f} normas de grupo, en
similitud a las normas en espacios vectoriales. Sin embargo, las normas en espacios
vectoriales cumplen la propiedad de que||v|| = 0 si y solamente si v es el vector cero.
Aqui, puede pasar que |||zzc|||l‘j1 = 0 aunque = # e. Por ejemplo, en un grupo de medida
finita 0 < u(G) < oo (més adelante construimos un ejemplo explicito de este tipo), se

tiene H|x|HS = u(G) — p(G) = 0 para todo = € G. Por ello, a las funciones |||-||| que
cumplen las propiedades del lema |8 se les llama seudonormas de grupo [I1].
Con las seudonormas ||||H;i1 definiremos una familia de bolas, de la manera usual.

Para cadae >0y A € A con € < u(A) < oo, escribimos
By(e, A) = {z € G| |l=l;} <<}

Pedimos que € < p(A) porque es el caso interesante. Cuando ¢ > p(A), se tiene
llzlll} < u(A) < e sin importar quién es z € G. Denotamos por V, a la familia de
todas las bolas B, (e, A), es decir,

Vy={Bu(e,A)|Ac A >0 y e<p(A) <oo}.
Notemos para todo By (e, A) € V,,, se tiene B, (e, A) € A, pues la funcién
f(x) = plzAnA) = p(z= AN A)
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es una funcién medible (ver el teorema [5)) y B, (e, 4) = ([0, u(A) — €)). También
notemos que por la simetria de H|H|;‘, se tiene B, (e, A) = B, (g, A)~*. Los conjuntos
B, (e, A) en V, seran vecindades para e en la topologfa que buscamos.

TEOREMA 9. La familia V,, satisface los incisos@, yl@l del teorema @
Demostracion. Estos incisos se deducen a partir de las propiedades del lema [8] Sea
B,(e,A) € V,.

[(2)] Como H|e|||ﬁ =0 < ¢, tenemos e € B, (e, A).

Para z € By(e, A), definimos § = ¢ — |||xH\ﬁ‘ > 0. Por la definicién de V,, se
tiene p(A) > ¢, y entonces u(A) > d. Por lo tanto, podemos considerar la bola
B,(0,A) €V,. Siy e B,(0,A),

gl < ll2lll + Nyl < Nl +6 =,
y asi zy € B, (¢, A). Por lo tanto, B, (6, A) C B,(e, A).
[(d)] Se tiene By, (g/2, A)B,(c/2,A)~" C B, (e, A), pues si
x € B,(g/2,A)B,(e/2, A)7 !,
entonces = ab~! para ciertos a,b € B,(¢/2, A). Luego,
el < llallit + ol < e/2+e/2=e,
y por lo tanto = € By(¢, A). O

Para demostrar los demas incisos, necesitaremos hacer un poco més de trabajo,
e imponer algunas condiciones adicionales sobre la medida invariante. Regresemos al
ejemplo de los niimeros reales.

Consideremos la medida invariante izquierda de Lebesgue p: B(R) — [0, 00].
Tomando M > 0y A = (=M, M) € B(R), ya vimos que [|z]|;} = min{|z[,2M}.
Por lo tanto, si 0 < ¢ < u(A) =2M,

Bu(e,A) = {z e R[]} <&} = {z e R |z <&} = (=¢,¢).
Escribamos C'— C = {x — y | z,y € C'} para cualquier C C R. Entonces
A-A={z—y|-M<z<M, -M<y<M}=(-2M,2M) D (—¢,e) = B, (¢, A).
Por otro lado, si definimos £ = (—¢/4,¢/4) € B(R), tenemos que

E—-E={x—-ylz,y€ E} =(—¢/2,¢/2) C (—¢,e) = By(c, A).
Es decir, hemos visto que
E-ECBu(e,A)CA-A
donde E € B(R) satisface 0 < pu(E) < oo. Resulta que esto siempre ocurre,
independientemente del grupo y de quién es A, siempre y cuando la medida p sea

o-finita.
En un grupo G cualquiera, dados A, B C G, escribimos

AB ={abla€ A, be B} y At ={a""|ac A},
y asi, en particular, el conjunto
AATY = {aja5t | a1, ap € A}

generaliza la notacion A — A que teniamos para R. El resultado que encontramos en
el ejemplo anterior se generaliza de la siguiente manera.

LEMA 10. Sean (G, A) un grupo medible y p: A — [0,00] una medida invariante
izquierda y o-finita. St B, (e, A) € V,,, entonces:

(1) Bu(s,A) C AA™L

(1) Dado F € A con pu(F) > 0, existe E C F medible con 0 < u(E) < oo y tal que

EE™' C B,(¢, A).

Al inciso se le conoce como el lema de fragmentacion de Weil.
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Demostracion.

(1) Sea = € By(e,A). Por definicién, 0 < p(A) —e < p(A N zA) y entonces
ANzA # (. Luego, existe a € ANzA, y por lo tanto a = xa' para algiin
a €A Asi, x =aad"! € AA7L.

(11) Ver [9 Sec. 62, teo. A, p. 270] o [12} 3.3.12]. O

El lema[I0 nos permite demostrar dos mds de las propiedades que necesitamos para
poder aplicar el teorema [7}

TEOREMA 11. Sea (G, .A) un grupo medible y pn: A — [0, 00] una medida invariante
izquierda y o-finita. La familia V,, satisface los incisos @ y@ del teorema @

Demostracion. El lema nos dice que todo conjunto en V, contiene a (y estd
contenido en) un conjunto de la familia

N={AA"Y|Ac A, 0< u(A) < oo}

Por lo tanto, basta que veamos que la familia A satisface los incisos @ y

[(B)] Sean U = AA™" € Ny V = BB~ € N. Buscamos W = CC™! ¢ NV
con W C UNV. Como pu(A) > 0, por el corolario [6, 4(A~') > 0. Luego
w(A ) u(B) > 0y, por el teorema del promedio (teorema [5)),

/ w=t ATt N B~ Y du(z) > 0.
G

Entonces debe existir algiin = € G tal que u(z7!A=1 N B~1) > 0. Tomando
D = AzN B, tenemos D~ = 271 A71 N B~ y entonces p(D) > 0. Como u es
o-finita, existe C C D medible con 0 < u(C) < oo. Asi, CC~! € N y ademés,
dado que D C B, tenemos DD~! C BB~! y, dado que Dz~ ! C A, tenemos

DD ' =Dz 'agD ' = Da"(D27!) "t C A4
Por lo tanto,
W=CC'CDD'CAA'NBB™ ' =UNV.
[(e)] Si U =AA"' € Ny & € G entonces tomando V = (zA)(zA) ! € N, tenemos
V=xAA 27 = 2Uz™ L O

Resta verificar que la familia V), satisface el inciso|(f)|del teorema Este inciso es el
que nos garantiza que la topologia generada por el teorema [7] sea de Hausdorff, como
requerimos en la definicién de grupo topolégico. Desafortunadamente, no cualquier
medida invariante y o-finita hace que V), satisfaga esta propiedad.

Un ejemplo sencillo es tomar el grupo medible (R, A;nq), con la o-dlgebra indiscreta
Aina = {0,R} y la medida invariante izquierda ping: Aina — {0,1} dada por
Hind(®) =0y pina(R) = 1. Para todo = € R se tiene

Pe = Hina(R) = pina (RN (2 4+ R)) = prina(R) — piina(R) = 1= 1=0.

Por lo tanto, si 0 < € < pina(R) = 1, se tiene By, ,(¢,R) = R, y luego V,,., = {R}.
Si & # 0, entonces € V para todo V € V,, . = {R}, contrario al inciso del
teorema [7} Sin embargo, evidentemente, la tnica topologfa en la cual la familia {R}
es una base local de vecindades abiertas es la topologia indiscreta, que precisamente
no es de Hausdorff.

La solucién a este obstaculo es directamente imponer que se satisfaga el inciso
del teorema [7] Diremos que una medida invariante izquierda p: A — [0,00] en un
grupo medible (G, A) es separadora si V, satisface el inciso [(f)] del teorema [7} Es
sencillo verificar que esto es equivalente a pedir que para para cada x € G con z # e,
exista A € A con p(ANzA) < u(A) < oco. Esta propiedad en realidad no es muy
restrictiva; imponerla solo nos permite excluir ciertas medidas triviales, como png.
Por ejemplo, la medida de Lebesgue p : B(R) — [0, 0] es separadora, pues para cada

ll]
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x € R con z # 0, tomando A = (—|z|/2, |x|/2) obtenemos AN (z+ A) = () y entonces
AN (@ + A)) = 0 < |a] = pu(A).

Si una medida es invariante izquierda, o-finita, separadora y no nula diremos que
es una medida de Weil. Hemos demostrado que si (G,.A) es un grupo medible y
u: A — [0,00] una medida de Weil, entonces se satisfacen todos los incisos del
teorema m Este teorema requiere, adicionalmente, que la familia V,, sea no vacia.
Por ello pedimos que la medida de Weil p sea no nula. Esta condicién, junto con la
o-finitud, garantiza la existencia de algin A € A con 0 < p(A) < 00, y en consecuencia
B,(e,A) € V, para todo ¢ € (0, 1(A)). Asi, podemos aplicar el teorema |7 ddndonos
una Unica topologia 7, con base local de vecindades abiertas

{2V |V eV} (V= {Bu(c, A) | A€ A, 0 < e < u(A) < c0}).

Esta topologia se llama la topologia de Weil inducida por pu.

Recordemos que las topologias en las cuales existia una tinica medida de Haar
(salvo muiltiplos reales positivos) eran aquellas localmente compactas. La topologia
de Weil es casi localmente compacta, es decir, equipado con ella, el grupo medible es
un subgrupo denso de un grupo topoldgico localmente compacto. Para demostrar este
hecho, introducimos el siguiente concepto.

Dado un grupo topoldgico G, decimos que V' C G es totalmente acotado si para

cualquier vecindad U de e, existen z1,...,x, € G tales que
n
velJaU
i=1

Esta definicién generaliza aquella de los espacios métricos, donde se dice que un
conjunto es totalmente acotado si se puede cubrir con una cantidad finita de bolas
de cualquier radio.

Resulta que un grupo topoldgico es un subgrupo denso de un grupo localmente
compacto si existe una vecindad V de e que sea totalmente acotada. Este hecho fue
originalmente demostrado por Weil en [14] cap. 3]. Se puede consultar la demostracién
en la referencia [II, p. 398]. Veremos que la topologia inducida por una medida de Weil
satisface siempre esta propiedad.

LEMA 12. Sean (G, A) un grupo medible y p: A — [0,00] una medida de Weil.
Ewziste una vecindad V € V,, que es totalmente acotada en la topologia de Weil inducida
por . Mas ain, si E € A es totalmente acotado en esta topologia, entonces pu(E) < oo.

Demostracion. Lo primero que haremos es construir W € V,, de medida finita. Como
1 es o-finita y no nula, existe A € A tal que 0 < p(A) < oo. Por el corolario @,
u(A=1) > 0, y por la o-finitud podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que
w(A™') < oco. Fijemos un € € (0,u(A)) y sea W = B, (e, A) € V,. Del lema
deducimos que W C AA~! y, por definicién, para cualquier x € W se satisface que
w(A) —plz=tANA) = H|xmﬁ < e. Despejando, obtenemos que

u(z AN A)
n(A) —e
para cualquier x € W. Del teorema del promedio (teorema [5)) se sigue que

B - uxz=tAN A) - u(z=tANA) .
uw) = [ o)< [ BT e < [ HEEE S )
p(A)pA™h

= u(A) —¢ < 00.

Asi, hemos obtenido una vecindad W € V), de medida finita. Notemos que esto
demuestra la segunda parte del enunciado, pues si F € A es totalmente acotado, se
puede cubrir con una cantidad finita de conjuntos de la forma zW (x € G), que tienen
medida finita.

>1
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Veamos que en efecto existe una vecindad V' € V), totalmente acotada. Como en la
demostracion del teorema@ inciso (d), podemos construir V € V,, tal que VV 1 C W.
Demostraremos que V es totalmente acotada. Por contradiccién, supongamos que
existe una vecindad U de e tal que V ¢ |J_, ;U para cualesquiera 1, ..., 2z, € G.
Como V,, es una base local para e, podemos suponer que U € V,,.

Por medio de la propiedad de U construyamos una sucesién de puntos en V.
Tomemos 1 = e € V. Como V & z1U, existe x5 € V con zo & x1U. De nuevo, como
V & 21U U xoU existe x3 € V con x3 € x1U U x22U. Siguiendo de esta manera, para
cadan € N, dado que V ¢ U?:l z;U, podemos tomar z, 11 € V con x, 11 & U?:l x;U.

Por el lema [10][(11)] existe F € A con 0 < u(F) < oo, FCV~ly FF1 CU.Si
n > m, entonces T, € TmU D 2, FF ™!, es decir, no existe z € F tal que =,z € 2, F,
por lo que z, FNz,, F = . Con lo anterior, hemos construido una familia de conjuntos
ajenos con medida finita y positiva {z,F |n € N}. Ademads, se tiene

e, F Ca,V ' CVVICW
para todo n € N, por lo que

p(W) > u( U an> = iu(an =

neN

et
=
|

lo cual contradice que p(W) < oo. Esta contradiccién viene de suponer que la vecindad
V no es totalmente acotada, por lo que debe serlo. (I

Hemos llegado, al fin, al esperado teorema de Haar inverso. A partir de una
medida de Weil pudimos construir una topologia que es densamente encajable en un
grupo localmente compacto. Por el teorema de Haar, este grupo localmente compacto
debe tener una medida de Haar izquierda. Lo que resulta fantastico es que esta
medida de Haar estd completamente determinada por la medida de Weil con la que
empezamos. Esto nos dice que no solo ocurre que las topologias localmente compactas
producen medidas de Radon invariantes, sino que adema&s las medidas invariantes
en cualquier grupo medible son, en esencia, medidas de Radon en una topologia
localmente compacta.

TEOREMA 13 (de Haar inverso de Weil). Consideremos un grupo medible (G, A) y
una medida de Weil u: A — [0,00]. Con la topologia de Weil inducida por pi, G es un
subgrupo denso de un grupo topoldgico localmente compacto G. Mds ain, si f € Co(G),
la restriccion f|a es medible en A y

/f ) dp(x /f ) dpi(z

donde fi: G — [0, 00| es la medida de Haar izquierda de G.

[Notemos que por el teorema de representaciéon de RMK (teorema [1)) ' la medida de
Haar i estd totalmente determinada por las integrales de las funciones f € Cg (G) Lo
que nos dice este teorema es que p determina completamente a fi.]

Demostracion. El lema nos garantiza que existe un grupo topoldgico localmente
compacto G del cual G' es un subgrupo denso. La siguiente afirmacion nos permite
conectar los conjuntos totalmente acotados de G con los conjuntos compactos de G.

Afirmacion: Si E C G estd contenido en un compacto de G, entonces E es
totalmente acotado en G.

En efecto, pensemos que £ C C - G con C compacto, y sea V' C G una vecindad
abierta de e. Denotemos por FCGa la cerradura de E' en G. Entonces Fes compacto,
pues es cerrado dentro del compacto C.Sea V C G una vecindad abierta de e tal l que
VNG=V.Si RS F €como yV es una vecindad abierta de y, existe x € EN yV L
y entonces y € zV. Por lo tanto, la familia de conjuntos 2V con z € E forman
una cubierta abierta del compacto F', y deben existir x1,2s,...,2, € E tales que
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es decir, F es totalmente acotado, demostrando la afirmacién.

Para demostrar el resto del teorema, requeriremos del siguiente hecho sobre las
funciones en Cy(G). Toda f € Co(G) es uniformemente continua por la izquierda
(derecha), es decir, para todo € > 0 existe una vecindad V de e tal que para cada
r,y € G,siz eyV (Vy), entonces |f(a:) — f(y)| < e. [10, 15.4, p. 185].

Tomemos f € Co(G) y veamos que flg: G — [0,00) es medible en A, es decir,
que para A € B([0,00)), se tiene (f|g) !(A) € A. Dado que B([0,)) es la o-dlgebra
generada por los intervalos de la forma [a, 00) con « > 0, basta demostrar que E € A,
donde E = (f|¢) ' ([a,00)) = {z € G| f(x) > a}. En efecto, para cada n € N
definamos E,, = {z € G| f(z) > a+1/n}. Como f es uniformemente continua por la
izquierda, existe una vecindad W C G de e que, sin pérdida de generalidad, esta en
V., C A, tal que si € yW, entonces |f(x) — f(y)’ < 1/n. Luego E, W C E, pues si
y € B, yxeyW, tenemos

F(@) = F) + F&) ~ f) > ot 4 @)~ f3) 2 0t~ [F(@) ~ fo)] > o

Ahora, recordemos las funciones en CO(CA; ) valen cero fuera de un conjunto compacto
de G. Como f € Co(G) y f(z) > a+1/n > 0 para todo = € E),, tenemos que E,, debe
estar contenido en un conjunto compacto de G y entonces la afirmacién garantiza que
E,, es totalmente acotado en G. Sean z1, o, ...,z € G tales que

E,CE,CEWCE,
donde E/, = |J!", ;W € A. Tenemos que

E= UEng UE;LQE.
neN neN
y entonces £ = J,, oy E;, € A. Asi, f|g es medible en A.
De nuevo, como f € Co(G), el conjunto S = {z € G| f(z) # 0} debe de
estar contenido en un conjunto compacto de G, y entonces, por la afirmacién, S es
totalmente acotado en G. Por el lema |12} u(S) < oo, y entonces

0</f ) dpu(x /f ) dpu(a /Mdu W(S)M < oo,

con M = max{f( ) | x E S}. En consecuencia, podemos definir I : Co(G) — [0, 00)
por I(f fG . Es sencillo verificar que I es una integral (i.e. es aditiva y

homogenea) Por el teoreAma de representacién de RMK (teorema [1)), existe una tunica
medida de Radon fi: B(G) — [0, o0] tal que

| 1@ aue) = [ 1w dite
para cada f € Co(@).

Resta verificar que 11 es una medida de Haar izquierda en G. Recordemos que por el
teorema de representacion de RMK (teorema, los valores de fi estan completamente
determinados por las integrales de las funciones en Co(G), y basta que veamos que

/fywdu /f ) du(z

paratodo J€ Gy f € Co(G )
Fijemos f € Co(G). Si y = y € G, definiendo L,: G — G por Ly(z) = yz y
considerando la medida imagen ,uL;l: A — [0,00] (c.f. [, 2.6.8, p. 76]), se obtiene
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pLy ' (A) = p(y~'A) = u(A) para cada A € A (por la invarianza izquierda de p), y
entonces

/fyxdu /fyafdu /(foL) /f ~1)(a)
/f ) du(e /f ) i@

Para §y € G, debemos hacer un poco més de trabajo. Tomemos € > 0 y veamos que

‘/fywdu /f ) i@

Como CATL es localmente compacto, existe una vecindad compacta C C G de e, y como
f € Co(@), existe un compacto S C G tal que f(Z) =0si Z ¢ S. El conjunto

N=7"'CS

es compacto (el producto de compactos es compacto [10, 4.4, p. 17]). Como i es una
medida de Radon, es localmente finita [ver teorema [I][(1)], y entonces i(N) < c0. Sea
§ > 0 tal que 0 fi(N ) < e. Como f es uniformemente continua por la derecha, existe
una vecindad V - G de e tal que

|f@)— f(@)] <8 si @eVD

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que v C C’ L. Como G es denso, existe
yeGN Vy y, entonces, para cada T € G tenemos yZ € Vy:c de donde obtenemos que
|f(@mz) — f(yT)| < 0. SO

Ademads, notemos que si T ¢ N entonces gz € C'S 2 S, por lo que f(yz) =0, y
también

yE¢yg 'CS2yy VS8, (pues e € yj 'V !, ya que y € V§)
por lo que f(yZ) = 0. Por lo tanto, |f(’y\f) — f(y’f)| = 0 para todo T & N y entonces

’/fymdu /f ) du(z /fya:du /fyxdp,

< /G 1£(@%) - F(u7)| (@)

- /N |£(57) — f(y7)| dA(E)
g/ﬁédﬁ(f):éﬁ(ﬁ)gs. O
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