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UNA GENERALIZACION DE LA TRANSFORMADA DE FOURIER
DISCRETA

KARLA ADRIANA ORTEGA GALLEGOS

RESUMEN. Siguiendo la referencia [2], presentamos una generalizacién de la trans-
formada de Fourier discreta al caso de dos subespacios de Hilbert de dimensiones
diferentes. Identificamos y demostramos sus correspondientes propiedades de con-
volucioén, traslacion, dilatacién e identidad de Parseval.

1. INTRODUCCION

La transformada de Fourier discreta (DFT, por su siglas del inglés) es una apli-
cacién lineal del espacio de Hilbert complejo CV en si mismo. Se puede considerar
como una aplicacion del espacio de funciones complejas cuadrado sumables definidas
sobre un grupo ciclico (o solo conmutativo) discreto. Es esta forma junto con sus
generalizaciones al caso no conmutativo, la base del andlisis de Fourier discreto.

Como su andloga de dimensién infinita o variable continua, la DFT tiene una gran
cantidad de aplicaciones en ingenierfa, fisica y matematicas. Por ejemplo, la GFT es
una herramienta fundamental en el procesamiento digital de senales, donde se aplica
para calcular el espectro de frecuencias de la senal y en el analisis de sistemas en el
dominio de frecuencias, vednse las referencias [6} [I].

Recientemente en [2] se utilizé una generalizacion de la DFT al caso de dos
subespacios de dimensiones diferentes para estudiar un modelo cudntico de transporte
de energia relacionado con el fenémeno de la fotosintesis. El propésito principal de
este trabajo es identificar las correspondientes férmulas de convolucién, traslacién y
dilatacion de esta generalizacién de la transformada de Fourier discreta e ilustrarlas
con algunos ejemplos, véase la seccién [3.3] Asi mismo, identificamos la correspondiente
propiedad de Parseval, teorema y para completar el trabajo estudiamos una
eigenfuncién de la DFT.

Asumiendo que el lector estd familiarizado con conceptos bésicos de Algebra Lineal,
en la seccién [ presentamos una breve introduccién a la transformada de Fourier
discreta, mostrando sus propiedades bésicas de convolucién, traslacién, dilatacién y
la identidad de Parseval. También estudiamos una eigenfuncién de la DFT definida
en términos del simbolo de Legendre, cuyo eigenvalor estd dado por una suma de
Gauss. En la seccién [3] introducimos la transformada de Fourier discreta generalizada
(GDFT), demostramos sus correspondientes propiedades bésicas y las ilustramos con
algunos ejemplos.

2. LA TRANSFORMADA DE FOURIER DISCRETA

Sea N > 1 un nimero natural y CV el espacio de Hilbert complejo de dimensién
N. Sea {e, : 0 <n < N — 1} la base ortonormal canénica de C.
La Transformada de Fourier Discreta (DFT) es una transformacién lineal de CV
en si mismo que se define mediante

1 N-1 o
(1) F-:ﬁ ZOCN len)(enl,

nn'=
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donde (v es cualquier raiz N-ésima primitiva de la unidad, por simplicidad tomaremos
-1 ’ . .
(N = €™~y |en){en| denota al operador de rango uno de CV en sf mismo definido
mediante |e,){e,|u = (en, u)e, .
N—1 .
Sea z € CV, podemos suponer que = = Ym0 Tnén- Notese que

N-1
<6n, €n7 Z x"/e = Z xn’<6naen/> = Tn.
n'=0

n’=0

Entonces la accién de F sobre un vector z € CV estd dada explicitamente por la
férmula

1 N-1 N-1 )
_\/N;()(;_:OCN $n>€n’a

lo cual implica que la coordenada n-ésima de Fx es

(Fa ZCka

Por esta razén también se puede definir la transformada de Fourier discreta mediante
su accién sobre vectores de CV de la siguiente manera:

N-1

1 - kn
(Fz)p, = — Z 2pe?™ N 0<n<N-—1.
VN =

Los vectores € CN también se pueden considerar como funciones de los enteros
médulo N, Zy, en C, ie., x : Zy — C. En este caso la n-ésima coordenada de x
corresponde con el valor de la funcién z en n, i.e., z, = z(n). Asi, la transformada de
Fourier discreta transforma cada funcién z : Zy — C en la funcién F(z) : Zy — C,
definida mediante la relacién

N—

—

:C(k)e%i%n, 0<n<N-1.
k=0

2.1. Propiedades basicas. El siguiente lema se refiere a la relacién de ortogona-
lidad de las raices n-ésimas de la unidad.

. 4 jnn’ . . .
LEMA 1. Los coeficientes (& = e*™"N" satisfacen la relacion

N-1
(2) ST =N, j=012,...
n=0

donde 0;5 denota la funcién delta de Kronecker.

(G—k)n __ .o
Demostracion. Claramente si j = k se tiene Zn o SN = N. Ahora si j # k,
entonces, como es una suma geométrica,

C G—k)m (7_k) -1 0
Z o (J k) -1 -
N

como se queria. O
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2.2. La identidad de Parseval. El operador conjugado de F' se define mediante
la relacion

_ 1 Nl ,
(3) F = ﬁng;o Cn™" lens){enl.

TEOREMA 2. (Identidad de Parseval)
La DFT es un operador unitario es decir,

FF*=F'F=1

donde F* es el operador adjunto de F', definido como el transpuesto del conjugado,
i.e,

y

L Nl
F* = = — —nn’ en){en].
75 3 G ke

Demostracion. Sean x,y € CV. Por definicién de producto escalar y el lematenemos
que

N-1
* 1 mm
ﬁ Z C"n lens) €n|\/> Z CN lem) (eml
n,n’=0 m,m’=
1 = (n'=m)
- Z B s e ) (em| = N Z Oc lew){eml

| N2 N—1
=N Z NoprmlenYem| = X:O|em)<em| =1.

m,n’=0

Y de manera andloga, F*F = I. U

COROLARIO 3. F' es una transformacion invertible con inversa F*.

2.3. Foérmulas de convolucidén, traslacion y dilatacién. Sean z y y funciones,
z,y : Zn — C, entonces se define:

i) La convolucién x x y de = con y como la funcién cuyo valor en k € Zy estd
dado por

1 N-—-1
(xxy) (k) =—= > z(D)y(k—

=0

N
Consecuentemente, x * y = ( l o Ya(y(k — l))ek

ii) El producto ay de  con y como la func10n cuyo valor en k € Zy es
(zy) (k) = z(k)y (k).

TEOREMA 4. La transformada de Fourier discreta satisface la propiedad de convo-
lucion

F(zxy) = F(z) F(y),

donde el producto en el lado derecho es el producto de funciones.
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Demostracion.
| Nl
Flxxy) = — Mlenp) ens | (x *
;| Nl (N—l | Nl )
= Y e el (Y (= 3 a@ylk - D)er
Nn,n’:O k=0 N =0
| N=1 Nl N-1
= 3 S (X eyl D)leadew i)
n,n’=0 k=0 =0
| Nl N-1
= crn ( x(l)y(n' — l))en
n,n’=0 =0
N-1 N—1

n=0 [=0 m=

0
Entonces, F(z * y)(n) = (F(z) F(y))(n) para cada n € Zy. Esto termina la demos-
tracién. 0

2.4. Una funcion propia de la DFT. Es bien conocido que la funcién gaussiana

z2 ., . . <z
\/%677 es una funcién propia de la transformada de Fourier usual. En esta seccién

discutiremos su andloga discreta hy (k).

DEFINICION 5. Para cualquier entero a, no divisible por un primo impar N, el
a

simbolo de Legendre (ﬁ) se define como
(g) 1 si b> = a modulo N, para algin b € Zy
N’ | =1 en otro caso.

PROPOSICION 6. (Criterio de Euler, ver [3]) Sean a € N y N un primo impar que
no es divisor de a, entonces
( a ) N—1
—)=az .
N

Demostraremos ahora algunos resultados concernientes a la transformada de Fourier
discreta del simbolo de Legendre como funcién de su numerador, al que llamaremos
funcién gaussiana discreta; cuya representacién grafica para IV = 11 se encuentra en
la figura 1. Iniciamos con una definiciéon.

DEFINICION 7. Sea N un primo impar, definase para cada k entero,

I () = <%) sz: N n? 'dz'vz'de ak
0 st N divide a k.

y el correspondiente vector hy con coordenadas hy (k), mediante hy = kN:_Ol hn(k)eg,
con {ey : 1 <k < N} la base candnica de CV.

LEMA 8. Para cualquier a,b € Z, si N no es divisor de a ni de b, entonces se

-
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F1cUurA 1. Simbolo de Legendre N=11

Demostracion. Por el criterio de Euler tenemos que

()= =050 = (%)

O

LEMA 9. Para N primo impar y N, k primos relativos en modulo N se cumple que

(v)= (%)

N/ \N/’

Demostracion. Como k no es divisible por N, entonces k tiene inverso en Zy, i.e.,
existe k~! € Zy y kk~! = 1. Ahora si b> = k méd N tenemos que

= () =) =15 = ()

Si k no es residuo cuadratico y no es divisible por N, tenemos que (%) = -1y

N R CCORRICS!

consecuentemente

Por lo tanto,

Esto demuestra el lema. O

LEMA 10.
(4) F(hy)(=k) = hy(k)F(hn)(=1).

Demostracion. Tenemos que

F(hy) = — N len)en| D hn(De
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lo cual implica que F(hy)(n) = \ﬁ Z 7' b (n') para cada n € Z. Entonces si
N no divide a k, por el lema@

F(hy)(—Fk \F ;O R hv(n \F ;O v (—) con b= kn,
bk~ N T
- Z () - (%) 7w = &' (%)
= hN(k) (hN)(— )s
pues N no divide a n’ ni a kn’ si 0 <n’ < N — 1. Ahora, si N divide a k

;| Nl
(hn)(=k) = —= > ("™ hn(n)
N n’=0
;| Nl
- = CPhn (k) =0
b=0
pues N divide a cada b = kn’. Esto completa la demostracién. (I

TEOREMA 11. La funcion hy es una funcion propia de la transformada de Fourier
discreta, de hecho,

() F(hy) =g 'hy,
donde g es la suma de Gauss g = F(hy)(-1) = Ziv:_ll (£)C%, que satisface

N—1

g =(-1)"7,ie,

. N-—1
+1 s =5= es par

g =
+i st % es 1mpar.

Demostracion. Tomando transformada de Fourier discreta en y usando la férmula
de inversion se obtiene que

(6) hn(k)=F(F(hn))(=k) = F(hn)(-=1)F(hn)(k) = gF (hy)(k), V¥ k.
Ahora, evaluando @ en k = —1 se obtiene que hx(—1) = g2. Recordando que

la dltima identidad es por el Criterio de Euler, se concluye que g% = (—1)NT y termina
la demostracién. O

Con un poco de mas trabajo usando estas y otras propiedades de la gaussiana
discreta hy, se puede demostrar la bien conocida ley de reciprocidad cuadratica. Pero
esto queda fuera de los objetivos de este trabajo. El lector interesado puede consultar
la referencia [7].

3. UNA GENERALIZACION DE LA TRANSFORMADA DE FOURIER DISCRETA.

Sean Ey, Ej; subespacios mutuamente ortogonales del espacio de Hilbert CN+M
con dimensiones dimFEy; = M < N = dimEy. Sean {e,, : 0 < n < N -1}y
{fm : 0 <m < M — 1} bases ortonormales de Ex y Ej, respectivamente.

Una proyeccién ortogonal es una transformacion lineal P que es autoadjunta, i.e.,
(x, Py) = (Px,y) que satisface la identidad P? = P.

Sea P una proyeccién ortogonal y sea £ = RanP = {Pz : z € CN*M} su rango.
E es un subespacio de CN*tM pues 0 = PO € E'y Px + aPy = P(x + ay) € E. El
complemento ortogonal de un subespacio E es el subespacio E+ definido mediante

Et :={zreCV™ . (z,4)=0, VyecE}.
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(CN—HVI

Si P es una proyeccién ortogonal y £ = RanP, para cada x € , se tiene

Pz € Eyx— Px € E*, pues para cada y € E tenemos que

(7) (m—P$7y>=<x,y>—<m,Py>=0

En particular los vectores Px y x — Px son mutuamente ortogonales y se tiene la
descomposicién ortogonal z = Pz + (z — Px), i.e., podemos escribir I = P+ (I — P).
De ahora en adelante, si P es una proyecciéon ortogonal y £ = RanP es su rango,
la denotaremos mediante el simbolo Pg. Asi por ejemplo, Py y Py, denotaran las
proyecciones ortogonales de CNTM sobre los subespacios Ex v Ejy, respectivamente,
como CN*M = En + Ey v Exy L Ey, tenemos que Eyy =1 — Exny = Epne.

3.1. Definicion y propiedades basicas. La transformada de Fourier discreta
generalizada (GDFT) se define como la transformacion lineal Zy s @ Eny — Eup
dada por

M—-1N-1

1
(8) Znm = N Z Z X" fm){enl

m=0 n=0

.z . 247
donde, como en la seccién anterior, {(y = e~ .

. N—-1
Consecuentemente, si x € Ey, x = ano Tpen, entonces

1 M—-1N-1 N—-1
ZN.MT :7]\7 Z CN" | fm) (enl Z L/ Cn!
m=0 n=0 n’=0
(9) 1 M—-1 N-1 1 M—-1N-1
= ijgnxn'ann/fm = CR} xnfm
N m=0 n,n’=0 N m=0 n=0
Esto significa que
1 N-1
Zn mx)(m) = — N,
(Zn.ar) (m) Wi ; "

La GDFT Zy ar se puede extender a una transformacién lineal de CN+M en sf mismo
definiéndola como cero en E]%, = FE)js. Abusando de la notacién pero sin causar
confusién, denotaremos con el mismo simbolo a esta extensién de Zy .

Recordemos que la adjunta T* de una transformacién lineal T de CN+M en sf
mismo, estd caracterizada por la relacion

(x,Ty) = (T*z,y), ¥V z,y € CNTM

PROPOSICION 12. La GDFT Zn  es lineal y cumple con las siguientes condiciones
(i) Znn =Fn
. N1 ~M—1 o—mn’

(11) ZJz\/',M =0 Y Z;/?,M = O’ donde ZK/,MI - \/% Zn’:é m=01 CNmn LmEn’

(i) PuZnym=2Znm Y ZnuPn=Znu.

Demostracion. Inmediatamente de la definicién de Zy s se obtiene (i) tomando
N =M.
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Notese que
N— M | M-iN-1
(, Znmy) =<Z Tnln + Z Tt o' = ey |
m’=0 m=0 n’=0
| NolMoiN-d
= an Tnyn/ <€n7 fm>
5XYY
n’=0 m=0 n=0
| M-o1M-1N-
+= Z R T Y (o fon)
VN
m=0 m’=0n’=0
1 M—-1N-1 M—1N-1
I~ N T = 'z (enr,
\/N = i CN mYn \/» mz:() TLZ:O CN m\En’/ y>
| N-1M—
v G Ty y) = (Zig agsy),
VN :
n’=0 m=0
Podemos concluir que Zx NoME = E ZM 01 (™, en. Ahora, tenemos para cada
x € CNtM

—1M-1
NMfU— Z Z CN""Tm 2N pren =0,
n=0 m=0
pues ker Z, , = En
De manera similar se demuestra que Z3, 5, = 0. Eso demuestra (ii).
Finalmente,

| M-1N-1
PyZnyx = Vivi E CN"TnPr fn
m=0 n=0

M—1N-1
5 N Znfm = ZN M.

De manera similar se demuestra la segunda identidad en (ii7). Esto concluye la
demostracion.

O
3.2. El Teorema de Parseval. Denotaremos mediante |Zy, as| al operador
ZNMZN M-
ProprosiciON 13. (i) ZNnmZy = Pu la proyeccion ortogonal de CN+M

sobre Ey.
(i) |Zn,m| es una proyeccion ortogonal y |Zn am| < Pn con igualdad si y sdlo si
N =M, ie., |Zn | es una subproyeccion de Py .

Demostracion.
1 N—-1M-1 N—1 M-1
ZN,MZ?V,M Z CN" [ fm) (enl Z Z CNmn |ens) (frm|
n:O =0 0m’=0
1 N-1 M—-1
:N Z Z Cmn mn! §nn’|fm><fm |
n,n’=0m,m’=0
1 N—-1 M-1 ,) 1 M—-1
N Z CN | fa) | = N Z N, m/
n=0 m,m’'=0 m,m’=0
M-1
= ‘fm><fm| =Py
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Esto demuestra el inciso (7).
Ahora, |ZN,M|* = (ZRI,MZN,M)* = Z}kv,MZNJ\/] = |Z1\/,]\4|7 entonces |ZN,M‘ es
autoadjunto. Por otra parte,

1Zno|? =(Z3 mZNm)? = ZN 2N Zn 2N
:Z?V,MPMZN,M = Z1*\/7MZN,M = |ZN,M|-

Entonces |Zn, a| es una proyeccién ortogonal. Pero Py — |Zn a| es autoadjunto y del
punto (#i¢) de la proposicién

(Px = 1Znm)* =(Py — Zy v Znu)?
=Py + (ZymZnm)? = Py Zy v Znv — 2 2w, P
=Pn+Zy 2Ny — (ZNuPN) ZN v — Zn v 2N
=Pn —Zy mZNy = Py — |Znu| > 0.
Entonces |Zn pr| es una subproyeccién de Py. Esto concluye la demostracién. O
Demostraremos un resultado que generaliza al teorema de Parseval, teorema[2} Para

esto necesitamos definir una base ortonormal distinguida, llamada base ortonormal de
vectores de maximo entrelazamiento y demostrar un lema.

DEFINICION 14. Los wvectores de mdzimo entrelazamiento o, € En se obtienen
como la transformada inversa de Fourier de los vectores bdsicos, i.e.,

@n:Fj\}en: ZCNnn En’.
n’ 0
LEMA 15. (i) El conjunto de vectores de mdzimo entrelazamiento es una base

ortonormal de Ep .
(ii) ker|Zn a| =ker Zy p = Span{p, : M <n < N —1}

Demostracion. Como la transformada de Fourier es un operador unitario, el inciso (%)
se sigue inmediatamente de esta propiedad.
Ahora, mediante cdlculos directos se obtiene que

M—-1N-1

Iy Fy =—— Z > SR fm) en| Z cN”" e ) ew]

mOnO

1 M=l N-l o M-1 N-— .,
10) =% 3 3 @ G el = > Z T ) (e
m=0 n,n’ " —0 m=0 n,n’=0
M-1N-1 M-1
= Z Z Sm,nt | fm)(ent| = Z | frm)(eml.
m=0 n’=0 m=0
Consecuentemente,

ZInmpn = ZnmFren

(11) _MZ’:l'f Vemlen = Fu s 0<sn<M 1
- m/\émln =1 "0 & M<n<N-1.

m=0

Esto demuestra la segunda identidad del inciso (ii). Por otra parte, la desigualdad
ker Zn am C ker | Zn a] es inmediata y por el inciso (i4) de la proposicién junto con
el inciso (4ii) de la proposicién [12] si u € ker |Zn,a| entonces

0= ZN,MZ;LMZN,MU = PMZN7MU = ZN,Mu-

Esto completa la demostracién del lema. O
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TEOREMA 16. (Parseval generalizado)
Los operadores Zn nr y Z3 pp SON 1somorfismos isométricos que preservan el producto
interno entre los subespacios Ran|Zn | C En y E.

Demostracion. De la ecuacién se obtiene que Zy pop = frnsi0 <n < M —1.
Multiplicando en ambos lados por Z}; ), se obtiene que

Zymfn = ZN mZNypn = |ZNmlon = Ons

pues |Zn | es una proyeccién. Esto demuestra que la base ortonormal de Ej; es
enviada por Z3; ,, en una base ortonormal de

Ran|Zy p| = Span{p, : 0 <n < M — 1},

i.e., Zy 5y es una isometria que preserva el producto interno entre estos subespacios.
O

Salvo isomorfismo, el teorema anterior se reduce al teorema de Parseval cuando
N=M.
Denotemos por |Zy |t al operador Py — | Zn |-

PROPOSICION 17. La transformada de Fourier generalizada cumple con

M-1
Znoal =Y le) (sl
b=0
N—-1
1Zn =D len) ().
n=M

Demostracion. De la identidad se obtiene Zn arpn = fn v aplicando el adjunto
en ambos lados se ve que Z}‘{,) mfn = @n, consecuentemente |Zy arlpn = ¢n para
n=1,---M — 1. Por el lema[I5] tenemos que

M-1
1Zn |t =) lpon) (on]
b=k
k-1
1Zn| = Py — 1 Znael™ =D lesn) (on].
b=0

3.3. Fo6rmulas de convolucién, traslaciéon y dilatacién.
TEOREMA 18. La GDFT satisface la propiedad de convolucion

ZInm(rxy) = Znm(z) Znm(y)-
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Demostracion.
M—-1N-1 N—1 N—1
Zn(z *y) = %ﬁ " hmdeal (3 (<= 3wyl = D)ex )
m=0 n=0 k=0 =0
| MoIN-1N-1 N-1
-~ & (S ek~ )dui
m=0 n=0 k=0 =0
M—-1N-1 N—1
1 mn
=N Z N ( :z:(l)y(n*l))fm
m=0 n=0 =0
1 —1N—-1N-1 w4
== N ey fm
\/ﬁ m=0 n'=0 [=0
| M—IN-1 N—1
=5 CRle(l) D ™y fm
m=0 [=0 n’=0
M—1

= Znm(x)(m)Zn v (y)(m) frn-

3

0
Entonces, Zy a(z *y)(m) = (Znm () Zn,m(y)) (m) para cada 0 <m < M — 1.
Esto termina la demostracion. O

DEFINICION 19. Para cada x € CN definimos su trasladado por a € Zy mediante
To(x)(k) =ax(k—a), k€ly
y su dilatacion por a € Zy mediante
D, (z)(k) = x(ak), k € Zn.
PROPOSICION 20. Para cada a € Zy, la GDFT satisface las siguientes férmulas:

(i) (Traslacion)

27rzan

It (Tal)(m)) = e
(ii) (Dilatacion)

ZN,m(x)(m).

ZN.m(Da(x))(m) = Do (Zn,mz)(m).

Demostracion.
N-1 N—
2i 24
ZN MT — 6 ZWM’VL Z ’LW’VTLTI
n=0 n=0
Nl irmnl4a)
iTtm(n a 2z7ra7n
= e N xy=e Zn () (m).
n’=0
N1 Nl
rmTmn 1Ta mn
Zn v (Dg(x))(m) = Z e N Ty = Z e N Iy
n=0 n’=0
:Da—l (ZN,MJ?) (m)

3.4. Ejemplos.
EJEMPLO 21. Si para cada a € Zy se define a: En — C tal que
2mwiak ak

a.=e¢ N =(N, k:Oala"'v(Nf]-)v

entonces se cumple que ZN M ) V fa
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Demostracion.
N—-1M-— 1 N—-1M-1
ZN,Ma == nm‘fm en|a* = Cnm|fm €n, @ >
1 N—-1M-1 1 N-— —1 ( |
— Cnmc fm _ Z CNm-‘ra nfm
\/N n=0 m=0 N n=0 m=0
1 N—-1
=T = Nom,—afm = \/N —a-
\/N s f fN

=0

3

EJEMPLO 22. Para a € Zy, se cumple que Zn p(eq) = f Zm 0 CN“fm,

Demostracion.
1 N—1 M-
ZNM ea —T Z Z nm|fm en‘ea
(12) n=0 m=0
1 N—-1M-1 1 M-1
= = Cnm, amfm = = Cmafm-
\/N n=0 m=0 N \/N mZ:O N

EJEMPLO 23. Siz = %(el +e_1): Eny — C, se cumple que

1 27l

ZN7M(I)(Z) = WCOSW7 0 S l S M — 1.

Demostracion. Para cada 0 <1 < M — 1 tenemos por ([12)) que,

Zon () ) =5 7= (Ch o+ G5)

:ﬁ<e §

EJEMPLO 24. Siz = %(el +e_1+eg): Eny— C, se cumple que
2ml
Z z)(l 1+2cos—), 0<I<M—1.
@)D = = )
Demostracion. Si0 <1< M — 1, entonces ((12)) implica que,

Znm(z)(l) = 3\F(CN+<N +¢8")

2il —2mil 1 27l
+e v 4+1)=—=(142cos(—)).
(¥ ) = 5=t ()

sf

EJEMPLO 25. Sixz = %(61 +eo): En — C, se cumple que

(F +1), 0<I<M -1

1
Z z)(l) =
N,M( )() 2\/N
Demostracion. Usando (12]) para cada 0 <1 < M — 1 obtenemos que,

1 ()
Zn (@) (1) =—— (¢l +
~m () (1) 5 ﬁN(C )
274 (0)1 1 2mil
i)ty

1 2mil 2mil
:2m(e +e )72\/]?(6 +1).
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