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UNA GENERALIZACIÓN DE LA TRANSFORMADA DE FOURIER

DISCRETA

KARLA ADRIANA ORTEGA GALLEGOS

Resumen. Siguiendo la referencia [2], presentamos una generalización de la trans-
formada de Fourier discreta al caso de dos subespacios de Hilbert de dimensiones

diferentes. Identificamos y demostramos sus correspondientes propiedades de con-

volución, traslación, dilatación e identidad de Parseval.

1. Introducción

La transformada de Fourier discreta (DFT, por su siglas del inglés) es una apli-
cación lineal del espacio de Hilbert complejo CN en śı mismo. Se puede considerar
como una aplicación del espacio de funciones complejas cuadrado sumables definidas
sobre un grupo ćıclico (o solo conmutativo) discreto. Es esta forma junto con sus
generalizaciones al caso no conmutativo, la base del análisis de Fourier discreto.

Como su análoga de dimensión infinita o variable continua, la DFT tiene una gran
cantidad de aplicaciones en ingenieŕıa, f́ısica y matemáticas. Por ejemplo, la GFT es
una herramienta fundamental en el procesamiento digital de señales, donde se aplica
para calcular el espectro de frecuencias de la señal y en el análisis de sistemas en el
dominio de frecuencias, veánse las referencias [6, 1].

Recientemente en [2] se utilizó una generalización de la DFT al caso de dos
subespacios de dimensiones diferentes para estudiar un modelo cuántico de transporte
de enerǵıa relacionado con el fenómeno de la fotośıntesis. El propósito principal de
este trabajo es identificar las correspondientes fórmulas de convolución, traslación y
dilatación de esta generalización de la transformada de Fourier discreta e ilustrarlas
con algunos ejemplos, véase la sección 3.3. Aśı mismo, identificamos la correspondiente
propiedad de Parseval, teorema 16, y para completar el trabajo estudiamos una
eigenfunción de la DFT.

Asumiendo que el lector está familiarizado con conceptos básicos de Álgebra Lineal,
en la sección 2 presentamos una breve introducción a la transformada de Fourier
discreta, mostrando sus propiedades básicas de convolución, traslación, dilatación y
la identidad de Parseval. También estudiamos una eigenfunción de la DFT definida
en términos del śımbolo de Legendre, cuyo eigenvalor está dado por una suma de
Gauss. En la sección 3 introducimos la transformada de Fourier discreta generalizada
(GDFT), demostramos sus correspondientes propiedades básicas y las ilustramos con
algunos ejemplos.

2. La transformada de Fourier discreta

Sea N ≥ 1 un número natural y CN el espacio de Hilbert complejo de dimensión
N . Sea {en : 0 ≤ n ≤ N − 1} la base ortonormal canónica de CN .
La Transformada de Fourier Discreta (DFT) es una transformación lineal de CN
en śı mismo que se define mediante

F :=
1√
N

N−1∑
n,n′=0

ζnn
′

N |en′〉〈en|,(1)
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donde ζN es cualquier ráız N -ésima primitiva de la unidad, por simplicidad tomaremos
ζN = e2πi 1

N , y |en′〉〈en| denota al operador de rango uno de CN en śı mismo definido
mediante |en′〉〈en|u = 〈en, u〉en′ .

Sea x ∈ CN , podemos suponer que x =
∑N−1
n=0 xnen. Nótese que

〈en, x〉 = 〈en,
N−1∑
n′=0

xn′e
′
n〉 =

N−1∑
n′=0

xn′〈en, en′〉 = xn.

Entonces la acción de F sobre un vector x ∈ CN está dada expĺıcitamente por la
fórmula

Fx =
1√
N

N−1∑
n,n′=0

ζnn
′

N |en′〉〈en|x =
1√
N

N−1∑
n,n′=0

ζnn
′

N xnen′

=
1√
N

N−1∑
n′=0

(N−1∑
n=0

ζnn
′

N xn

)
en′ ,

lo cual implica que la coordenada n-ésima de Fx es

(Fx)n =
1√
N

N−1∑
k=0

ζknN xk.

Por esta razón también se puede definir la transformada de Fourier discreta mediante
su acción sobre vectores de CN de la siguiente manera:

(Fx)n =
1√
N

N−1∑
k=0

xke
2πi knN , 0 ≤ n ≤ N − 1.

Los vectores x ∈ CN también se pueden considerar como funciones de los enteros
módulo N , ZN , en C, i.e., x : ZN 7→ C. En este caso la n-ésima coordenada de x
corresponde con el valor de la función x en n, i.e., xn = x(n). Aśı, la transformada de
Fourier discreta transforma cada función x : ZN 7→ C en la función F (x) : ZN 7→ C,
definida mediante la relación

F (x)(n) =

N−1∑
k=0

x(k)e2πi knN , 0 ≤ n ≤ N − 1.

2.1. Propiedades básicas. El siguiente lema se refiere a la relación de ortogona-
lidad de las ráıces n-ésimas de la unidad.

Lema 1. Los coeficientes ζnn
′

N = e2πinn
′

N satisfacen la relación

N−1∑
n=0

ζ
(j−k)n
N = Nδj k , j = 0, 1, 2, . . .(2)

donde δij denota la función delta de Kronecker.

Demostración. Claramente, si j = k se tiene
∑N−1
n=0 ζ

(j−k)n
N = N . Ahora si j 6= k,

entonces, como (2) es una suma geométrica,

N−1∑
n=0

ζ
(j−k)n
N =

ζ
N(j−k)
N − 1

ζ
(j−k)
N − 1

= 0

como se queŕıa. �
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2.2. La identidad de Parseval. El operador conjugado de F se define mediante
la relación

F :=
1√
N

N−1∑
n,n′=0

ζ−nn
′

N |en′〉〈en|.(3)

Teorema 2. (Identidad de Parseval)
La DFT es un operador unitario es decir,

FF ∗ = F ∗F = I

donde F ∗ es el operador adjunto de F , definido como el transpuesto del conjugado,
i.e,

F ∗ = F
ᵀ

=
1√
N

N−1∑
n,n′=0

ζ−nn
′

N |en〉〈en′ |.

Demostración. Sean x, y ∈ CN . Por definición de producto escalar y el lema 1 tenemos
que

FF ∗ =
1√
N

N−1∑
n,n′=0

ζnn
′

N |en′〉〈en|
1√
N

N−1∑
m,m′=0

ζ−mm
′

N |em′〉〈em|

=
1

N

N−1∑
n,m,n′,m′=0

ζnn
′−mm′

N δnm′ |en′〉〈em| =
1

N

N−1∑
n,m,n′=0

ζ
n(n′−m)
N |en′〉〈em|

=
1

N

N−1∑
m,n′=0

Nδn′m|en′〉〈em| =
N−1∑
m=0

|em〉〈em| = I.

Y de manera análoga, F ∗F = I. �

Corolario 3. F es una transformación invertible con inversa F ∗.

2.3. Fórmulas de convolución, traslación y dilatación. Sean x y y funciones,
x, y : ZN 7→ C, entonces se define:

i) La convolución x ∗ y de x con y como la función cuyo valor en k ∈ ZN está
dado por

(x ∗ y) (k) =
1√
N

N−1∑
l=0

x(l)y(k − l).

Consecuentemente, x ∗ y =
∑N−1
k=0

(
1√
N

∑N−1
l=0 x(l)y(k − l)

)
ek.

ii) El producto xy de x con y como la función cuyo valor en k ∈ ZN es

(xy) (k) = x(k)y(k).

Teorema 4. La transformada de Fourier discreta satisface la propiedad de convo-
lución

F (x ∗ y) = F (x)F (y),

donde el producto en el lado derecho es el producto de funciones.
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Demostración.

F (x ∗ y) =
1√
N

N−1∑
n,n′=0

ζnn
′

N |en〉〈en′ |(x ∗ y)

=
1√
N

N−1∑
n,n′=0

ζnn
′

N |en〉〈en′ |
(N−1∑
k=0

( 1√
N

N−1∑
l=0

x(l)y(k − l)
)
ek

)

=
1

N

N−1∑
n,n′=0

N−1∑
k=0

ζnn
′

N

(N−1∑
l=0

x(l)y(k − l)
)
|en〉〈en′ , ek〉

=
1

N

N−1∑
n,n′=0

ζnn
′

N

(N−1∑
l=0

x(l)y(n′ − l)
)
en

=
1√
N

N−1∑
n,m=0

N−1∑
l=0

ζ
n(m+l)
N x(l)y(m)en

=
1

N

N−1∑
n=0

N−1∑
l=0

ζnlN x(l)

N−1∑
m=0

ζnmN y(m)en =

N−1∑
n=0

F (x)(n)F (y)(n)en.

Entonces, F (x ∗ y)(n) =
(
F (x)F (y)

)
(n) para cada n ∈ ZN . Esto termina la demos-

tración. �

2.4. Una función propia de la DFT. Es bien conocido que la función gaussiana
1√
2π
e−

x2

2 es una función propia de la transformada de Fourier usual. En esta sección

discutiremos su análoga discreta hN (k).

Definición 5. Para cualquier entero a, no divisible por un primo impar N , el
śımbolo de Legendre

(
a
N

)
se define como( a

N

)
=

{
1 si b2 = a modulo N , para algún b ∈ ZN
−1 en otro caso.

Proposición 6. (Criterio de Euler, ver [3]) Sean a ∈ N y N un primo impar que
no es divisor de a, entonces ( a

N

)
= a

N−1
2 .

Demostraremos ahora algunos resultados concernientes a la transformada de Fourier
discreta del śımbolo de Legendre como función de su numerador, al que llamaremos
función gaussiana discreta; cuya representación gráfica para N = 11 se encuentra en
la figura 1. Iniciamos con una definición.

Definición 7. Sea N un primo impar, def́ınase para cada k entero,

hN (k) =

{ (
k
N

)
si N no divide a k

0 si N divide a k.

y el correspondiente vector hN con coordenadas hN (k), mediante hN =
∑N−1
k=0 hN (k)ek,

con {ek : 1 ≤ k ≤ N} la base canónica de CN .

Lema 8. Para cualquier a, b ∈ Z, si N no es divisor de a ni de b, entonces se
cumple que (ab

N

)
=
( a
N

)( b
N

)
.
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Figura 1. Śımbolo de Legendre N=11

Demostración. Por el criterio de Euler tenemos que(ab
N

)
= (ab)

N−1
2 = (a)

N−1
2 (b)

N−1
2 =

( a
N

)( b
N

)
.

�

Lema 9. Para N primo impar y N, k primos relativos en modulo N se cumple que( k
N

)
=
(k−1

N

)
,

Demostración. Como k no es divisible por N , entonces k tiene inverso en ZN , i.e.,
existe k−1 ∈ ZN y k k−1 = 1. Ahora si b2 = k mód N tenemos que

1 =
(kk−1

N

)
=
( k
N

)(k−1

N

)
= 1
(k−1

N

)
=
(k−1

N

)
.

Si k no es residuo cuadrático y no es divisible por N , tenemos que
(
k
N

)
= −1 y

consecuentemente

1 =
(kk−1

N

)
=
( k
N

)(k−1

N

)
= −1

(k−1

N

)
.

Por lo tanto, (k−1

N

)
= −1.

Esto demuestra el lema. �

Lema 10.

(4) F (hN )(−k) = hN (k)F (hN )(−1).

Demostración. Tenemos que

F (hN ) =
1√
N

N−1∑
n,n′=0

ζnn
′

N |en〉〈en′ |
N−1∑
l=0

hN (l)el

=
1√
N

N−1∑
n,n′,l=0

ζnn
′

N hN (l)〈en′ , el〉en =
1√
N

N−1∑
n,n′=0

ζnn
′

N hN (n′)en,
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lo cual implica que F (hN )(n) = 1√
N

∑N−1
n′=0 ζ

nn′

N hN (n′) para cada n ∈ Z. Entonces si

N no divide a k, por el lema 9

F (hN )(−k) =
1√
N

N−1∑
n′=0

ζ−kn
′

N hN (n′) =
1√
N

N−1∑
n′=0

ζ−kn
′

N

(n′
N

)
, con b = kn′,

=
1√
N

N−1∑
b=0

ζ−bN

(bk−1

N

)
=
(k−1

N

) 1√
N

N−1∑
b=0

ζ−bN

( b
N

)
= hN (k)F (hN )(−1),

pues N no divide a n′ ni a kn′ si 0 ≤ n′ ≤ N − 1. Ahora, si N divide a k

F (hN )(−k) =
1√
N

N−1∑
n′=0

ζ−kn
′

N hN (n′)

=
1√
N

N−1∑
b=0

ζ−bN hN (k−1b) = 0,

pues N divide a cada b = kn′. Esto completa la demostración. �

Teorema 11. La función hN es una función propia de la transformada de Fourier
discreta, de hecho,

F (hN ) = g−1hN ,(5)

donde g es la suma de Gauss g = F (hN )(−1) =
∑N−1
a=1

(
a
N

)
ζaN , que satisface

g2 = (−1)
N−1

2 , i.e.,

g =

 ±1 si N−1
2 es par

±i si N−1
2 es impar.

Demostración. Tomando transformada de Fourier discreta en (4) y usando la fórmula
de inversión se obtiene que

hN (k) = F
(
F (hN )

)
(−k) = F (hN )(−1)F (hN )(k) = gF (hN )(k), ∀ k.(6)

Ahora, evaluando (6) en k = −1 se obtiene que hN (−1) = g2. Recordando que

hN (−1) =
(−1

N

)
= (−1)

N−1
2 ,

la última identidad es por el Criterio de Euler, se concluye que g2 = (−1)
N−1

2 y termina
la demostración. �

Con un poco de más trabajo usando estas y otras propiedades de la gaussiana
discreta hN , se puede demostrar la bien conocida ley de reciprocidad cuadrática. Pero
esto queda fuera de los objetivos de este trabajo. El lector interesado puede consultar
la referencia [7].

3. Una generalización de la transformada de Fourier discreta.

Sean EN , EM subespacios mutuamente ortogonales del espacio de Hilbert CN+M ,
con dimensiones dimEM = M ≤ N = dimEN . Sean {en : 0 ≤ n ≤ N − 1} y
{fm : 0 ≤ m ≤M − 1} bases ortonormales de EN y EM , respectivamente.

Una proyección ortogonal es una transformación lineal P que es autoadjunta, i.e.,
〈x, Py〉 = 〈Px, y〉 que satisface la identidad P 2 = P .

Sea P una proyección ortogonal y sea E = RanP = {Px : x ∈ CN+M} su rango.
E es un subespacio de CN+M , pues 0 = P0 ∈ E y Px + αPy = P (x + αy) ∈ E. El
complemento ortogonal de un subespacio E es el subespacio E⊥ definido mediante

E⊥ := {x ∈ CN+M : 〈x, y〉 = 0, ∀ y ∈ E}.
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Si P es una proyección ortogonal y E = RanP , para cada x ∈ CN+M , se tiene
Px ∈ E y x− Px ∈ E⊥, pues para cada y ∈ E tenemos que

〈x− Px, y〉 = 〈x, y〉 − 〈x, Py〉 = 0(7)

En particular los vectores Px y x − Px son mutuamente ortogonales y se tiene la
descomposición ortogonal x = Px+ (x− Px), i.e., podemos escribir I = P + (I − P ).
De ahora en adelante, si P es una proyección ortogonal y E = RanP es su rango,
la denotaremos mediante el śımbolo PE . Aśı por ejemplo, PN y PM , denotarán las
proyecciones ortogonales de CN+M sobre los subespacios EN y EM , respectivamente,
como CN+M = EN + EM y EN ⊥ EM , tenemos que EM = I − EN = EN⊥ .

3.1. Definición y propiedades básicas. La transformada de Fourier discreta
generalizada (GDFT) se define como la transformación lineal ZN,M : EN → EM
dada por

(8) ZN,M =
1√
N

M−1∑
m=0

N−1∑
n=0

ζmnN |fm〉〈en|

donde, como en la sección anterior, ζN = e
2iπ
N .

Consecuentemente, si x ∈ EN , x =
∑N−1
n=0 xnen, entonces

ZN,Mx =
1√
N

M−1∑
m=0

N−1∑
n=0

ζmnN |fm〉〈en|
N−1∑
n′=0

xn′en′

=
1√
N

M−1∑
m=0

N−1∑
n,n′=0

ζmnN xn′δnn′fm =
1√
N

M−1∑
m=0

N−1∑
n=0

ζmnN xnfm.

(9)

Esto significa que

(
ZN,Mx

)
(m) =

1√
N

N−1∑
n=0

ζmnN xn

La GDFT ZN,M se puede extender a una transformación lineal de CN+M en śı mismo
definiéndola como cero en E⊥N = EM . Abusando de la notación pero sin causar
confusión, denotaremos con el mismo śımbolo a esta extensión de ZN,M .

Recordemos que la adjunta T ∗ de una transformación lineal T de CN+M en śı
mismo, está caracterizada por la relación

〈x, Ty〉 = 〈T ∗x, y〉, ∀ x, y ∈ CN+M

Proposición 12. La GDFT ZN,M es lineal y cumple con las siguientes condiciones

(i) ZN,N = FN
(ii) Z2

N,M = 0 y Z∗2N,M = 0, donde Z∗N,Mx = 1√
N

∑N−1
n′=0

∑M−1
m=0 ζ

−mn′
N xmen′

(iii) PMZN,M = ZN,M y ZN,MPN = ZN,M .

Demostración. Inmediatamente de la definición de ZN,M se obtiene (i) tomando
N = M .
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Nótese que

〈x, ZN,M y〉 =〈
N−1∑
n=0

xnen +

M−1∑
m′=0

xm′fm′ ,
1√
N

M−1∑
m=0

N−1∑
n′=0

ζmn
′

N yn′fm〉

=
1√
N

N−1∑
n′=0

M−1∑
m=0

N−1∑
n=0

ζmn
′

N xnyn′〈en, fm〉

+
1√
N

M−1∑
m=0

M−1∑
m′=0

N−1∑
n′=0

ζmn
′

N xm′yn′〈fm′ , fm〉

=
1√
N

M−1∑
m=0

N−1∑
n′=0

ζmn
′

N xmyn′ =
1√
N

M−1∑
m=0

N−1∑
n′=0

ζmn
′

N xm〈en′ , y〉

=
1√
N
〈
N−1∑
n′=0

M−1∑
m=0

ζ−mn
′

N xmen′ , y〉 = 〈Z∗N,Mx, y〉.

Podemos concluir que Z∗N,Mx =
∑N−1
n=0

∑M−1
m=0 ζ

−mn
N xmen. Ahora, tenemos para cada

x ∈ CN+M

Z∗2N,Mx =

N−1∑
n=0

M−1∑
m=0

ζ−mnN xmZ
∗
N,Men = 0,

pues kerZ∗N,M = EN
De manera similar se demuestra que Z2

N,M = 0. Eso demuestra (ii).
Finalmente,

PMZN,Mx =
1√
N

M−1∑
m=0

N−1∑
n=0

ζmnN xnPMfm

=
1√
N

M−1∑
m=0

N−1∑
n=0

ζmnN xnfm = ZN,Mx.

De manera similar se demuestra la segunda identidad en (iii). Esto concluye la
demostración.

�

3.2. El Teorema de Parseval. Denotaremos mediante |ZN,M | al operador

Z∗N,MZN,M .

Proposición 13. (i) ZN,MZ
∗
N,M = PM la proyección ortogonal de CN+M

sobre EM .
(ii) |ZN,M | es una proyección ortogonal y |ZN,M | ≤ PN con igualdad si y sólo si

N = M , i.e., |ZN,M | es una subproyección de PN .

Demostración.

ZN,MZ
∗
N,M =

1

N

N−1∑
n=0

M−1∑
m=0

ζmnN |fm〉〈en|
N−1∑
n′=0

M−1∑
m′=0

ζ−m
′n′

N |en′〉〈fm′ |

=
1

N

N−1∑
n,n′=0

M−1∑
m,m′=0

ζmn−m
′n′

N δnn′ |fm〉〈fm′ |

=
1

N

N−1∑
n=0

M−1∑
m,m′=0

ζ
(m−m′)n
N |fm〉〈fm′ | =

1

N

M−1∑
m,m′=0

Nδm,m′

=

M−1∑
m=0

|fm〉〈fm| = PM .
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Esto demuestra el inciso (i).
Ahora, |ZN,M |∗ = (Z∗N,MZN,M )∗ = Z∗N,MZN,M = |ZN,M |, entonces |ZN,M | es

autoadjunto. Por otra parte,

|ZN,M |2 =(Z∗N,MZN,M )2 = Z∗N,MZN,MZ
∗
N,MZN,M

=Z∗N,MPMZN,M = Z∗N,MZN,M = |ZN,M |.

Entonces |ZN,M | es una proyección ortogonal. Pero PN − |ZN,M | es autoadjunto y del
punto (iii) de la proposición 12,

(PN − |ZN,M |)2 =(PN − Z∗N,MZN,M )2

=P 2
N + (Z∗N,MZN,M )2 − PNZ∗N,MZN,M − Z∗N,MZN,MPN

=PN + Z∗N,MZN,M − (ZN,MPN )∗ZN,M − Z∗N,MZN,M
=PN − Z∗N,MZN,M = PN − |ZN,M | ≥ 0.

Entonces |ZN,M | es una subproyección de PN . Esto concluye la demostración. �

Demostraremos un resultado que generaliza al teorema de Parseval, teorema 2. Para
esto necesitamos definir una base ortonormal distinguida, llamada base ortonormal de
vectores de máximo entrelazamiento y demostrar un lema.

Definición 14. Los vectores de máximo entrelazamiento ϕn ∈ EN se obtienen
como la transformada inversa de Fourier de los vectores básicos, i.e.,

ϕn = F ∗Nen =
1√
N

N−1∑
n′=0

ζ−nn
′

N en′ .

Lema 15. (i) El conjunto de vectores de máximo entrelazamiento es una base
ortonormal de EN .

(ii) ker |ZN,M | = kerZN,M = Span{ϕn : M ≤ n ≤ N − 1}

Demostración. Como la transformada de Fourier es un operador unitario, el inciso (i)
se sigue inmediatamente de esta propiedad.

Ahora, mediante cálculos directos se obtiene que

ZN,MF
∗
N =

1√
N

M−1∑
m=0

N−1∑
n=0

ζmnN |fm〉〈en|
1√
N

N−1∑
n′,n′′=0

ζ−n
′n
′′

N |en′′ 〉〈en′ |

=
1

N

M−1∑
m=0

N−1∑
n,n′n′′=0

ζmn−n
′n
′′

N δnn′′ |fm〉〈en′ | =
1

N

M−1∑
m=0

N−1∑
n,n′=0

ζ
n(m−n′)
N |fm〉〈en′ |

=

M−1∑
m=0

N−1∑
n′=0

δm,n′ |fm〉〈en′ | =
M−1∑
m=0

|fm〉〈em|.

(10)

Consecuentemente,

ZN,Mϕn = ZN,MF
∗
Nen

=

M−1∑
m=0

|fm〉〈em|en =

{
fn si 0 ≤ n ≤M − 1
0 si M ≤ n ≤ N − 1.

(11)

Esto demuestra la segunda identidad del inciso (ii). Por otra parte, la desigualdad
kerZN,M ⊂ ker |ZN,M | es inmediata y por el inciso (ii) de la proposición 13 junto con
el inciso (iii) de la proposición 12, si u ∈ ker |ZN,M | entonces

0 = ZN,MZ
∗
N,MZN,Mu = PMZN,Mu = ZN,Mu.

Esto completa la demostración del lema. �



88 KARLA ADRIANA ORTEGA GALLEGOS

Teorema 16. (Parseval generalizado)
Los operadores ZN,M y Z∗N,M son isomorfismos isométricos que preservan el producto

interno entre los subespacios Ran|ZN,M | ⊂ EN y EM .

Demostración. De la ecuación (11) se obtiene que ZN,Mϕn = fn si 0 ≤ n ≤ M − 1.
Multiplicando en ambos lados por Z∗N,M se obtiene que

Z∗N,Mfn = Z∗N,MZN,Mϕn = |ZN,M |ϕn = ϕn,

pues |ZN,M | es una proyección. Esto demuestra que la base ortonormal de EM es
enviada por Z∗N,M en una base ortonormal de

Ran|ZN,M | = Span{ϕn : 0 ≤ n ≤M − 1},

i.e., Z∗N,M es una isometŕıa que preserva el producto interno entre estos subespacios.
�

Salvo isomorfismo, el teorema anterior se reduce al teorema de Parseval cuando
N = M .

Denotemos por |ZN,M |⊥ al operador PN − |ZN,M |.

Proposición 17. La transformada de Fourier generalizada cumple con

|ZN,M | =
M−1∑
b=0

|ϕb〉〈ϕb|

|ZN,M |⊥ =

N−1∑
n=M

|ϕb〉〈ϕb|.

Demostración. De la identidad (10) se obtiene ZN,Mϕn = fn y aplicando el adjunto
en ambos lados se ve que Z∗N,Mfn = ϕn, consecuentemente |ZN,M |ϕn = ϕn para
n = 1, · · ·M − 1. Por el lema 15 tenemos que

|ZN,M |⊥ =

M−1∑
b=k

|ϕbN 〉〈ϕbN |

y

|ZN,M | = PN − |ZN,M |⊥ =

k−1∑
b=0

|ϕbN 〉〈ϕbN |.

�

3.3. Fórmulas de convolución, traslación y dilatación.

Teorema 18. La GDFT satisface la propiedad de convolución

ZN,M (x ∗ y) = ZN,M (x)ZN,M (y).
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Demostración.

ZN,M (x ∗ y) =
1√
N

M−1∑
m=0

N−1∑
n=0

ζmnN |fm〉〈en|
(N−1∑
k=0

( 1√
N

N−1∑
l=0

x(l)y(k − l)
)
ek

)
=

1

N

M−1∑
m=0

N−1∑
n=0

N−1∑
k=0

ζmnN
(N−1∑
l=0

x(l)y(k − l)
)
δnkfm

=
1

N

M−1∑
m=0

N−1∑
n=0

ζmnN
(N−1∑
l=0

x(l)y(n− l)
)
fm

=
1√
N

M−1∑
m=0

N−1∑
n′=0

N−1∑
l=0

ζ
m(n′+l)
N x(l)y(n′)fm

=
1

N

M−1∑
m=0

N−1∑
l=0

ζmlN x(l)

N−1∑
n′=0

ζmn
′

N y(n′)fm

=

M−1∑
m=0

ZN,M (x)(m)ZN,M (y)(m)fm.

Entonces, ZN,M (x ∗ y)(m) =
(
ZN,M (x)ZN,M (y)

)
(m) para cada 0 ≤ m ≤M − 1.

Esto termina la demostración. �

Definición 19. Para cada x ∈ CN definimos su trasladado por a ∈ ZN mediante

Ta(x)(k) = x(k − a), k ∈ ZN
y su dilatación por a ∈ ZN mediante

Da(x)(k) = x(ak), k ∈ ZN .

Proposición 20. Para cada a ∈ ZN , la GDFT satisface las siguientes fórmulas:

(i) (Traslación)

ZN,M (Ta(x)(m)) = e
2πian
N ZN,M (x)(m).

(ii) (Dilatación)

ZN,M (Da(x))(m) = Da−1(ZN,Mx)(m).

Demostración.

ZN,MTa(x)(m) =

N−1∑
n=0

e
2iπmn
N Ta(x)n =

N−1∑
n=0

e
2iπmn
N xn−a

=

N−1∑
n′=0

e
2iπm(n′+a)

N xn′ = e
2iπam
N ZN,M (x)(m).

ZN,M (Da(x))(m) =

N−1∑
n=0

e
2iπmn
N xan =

N−1∑
n′=0

e
2iπa−1mn′

N xn′

=Da−1(ZN,Mx)(m).

�

3.4. Ejemplos.

Ejemplo 21. Si para cada a ∈ ZN se define a : EN 7→ C tal que

ak = e
2πiak
N = ζakN , k = 0, 1, · · · , (N − 1),

entonces se cumple que ZN,M (a) =
√
Nfa.
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Demostración.

ZN,Ma =
1√
N

N−1∑
n=0

M−1∑
m=0

ζnmN |fm〉〈en|a =
1√
N

N−1∑
n=0

M−1∑
m=0

ζnmN |fm〉〈en, a〉

=
1√
N

N−1∑
n=0

M−1∑
m=0

ζnmN ζanN fm =
1√
N

N−1∑
n=0

M−1∑
m=0

ζ
(m+a)n
N fm

=
1√
N

N−1∑
m=0

Nδm,−afm =
√
NfN−a.

�

Ejemplo 22. Para a ∈ ZN , se cumple que ZN,M (ea) = 1√
N

∑M−1
m=0 ζ

ma
N fm.

Demostración.

ZN,M (ea) =
1√
N

N−1∑
n=0

M−1∑
m=0

ζnmN |fm〉〈en|ea

=
1√
N

N−1∑
n=0

M−1∑
m=0

ζnmN δa,nfm =
1√
N

M−1∑
m=0

ζmaN fm.

(12)

�

Ejemplo 23. Si x = 1
2 (e1 + e−1) : EN 7→ C, se cumple que

ZN,M (x)(l) =
1√
N

cos
2πl

N
, 0 ≤ l ≤M − 1.

Demostración. Para cada 0 ≤ l ≤M − 1 tenemos por (12) que,

ZN,M
(
x
)
(l) =

1

2
√
N

(
ζlN + ζ−lN

)
=

1

2
√
N

(
e

2πil
N + e

−2πil
N

)
=

1√
N

cos(
2πl

N
).

�

Ejemplo 24. Si x = 1
3 (e1 + e−1 + e0) : EN 7→ C, se cumple que

ZN,M (x)(l) =
1

3
√
N

(1 + 2 cos
2πl

N
), 0 ≤ l ≤M − 1.

Demostración. Si 0 ≤ l ≤M − 1, entonces (12) implica que,

ZN,M (x)(l) =
1

3
√
N

(
ζlN + ζ−lN + ζ

(0)l
N

)
=

1

3
√
N

(
e

2πil
N + e

−2πil
N + 1

)
=

1

3
√
N

(1 + 2 cos(
2πl

N
)).

�

Ejemplo 25. Si x = 1
2 (e1 + e0) : EN 7→ C, se cumple que

ZN,M (x)(l) =
1

2
√
N

(
e

2πil
N + 1

)
, 0 ≤ l ≤M − 1.

Demostración. Usando (12) para cada 0 ≤ l ≤M − 1 obtenemos que,

ZN,M (x)(l) =
1

2
√
N

(
ζ1l
N + ζ

(0)l
N

)
=

1

2
√
N

(
e

2πil
N + e

2πi(0)l
N

)
=

1

2
√
N

(
e

2πil
N + 1

)
.

�
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