J

Revista Metropolitana de Matematicas
www.doi.org/1024275/uami/dcbi/mix/2023 ISSN: 2007-7874

. - \ ~ oy N
Dibujo ganador del certamen Matemdticas para todos: Monserrat Zepeda Barrientos

Revista de divulgacion e investigacion del Departamento de Matemdticas de la UAM-I,
dedicada a promover las ideas y la creacion de todos aquellos interesados en el quehacer

matemdtico.

%\\
G)J m Vol. 14, No.1, enero-diciembre del 2023

Unidad Iztapalapa



Casa abierta al tiempo

Directorio

José Antonio de los Reyes Heredia
Rector General

Verénica Medina Banuelos
Rectora Unidad Iztapalapa.

Roman Linares Romero
Director de la Divisién de Ciencias Basicas
e Ingenieria, UAM-Iztapalapa.

Raiil Montes de Oca Machorro
Jefe del Departamento de Matemaéticas,
UAM-Iztapalapa.

Coordinador Editorial
Mario Pineda Ruelas
mpr@xanum.uam.mx

Comité Editorial

Elsa Baez Judrez
ebaez@cua.uam.mx

Shirley Bromberg Silverstein
stbsster@gmail.com

Judith Campos Cordero
Jjudith@ciencias.unam.mx

Martin Celli Siboni,
cell@xanum.uam.mx

Pedro L. del Angel Rodriguez
luis@cimat.mx

Begoiia Ferndndez
bff@ciencias.unam.mx

Silvia Gavito Ticozzi
sgt@correo.azc.uam.mx

Gustavo Izquierdo Buenrrostro
iubg@xanum.uam.mx

L. Héctor Judrez Valencia
hect@xanum.uam.mx

Jorge A. Leén Vazquez
Jjleon@ctrl.cinvestav.mx

Roberto Quezada Batalla
rogb@xanum.uam.mx

Edith Corina Saenz Valadez
ecsv@ciencias.unam.mx

Martha L. Shaid Sandoval Miranda
marlisha@gmail.com

Ekaterina Todorova
todorova@cimat.mx

Luis Miguel Villegas Silva
villegas63@gmail.com

Editor web Pedro Ivan Blanco Boa
ivanblc@gmail.com

Diseno logo Michael Rivera Arce
Dibujo portada Monserrat Zepeda Barrientos

UNIVERSIDAD
AUTONOMA
METROPOLITANA

MIXBA’AL. Vol. 14, No. 1,
enero-diciembre de 2023, es una
publicacién anual de la Universidad
Auténoma Metropolitana a través de
la Unidad Iztapalapa, Divisién de
Ciencias Bésicas e Ingenieria, Departa-
mento de Matematicas. Prolongacion
Canal de Miramontes 3855, Col. Ex
Hacienda San Juan de Dios, Alcaldia
Tlalpan, C.P. 14387, CDMX, México
v Av. Ferrocarril San Rafael Atlixco,
No. 186, Col. Leyes de Reforma
la Seccién, Alcaldia Iztapalapa, C.P.
09340, CDMX, México. Tel. 5804
4658. Pégina electrénica de la revista:
http://mat.izt.uam.mx/mat/

index.php/revistamixba-al. ~ Correos
electronicos: mixbaal2009@Qgmail.com,

mixb@xanum.uam.mx. _Coordinador
Editorial Mario Pineda Ruelas. Cer-
tificado de Reserva de Derechos al Uso
Exclusivo de Titulo No. 04-2023-07031
1572300-102, ISSN: 2007-7874, ambos

otorgados por el Instituto Nacional del
Derecho de Autor. Responsable de la

dltima actualizacion de_este nimero
Mario Pineda Ruelas, Departamento

de Matematicas, Division de Cien-
cias Basicas e Ingenieria, Universidad
Auténoma Metropolitana-Iztapalapa.
Edificio AT, tercer piso, Av. Ferrocar-
ril San Rafael Atlixco No. 186,Colo-
nia Leyes de Reforma la Seccién, Al-
caldia Iztapalapa, C.P. 09340, CDMX,

México. Fecha de dltima modificacién
de agosto de 2023. Tamano del

archivo 21.3 MB.

Las opiniones expresadas por los au-
tores no necesariamente reflejan la pos-
tura del editor responsable de la pub-
licacién.

Queda estrictamente prohibida la re-
produccién total o parcial de los con-
tenidos e imagenes de la publicacion
sin previa autorizacién de la Univer-
sidad Auténoma Metropolitana.



A LOS AUTORES

MIXBA’AL, Revista Metropolitana de Matematicas, es una revista de pub-
licacién anual de divulgacién e investigacion en mateméticas en el sentido més
amplio, concebida con el propésito de apoyar la comunicacién entre la comu-
nidad matematica de habla hispana. Los articulos sometidos, pueden ser traba-
jos de investigacién o trabajos que presenten de manera original algtin tema de
las matematicas, por ejemplo, demostraciones nuevas de resultados conocidos;
articulos panoramicos sobre un area de investigacién; la presentacién distinta
de algin tema vinculado a la docencia; aplicaciones o aspectos ludicos de las
mismas, entre otros.

Los trabajos sometidos deben estar escritos en espanol impecable, aunque even-
tualmente podran aceptarse trabajos en inglés. Estos deben ser enviados a
cualquiera de los editores en formato pdf y en un plazo no mayor a dos sema-
nas, el comité editorial decidira si el trabajo es acorde a la linea editorial de la
revista; es caso que asi sea, se enviara a arbitraje.

Cuando un trabajo reciba arbitraje favorable, se le comunicard al autor y en
un plazo no mayor a tres semanas, debera reenviarlo al editor responsablle,
atendiendo las sugerencias del arbitro y en el formato oficial que la revista le
proporcionara. El trabajo debe estar organizado de la siguiente forma: titulo,
resumen no mayor a 100 palabras, clasificacién de la AMS 2020, palabras clave,
introduccién y en seguida el desarrollo del mismo. Para someter un articulo a
la revista, es recomendablo enviarlo en el formato oficial de MIXBA’AL.


http://mat.izt.uam.mx/mat/index.php/comite-editorial
http://mat.izt.uam.mx/mat/index.php/a-los-autores




CONTENIDO

7 El problema del barrendero

27

37

93

(s

101

113

133

143

Héctor A. Chang-Lara
Muchos juegan... jyo también quiero jugar!
Ratl Montes de Oca

s Como modelar una poblacion?
Josué Manik Nava Sedeno

Recollements de categorias trianguladas
Valente Santiago Vargas

Modelos ocultos de Markov: una aplicacion de estimacion Bayesiana para
redes de tiempo financieras
Lizbeth Naranjo Albarran y Luz J. Rodriguez Esparza

Convergencia puntual y uniforme de las series de Fourier
Fernando Brambila Paz y Luis A. Diaz Leal Merino

Ceros de polinomios aleatorios trigonométricos
Verania Herndndez Orgaz y Liliana Peralta

Formas i—g de la Regla de L’Hépital
René Benitez Lépez

FElementos matemdticos de la mecdnica cudntica
Jorge R. Bolanios Servin, Roberto Quezada Batalla, Josué 1. Rios Cangas






MIXBA’AL,

Revista Metropolitana de Matemaéticas.

Vol.14, No.1, 2023, paginas 7-25

Recibido 14-06-2022. Aceptado 19-09-2022.
www.doi.org/10.24275/uami/dcbi/mix/v14nl/hchang

EL PROBLEMA DEL BARRENDERO

HECTOR A. CHANG-LARA

RESUMEN. Analizamos una versién discreta del método de balayage propuesto
por Hermann Schwarz y rigurosamente demostrado por Henri Poincaré a finales
del siglo diecinueve para la resolucién de la ecuacién de Laplace.

1. UN JUEGO PARA COMENZAR

Para el juego del barrendero necesitamos papel, 1apiz, borrador y una calculadora.
Comienza dibujando un tablero de dimensiones dos por tres como en la Figura
Inicialmente hay un montoncito de arena en la casilla superior izquierda y un bote
de basura en la casilla inferior derecha. Te aconsejo que no dibujes el montoncito de
arena, pues esto ird cambiando durante el juego. Tampoco necesitas arena de verdad
o un bote, la idea es que con la ayuda de la calculadora iremos registrando en el papel
como ird cambiando la cantidad de arena en el juego a medida que este transcurre.

S\

FigurA 1. El tablero y su configuracién inicial

El objetivo es barrer tanta arena como sea posible en el bote, para esto debes
escoger en una serie de turnos una de las casillas del tablero y barrerla. Barrer una
casilla significa repartir la arena que en ella se encuentra en partes iguales entre sus
cuatro posiciones adyacentes (arriba, abajo, izquierda y derecha). Ten en cuenta que
algunas de ellas se salen del tablero, esta serd arena que no podrés recuperar. Por
ejemplo, la primera jugada (forzosamente en la esquina superior izquierda) se ve como
en la Figura

El reto al que te invito con este rompecabezas es el siguiente: Sin importar el nimero
de turnos que te tardes, jcudnta arena puedes meter en el bote? Juega un poco antes
de seguir leyendo.

2010 Mathematics Subject Classification. 00-01, 00-02, 00A08, 00A09, 00A69, 01A55.
Palabras clave. Laplaciano discreto, Método de balayage, Problema de Dirichlet, Nicleo de
Poisson.
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8 HECTOR A. CHANG-LARA

A A

-

FiGURA 2. La primera jugada

1.1. Algunas estrategias. Para fijar ideas y facilitar la presentacion, usaremos
la enumeracion de las casillas como en la Figura [3| a continuaciéon y diremos que la
cantidad inicial de arena es 1. Las unidades (gramos, kilos, centimetros cibicos, litros,
etc.) con las que podriamos medir la arena no son relevantes para nuestro juego y por
lo tanto no nos preocuparemos por fijarlas.

112
415

FIGURA 3. Enumeracién de las casillas

La primera jugada es forzosamente barrer la casilla 1. Esto manda la mitad de la
arena fuera del tablero y deja 1/4 en las casillas 2 y 4. Luego de esto tenemos distintas
posibilidades. Vamos a intentar algunas y ver que logramos.

Nuestra primera estrategia no es muy buena, pero sin embargo es la mas sencilla
que se nos ocurre y nos permite familiarizarnos con el problema. Proponemos que
luego de barrer la casilla 1, procedemos a barrer las casillas 4 y 5 alternadamente,
olvidandonos de lo que sucede con el resto del tablero. Ciertamente no es lo mejor que
podemos hacer, pues esto siempre va dejando arena en las casillas 1 y 2 las cuales no
volveremos a tocar bajo esta propuesta.

Observamos que al comienzo de los turnos pares siempre hay arena en la casilla
4 y la 5 estd vacfa mientras que al comienzo de los turnos impares (mayores que 1)
siempre hay arena en la casilla 5 y la 4 estd vacia. Mds adn, si denotamos por puy la
cantidad de arena en la casilla 4 al comienzo del turno 2k, tenemos lo siguiente: Una
vez que barremos la 4, la 5 recibe uy /4. Una vez que barremos la 5, tanto el bote como
la casilla 4 reciben puy/16.

Es decir que pg+1 = pg/16. De forma inductiva descubrimos una férmula cerrada
para py teniendo en cuenta que pp = 1/4

 Mk—1  ME—2 Rt 1
bE =

16 162 0 16F 1  4dx16F 1
Cada dos turnos el bote recibe sucesivamente las siguientes cantidades de arena:
11/16, 12 /16, . ... Es decir que la cantidad que el bote recibe luego del turno 2k + 1
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estd dado por la suma geométrica

H1 o M2 Mk 1 1 1
[t [l I e
6Tt T 64<+16+ +16k1>’
1
17
64~ 1 &
1
60

Notemos que estas sumas son crecientes (lo cual es intuitivo si consideramos que nunca
sacamos arena del bote) y tienen como limite 1/60 cuando k — co. Como resultado
de esta serie concluimos que bajo esta estrategia el bote logra recibir por lo menos
cualquier cantidad de arena menor que 1/60, luego de un nimero suficientemente
grande de turnos.

1.1.1. Ejercicio 1. Otra posible estrategia muy sencilla es barrer periédicamente las
casillas 1, 2 y 3. Se trata de un caso que podemos analizar de forma similar al anterior
y el resultado te lo dejamos como ejercicio. Al final de este articulo encontrards una
seccién con las respuestas.

1.2. Simulacién. Una vez mas, la estrategia en el ejercicio anterior no es 6ptima,
pues va dejando arena en las casillas 4 y 5. Una estrategia que finalmente combina
ambas es barrer periddicamente las casillas 1, 2, 3, 4, y 5. Una vez més la cantidad de
arena que recibe el bote en este caso debe poder calcularse por medio de una combi-
nacién de series geométricas. Sin embargo a estas alturas, y dado que queremos seguir
explorando otras estrategias cada vez mas complicadas, es sensato que recurramos a
una simulaciéon por computadora.
En nuestro programa debemos pensar primero en las variables que deben estar
involucradas y como estas interactiian entre si. Hagamos una lista:
= El turno que indicaremos por k,
= la distribucién de arena al comienzo del turno k en las distintas casillas del
tablero. Esto lo denotaremos por py (i) para i € {1,2,...,6}.
Las reglas del juego dicen que cuando barremos la casilla 1 en un dado turno k,
entonces los valores de 1 se definen segin

0sii=1,
fu1(i) = § e (6) + (1) sii € {2,4},
tx (i) en cualquier otro caso.

Si en cambio barremos otra casilla, digamos j, debemos reemplazar la condicién en la
primera linea (¢ = 1) por ¢ = j, y en la segunda linea (i € {2,4}) por las casillas que
son adyacentes a j. Por ejemplo, para j = 2 se veria en cambio asi

0sii=2,
p1(i) = { (@) + (1) si i € {1,3,5},
1x (i) en cualquier otro caso.

Tenemos asi con un sencillo ciclo nuestro programa para calcular la arena que recibe
el bote cuando barremos periédicamente los nodos 1, 2, 3, 4, v 5. En el siguiente enlace
encontraras una implementacién en Python:

https://colab.research.google.com/drive/1NXb3Zqlz-
jKiyC2ARGxHuTSQsL4wCDH3?usp=sharing

Es muy sencillo tomar este cédigo y modificarlo para ir explorando otras estrategias.
Por ejemplo, podriamos ver otra alternativa periédica como 1, 4, 2, 5, 3; 6 quizas una
completamente aleatoria (ambas implementadas igualmente en el enlace anterior).
La sorpresa es que en cualesquiera de estos casos la respuesta parece ser la misma,
iIncluso para la estrategia aleatoria!


https://colab.research.google.com/drive/1NXb3ZqIz-jKiyC2ARGxHuTSQsL4wCDH3?usp=sharing
https://colab.research.google.com/drive/1NXb3ZqIz-jKiyC2ARGxHuTSQsL4wCDH3?usp=sharing
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. Tiene esto sentido? Si ya has jugado lo suficiente con este modelo sospecharas
lo raro que es esta conjetura. Ella sugiere que cuando intentamos barrer todas las
casillas, la cantidad de arena que llega al bote es independiente del orden en que estas
se hayan barrido. Sin embargo, el modelo que hemos descrito es sensible al orden en
que se barren las casillas, por ejemplo observemos lo que sucede en la Figura 4] para
dos distintas formas de barrer dos casillas adyacentes. La de arriba deposita mas arena
en el bote.

Ficura 4. El orden de las barridas si afecta el resultado

El objetivo de este articulo serd demostrar la validez de esta conjetura y explorar
algunas de sus consecuencias. La idea clave estd basada en un principio sencillo y
bastante intuitivo (la ley de conservacién de la masa) aunque en una primera lectura
puede parecer sorprendente su apariciéon. La presentacién estd motivada por el método
de balayag una técnica sugerida por Hermann Schwarz, y rigurosamente analizada
por Henri Poincaré a finales del siglo diecinueve para demostrar la existencia de la
ecuacién de Laplace con dato de borde fijo [7]. Esperamos asi con este breve articulo
ofrecer una invitacién al analisis de las ecuaciones diferenciales parciales elipticas.

2. EL TEOREMA DEL BARRENDERO

Para poder plantear un teorema formal en nuestro problema comenzamos por definir
algunos de los ingredientes. Como buenos mateméaticos tenemos en mente dar una
version un poco mas general.

Modelaremos en primer lugar el tablero usando la reticula Z? con la relacién de
adyacencia x ~ y cuando ||z — y|| = 1. Podemos imaginar que cada uno de los puntos
x = (z1,72) € Z? no es mas que una etiqueta para una casilla cuadrada centrada
en (z1,x2) de lado 1. Sus casillas adyacentes son las cuatro que son contiguas en las
direcciones cardinales, es decir (z1 — 1,22) , (x1 + 1,22), (x1,22 — 1), ¥ (21,22 + 1).

Sea p : Z2 — [0,00) la distribucién de arena inicial que buscamos barrer de alguna
regién Q C Z2. En el juego que encontramos en la introduccién el dominio serfa el
tablero dos por tres menos la casilla 6 donde esta el bote, y la distribucién de arena

1Barrer en francés
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inicial es aquella que concentra el montoncito en la casilla

(1) Q= {(070),(1,0)7(0,1)7(171),(271)} y n= 1(0,1)~
Un plan de barridas esta dado por una lista de casillas by, b, ... € €, las que iremos
barriendo en el orden respectivo. Si uy : Z2 — [0,00) denota la distribucién de arena
luego del k™ turno, se tiene entonces la siguiente férmula recursiva comenzando de
Ho = My
Osiz= bk,
pr () := Qg1 (z) + g1 (bg) sia ~ by,
tr—1(x) en cualquier otro caso.

Decimos que el plan by,bs, ... € Q barre a u de Q si
lim pp(z) =0, Vo € Q.
k—o0
Con estas herramientas ya podemos formular nuestro teorema.

TEOREMA 1. Dado Q C Z? finito y p : Z? — [0,00) se tiene que cualesquiera dos
planes by, by, ... € Q y b, b, ... € Q que barren a u de Q satisfacen que los siguientes
limites existen y son iguales

lim pg(z) = lHm pp(x), Vo € 72
k—o0 i—00

Observemos que los valores de interés para los limites son aquellos donde z est4d en el
complemento de €. Por hipétesis ya sabemos que limy_, o0 por(2) = lim; 00 gy (x) =0
six e Q.

Si aplicamos este resultado al caso dado por nuestro problema original donde 2
y p estan dados por , descubrimos que en el limite el bote recibe una cantidad
de arena dada por limy_,o 11 ((2,0)). El teorema nos garantiza asi que sin importar
el plan que se haya usado, y siempre que todas las casillas en 2 terminen limpias, la
cantidad de arena en el bote serd la misma en el limite. Mas atin, también nos dice que
la cantidad de arena en cualquiera de las demés casillas por fuera del tablero también
son independientes del plan de barridas.

En la demostracién de este resultado también veremos una forma practica para
calcular el limite 1limy_, o, pr por medio de la solucién de un sistemas de ecuaciones
lineales.

2.1. Ley de conservacién. Una idea 1til es llevar el registro de cuanta arena ha
salido de una casilla dada x luego de k turnos. Esto lo podemos modelar de forma
precisa definiendo las funciones uy, : Z2 — [0, 00) tales que ug = 0, y a partir de k > 1

wn(w) = 4 1 (@) F pe1 (Br) st @ = b,
R ug—1(z) en cualquier otro caso.

1 Qué quiere decir esta férmula? Al prinicipio no hemos barrido ninguna casilla y por
lo tanto ug es idénticamente nula. En el turno k barremos la casilla b y por lo tanto
debemos sumar al acumulado previo ug—1(by), la cantidad de arena en la casilla by
al comenzar dicho turno, es decir pg_1(by). Los demds valores de uy son exactamente
los mismos de ug_1. También pudimos haber escrito la recurrencia usando la funcién
indicadora como

U = Up—1 + fi—1(bx) Lp,.

Observemos que para cualquier plan by, bs, ... € £ se tiene necesariamente que uy

permanece nula en el complemento de Q.

2Dado S C Z2, denotamos por lg : Z — R la funcién caracteristica o indicadora del conjunto, es

decir
lsiz €S,
Ls(z) := .
0 en cualquier otro caso.

Si S = {z0} denotamos por conveniencia Iz, := Iz}
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La funcién wug nos permite dar una férmula para la ley de conservacién de
masa: En los primeros k turnos, la arena que entra menos la que sale de una casilla
x es justamente la diferencia entre las distribuciones i, menos jip en . Teniendo en
cuenta que la arena que entra a x estd dada por un cuarto de la arena que sacan sus
casillas adyacentes tenemos que

1
pr(x) — po(z) = 1 Zuk(y) - ug(w)
e ad S—~— Y N~
arena final arena inicial ~— , arena que sale

arena que entra

Esta identidad puede ser rigurosamente demostrada por un clasico argumento induc-
tivo usando las recursiones que definen a uy y ug.

La expresién en el lado derecho juega un rol protagoénico en esta presentacién y se
conoce como el Laplaciano discreto. Lo denotaremos de ahora en adelante usando

1

Au(z) = 1 Z u(y) — u(x).

Y~z

En otras palabras, la ley de conservacion de masa dice que
Aug = pr — p.

Noétese que también podemos reescribir la recurrencia para pi usando el Laplaciano
como

e = f—1 + pi—1(bg) ALy, .

Una propiedad fundamental del Laplaciano es su linealidad. Es decir que satisface el
principio de superposicién: Dadas las constantes a, 8 € R y las funciones u, v : Z2 — R

Alou + Bv) = aAu + SAv.

Volviendo al problema del barrendero, pensemos un poco en las consecuencias que
podemos deducir de la ley de conservacién, dado que los limites propuestos existen.
Asumamos que tenemos un plan que barre a p de Q tal que los limites pr — fioo
y ur — u estan bien definidos en todo Z? (lo cual serd parte de la demostracién).
En el limite recuperamos el siguiente sistema de ecuaciones lineales sobre {2, donde
recordemos se tiene que pi — 0,

Au = —p en .

Mientras tanto en el complemento de ) sabemos automaticamente que v = 0, dado

que las barridas nunca sacan arena de estas casillas. Lo curioso de este sistema de

ecuaciones lineales (para las variables {u(z)}.cq) es que a simple vista su formulacién

pareciera ser independiente del plan de barridas. jEsta es la clave de la demostracién!
Una vez calculada la funcién u tenemos que en todo Z? se cumple que

Poo = f + Au.

Finalmente buscamos concluir que po, es independiente del plan gracias a que u es de
hecho independiente del plan.

2.1.1. Ejercicio 2. En nuestro problema original dado por , jcudl seria el sistema
de ecuaciones? ;Como calculamos finalmente la cantidad de arena que recibe el bote

1100((2,0))7

2.2. Existencia y unicidad de soluciones. En esta seccién analizamos la exis-
tencia y unicidad de soluciones para el siguiente sistema de ecuaciones, conocido como
el problema de Dirichlet o la ecuacion de Poisson con dato de borde cero

Au = —p en €,
u=0en Z>\ Q.
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Dado que los valores de u ya se encuentran fijos en el complemento de €2, las
incégnitas restantes en el sistema consisten de los valores de u en 2. La ecuacién
Au = —p sobre ) representa as{ un sistema lineal deﬂ || ecuaciones y || incgnitas.

Tengamos en cuenta uno de los primeros resultados que aprendemos en algebra
lineal: Sea A una matriz cuadrada. Para que el sistema Ax = b tenga soluciones
unicas para cualquier b, basta con demostrar bien sea la existencia de soluciones para
cualquier b o la unicidad de las soluciones para algin b (en particular b = 0). En otras
palabras, A es invertible si y solo si logramos verificar que es inyectiva o sobreyectiva.

Nuestra estrategia consistird en probar la unicidad, o equivalentemente la inyecti-
vidad de la transformacién lineal A : V' — W donde

Vi={u:7Z* >R |u=0enZ*\Q},
W= {p: Q- R},

son espacios vectoriales, ambos de dimensién |€2|. Tengamos en cuenta que la inyecti-
vidad de A es equivalente a decir que si v : Z? — R satisface

Au=0en
u=0en Z>\ Q.

entonces necesariamente u = 0 en todo Z2.

La idea para establecer dicha inyectividad consiste en el siguiente resultado conocido
como el principio del minimo: Si v : Z?> — R es no-negativa en el complemento de Q y
satisface Au < 0 en 2 entonces u es necesariamente no-negativa en todas partes. En
otras palabras no puede alcanzar un minimo estrictamente negativo en €.

Probablemente ya algunos lectores sospechen la conexién del Laplaciano discreto
con el Laplaclaciano continuo el cual involucra las segundas derivadas de una funcién.
En este sentido el principio del minimo es una manifestacion discreta del criterio de
la segunda derivad Vale la pena leer la demostracion a continuacion teniendo esta
idea en mente.

LEMA 2 (Principio del minimo). Dado u : Z* — R tal que para Q C Z? finito

Au <0 en
u>0enZ?\Q,
entonces u > 0 en todo 72.
Demostracion. Asumamos por contradiccién que mingu < 0y sea M := {z € Q :

u(x) = ming u} finito y no vacio. Tomemos z* € M para el cual existe algin y* ~ x*
fuera de M, es decir que u(z*) < u(y*). Podriamos decir que u alcanza en z* un minimo
localmente estricto, dado que por lo menos en un nodo adyacente la desigualdad es
estricta. No es dificil probar que siempre es posible encontrar un punto z* con tales
caracteristicas gracias a que tanto M como su complemento son no vacios.

Vemos que ahora tenemos una contradiccion a partir de evaluar la ecuaciéon Au < 0
sobre x* L

* *
0< 1 Z*u(y)—u(x ) = Au(z*) <0.
Yyn~x

La primera desigualdad se debe a que u alcanza su minimo en z*, mas ain es estricta
gracias a la existencia de por lo menos una casilla adyacente y* donde u(z*) < u(y*).
La tltima desigualdad se obtiene de la hipétesis Au < 0 en Q. (|

3Dado Q C Z2 denotamos por |Q] al nimero de puntos en Q.

43i 4 : R — R es una funcién doblemente diferenciable que alcanza su minimo en z* entonces
Au(z*) = u”(z*) > 0. En general, cuando u : R® — R tenemos que D2u(z*) es definida no-negativa,
es decir que

> miazj(x )€€ >0,  VE=(&1,...,6n) ER™

4,j=1
En particular Au(z*) = tr(D?u(z*)) > 0.
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CoroLARIO 3 (Existencia y unicidad de soluciones). Para Q C Z2 finito y p :
72 — R el siguiente sistema tiene una tnica solucion u : Z> — R

Au=—pu en ),
u=0 en Z*\ Q.

Demostracion. Buscamos una solucién en el espacio vectorial
Vi={u:Z* >R |u=0enZ*\Q},

cuya dimension estd dada por || < co. Consideramos también el espacio de funciones

W = {u: Q — R} el cual es isomorfo a V, puesto que tienen la misma dimensién. Basta

con demostrar que el operador lineal A : V' — W es inyectivo, o equivalentemente tiene

un nucleo trivial. Por el teorema fundamental del algebra lineal esto autométicamente

nos diria que el operador es biyectivo, y por lo tanto se tiene una tinica solucién para

cada sistema de ecuaciones determinado por p € W, dado justamente por u = —A~!p.
La funcién u € V pertenece al nicleo de A si y solo si

Au=0en Q,
u=0en Z>\ Q.

Gracias al principio del minimo dado en el Lema [2| obtenemos que u > 0 en Z2.
Si aplicamos el mismo razonamiento a —u obtenemos la otra desigualdad de donde
concluimos v = 0, es decir que el nicleo de A es trivial y por lo tanto A es
biyectiva. ([

2.2.1. Ejercicio 3. Dado Q C Z? finito v ¢ : Z? — R, demuestra que existe una
Unica solucién w : Z2 — R para el sistema

Au=0en Q,
u=enZ>\ .

Las funciones que satisfacen Au = 0 en 2 se dicen armoénicas en ). Geométrica-
mente, el valor de u sobre cualquier x € ) es exactamente el promedio de los valores
en las casillas adyacentes. Mas adelante veremos una férmula para calcular estas so-
luciones en términos del nucleo de Poisson que definiremos luego de la demostracién
del teorema del barrendero. De momento damos la siguiente pista para resolver el
ejercicio, si u resuelve el problema que se propone, entonces jqué ecuacion resolveria
vi=u— @7

2.3. Demostraciéon del teorema del barrendero. Ya estamos listos para de-
mostrar nuestro resultado principal. Algunos pasos en la demostracién se explican
en términos més intuitivos que rigurosos. Esperamos que esta metodologia tenga un
mayor alcance pedagodgico y esperamos que los lectores mas inclinados a los aspectos
formales puedan llenar los detalles méas técnicos en la demostracién.

Demostracion del Teorema[I. Asumiendo la notacién e hipétesis del teorema, defini-
mos de forma recursiva y partiendo de wg := 0 las funciones ug := ug—1 + pr—11sp,
las cuales son nulas en el complemento de 2 y verifican la ley de conservacién. En
términos de ecuaciones para estas funciones tenemos que

Auy = pig — pen £,
up =0 en Z2\ .

Definimos también u : Z2 — R como la solucién de
Au = —p en €,
u=0en Z>\ Q.

Gracias al resultado de existencia y unicidad (Corolario [3)) sabemos que u estd bien
definida y de su construccién queda claro que es independiente de los planes de
barridas.
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Para concluir la demostracion verificaremos los siguientes pasos:

1. poo := limg_ o pr estd bien definida.

2. Uso = limy_,oo up, estéd bien definida.

3. Uso = U.
Con esta estrategia podemos de hecho concentrarnos en un solo plan de barridas y
obviar el otro.

Para establecer los primeros dos puntos usaremos que toda sucesiéon no-decreciente
y acotada por arriba, necesariamente tiene un limite.

Para ver el primer punto basta con fijarse en el comportamiento de u, en Z2\ 2, ya
que sabemos por hipdtesis que estas tienden a cero en 2. Afortunadamente tenemos
que en Z2\ Q se tiene que i es una sucesién no-decreciente de funciones tal que py, —
estd mayorizada por el total de arena que inicialmente esta en ). La monotonia de
en Z? \ € se tiene porque ninguna barrida pasa por las casillas en el complemento de
Q, solamente podemos ir sacando arena hacia el complemento. La cota para p; — i en
72\ ) se debe en cambio a que no podemos depositar mas arena en x € Z?\ 2 que el
total que se encuentra originalmente en €. Es decir, que para x € Z2 \

po(r) < p(x) < pa(e) <. < ply) + pl).
yeQ

Con este razonamiento ya hemos justificado la existencia del limite en el primer paso.

De la propia construccién de {uy }x>0 se puede ver que esta forma una sucesién no-
decreciente de funciones, puesto que en cada iteracién uy — ug—1 = pg—1(bg)1p, > 0.
Basta con probar que u > uy para demostrar el segundo punto (y como bono obtener
la mitad de lo que nos hace falta para el tercer punto, u > uy,). Gracias a la linealidad
del Laplaciano tenemos que la diferencia vy := u — uy satisface

Avg = Au— Augy = —p — (g — p) = —p < 0 en €,
vp =0 en Z?\ Q.

Del principio del minimo (Lema [2)) se deduce que vy, > 0 y por lo tanto u > uy.
Ahora que sabemos que los limites fioo ¥V Uso estan bien definidos, y dado que
b1,b2,... € Q) barre a u de €2, tenemos que tomando k — oo en el sistema para uy

Ao, = —p en €,
Uso = 0 en Z2\ Q.

Por la unicidad de soluciones del problema lineal (Corolario |3) llegamos a que nece-
sariamente Uy, = U.

Recordemos que de hecho la conservacién de masa Auy = pp — p es una igualdad
vélida en todo Z2. Una vez establecidos los tres pasos concluimos la demostracién
haciendo notar que de la férmula anterior se tiene que en el limite uo, se puede
calcular a partir de

Poo = p+ Atoe = p+ Au,
una identidad que es independiente del plan de barridas dado que por definicién p y
u son independientes del plan. O

Nuestro teorema garantiza que para cualquier 2 C Z? finito y p : Z? — [0,00) se
tiene que si p puede ser barrido de €2, entonces la distribucién de arena que queda
por fuera de € es independiente del plan. Queda abierta la pregunta de si podemos en
todo caso barrer o no a p de 2. Te invitamos a que demuestres el siguiente resultado.
En la justificacién es ttil que pienses en algunas de las técnicas que fueron ilustradas
en la demostracién anterior.

TEOREMA 4. Dado 2 C Z? finito y p = Z* — [0,00) ewiste por lo menos un plan
b1,b2,... € Q que barre a p de €.

2.3.1. Ejercicio 4. Demuestra el teorema.
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2.4. El nucleo de Poisson. Los teoremas anteriores nos permiten dar un sentido
riguroso a la siguiente construccién. Dado Q C Z2? finito buscamos definir una
transformacién Pqo la cual toma una distribucién de arena p : Z* — [0,00) (o

equivalentemente un vector de [0, oo)Z2) y devuelve la distribucién de arena p., que
resulta al barrer p de . En la siguiente definicién podemos de hecho considerar
distribuciones con valores negativos.

Definicién 5. Dado Q C Z? finito, definimos el nicleo de Poisson como la
2 2
transformacién Po : RZ — R% tal que

Pa(p) = p+ Au,

donde u es la solucién de
Au= —p en ),
u=0en Z*\ Q.

Observamos que dado p : Z2 — R, tenemos que el resultado de la transformacién
vuelve a ser una funcién Po(u) : Z?> — R la cual se anula en . Los valores méas
interesantes son justamente Py (1)(y) para y € Z? \ . Por dar un ejemplo ilustrativo
que usaremos mas adelante tenemos que

1

2 sly ~ xg,
Py (1 =9a
{ 0}( xo)(y) {0 en cualquier otro caso.

Equivalentemente

1
P{ro}(]lzo) = 1 Z 1.

xr~ITo

De la linealidad del problema intuimos que P, también deberia ser lineal.
LEMA 6. Sean Q C Z? finito, a, B € R, y p,v : Z> — R, entonces
Polag + Bv) = aPa(p) + BP(v).
Demostracion. Sean u, v, w : Z2> — R tales que
Au = —p en €,
u=0en Z>\ Q.
Av = —ven ,
v=0enZ>\ .
Aw = —(au+ Bv) en Q,
w=0en Z>\ Q.
por definicién sabemos que
Po(p) = p+ Au,
Po(v) = v+ Av,
Po(ap + Bv) = ap+ Br + Aw.
Basta con demostrar que w = au + Sv para obtener de esta forma que
Po(ap+ fv) = ap+ v+ Aw,
— alu+ Au) + B(v + Av),
= aPq(p) + BPa(v).

Ambas funciones, w y (qu+ fv), se anulan en Z2\ €2, y ademéas cumplen A(au+ Bv) =
Aw = —(ap + fv) en Q. Por la unicidad de soluciones podemos concluir la identidad
esperada. 0
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Gracias a esta linealidad observamos que solamente hace falta saber como actia
P sobre las distribuciones puntuales, es decir de la forma 1,, para recuperar su
comportamiento sobre una distribucién arbitraria, la cuales se descomponen tomando

la superposicion
= Z (@) Ly.

€72

En otras palabras
Po(w) = 3 pla) Pa(L.).
TE€Z?
En la literatura es usual definir en cambio al nucleo de Poisson como
Pq : 7% x 72 — R tal que
Pa(z,y) = Pa(1)(y).

Es decir, la fraccion de arena que recibe un bote en la casilla y cuando se barre de 2 un
montoncito en = (con la excepcién de que Po(z,y) = 0 si y € Q). Incluso podriamos
fijarnos exclusivamente en los casos donde © € Q y y € Z? \ Q, dado que los otros
escenarios son de alguna forma triviales. Cuando z € Z?\ Q no habria nada que barrer
en 2, y si y € Q entonces dicha casilla queda limpia al final de la secuencia de barridas.

2.4.1. Ejercicio 5. Demuestra que si x € Z? \ Q entonces
Po(z,y) = 1.(y).
Por otro lado, para z € Z? y y € Q se tiene que
PQ (.’L‘, y) =0.

Gracias a la interpretacién de nicleo de Poisson en términos del problema del
barrendero es natural pensar que dados £ C §y C Z2 finitos, se tiene que al barrer
primero a 21 y luego a {25, se obtiene lo mismo que al barrer solamente (25. En términos
precisos tenemos el siguiente resultado. Puedes dar una demostraciéon usando ideas
parecidas a las que usamos para demostrar la linealidad.

LEMA 7. Dados Q C Qo C Z? finitos se cumple que
PQ2 = PQ2 o PQI.

2.4.2. FEjercicio 6. Demuestra el lema.
Como consecuencia de la linealidad y el lema anterior tenemos la siguiente inter-
pretacién dual del nicleo de Poisson.
LEMA 8. Sea Q C Z? finito. Para y € Z* fijo, la funcion u(x) = Pq(x,y) =
Pq(1,)(y) es la solucion de
Au=0 en Q,
u=1, en Z*\ Q.

Demostracion. La condicién de borde se sigue del Ejercicio 5. Para x € Z2 \ Q

Po(z,y) = Ta(y) = 1y(2).

Para verificar la ecuacién usamos el Lema [7] con Q0 = {z} C Qy p = 1, tal que

zZ~T T

En otras palabras A, Po(z,y) = 0. O

El niticleo de Poisson nos ofrece asi una solucién particular de la ecuacién Au = 0
en 2. Notemos por otro lado que las condiciones de borde de la forma 1, son
suficientes para reconstruir cualquier otra condicién de borde arbitraria gracias al
principio de superposiciéon. En otras palabras hemos llegado a la siguiente férmula de
representacion.
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COROLARIO 9. Sea Q C Z2 finito. La solucién u : Z2 — R del problema

Au =0 en Q,
u= enZ*\Q,

puede escribirse en términos del nicleo de Poisson como

u@) = Y ¢(y)Palz,y).

yEZA\Q

2.4.3.  Ejercicio 7. Dadon € N, calcula el niicleo de Poisson para Q = [1,n]x{0}NZ2.

3. PROBLEMA CONTINUO

Las herramientas que hemos desarrollado hasta este punto son una interpretacién
discreta de un método que a finales del siglo diecinueve logré dar respuesta a uno
de los problemas méas importantes en la teoria de funciones analiticas: La posibilidad
de encontrar soluciones al problema de Dirichlet. En esta secciéon daremos un breve
vistazo al modelo continuo resaltando sus analogias con el modelo discreto. Finalmente
observaremos como aun hoy en dia las técnicas que hemos descrito en esta nota se
utilizan en matemadticas puras y distintas aplicaciones practicas.

3.1. El Laplaciano. El Laplaciano de una funcién v : R™ — R doblemente
diferenciable estd dado por

"L 0%
o) = Z W(Io)
i=1 ?

Este aparece motivado de forma geométrica cuando consideramos la diferencia entre
los promedios de u en una esfera’| de radio » — 0% y su valor en el centrdd]

1

2
u\xr) — ulx x :L u\x 07"2 .
(2) |aB( )| 9B, xo)( ( ) ( 0))dS( ) QTZA ( 0)+ ( )

Recordemos que para v : Z2 — R se tiene algo muy parecido aunque mucho més

sencillo,
v(xg) =1 Z —v(zo).

T~
Es decir la diferencia entre el promedio de v en los nodos adyacentes a zq y el propio
valor de v(zg). En el caso discreto no tenemos que preocuparnos por el limite cuando
el radio tiende a cero porque de hecho tenemos a la mano “el radio mas pequeno”.

Veamos rapidamente la demostracién de la identidad . Tomando el cambio de
variables x = zg + rf y usando la expansion de Taylor

1
[0B,(x0)| Jos, (o) (u(z) - u(0)) dS(2),

2
= \31Bl\ (rDu(xo) -0+ %9 - D%u(x0)0 + 0(7“2)) ds ().
OBy

La integral del primer término en el lado derecho se cancela por la simetria impar del
integrando sobre la esfera.

5Denotamos las bolas y las esferas respectivamente como
Br(z0) :={z € R" | ||z — zo]| < T},
OBy (z0) :={z € R" | ||z — zo|| =7}

Si omitimos el centro es porque asumimos que este es el origen (zg = 0).

6El término o(r?) representa una funcién que tiende a cero mds répido que 72,

(7),

es decir

hnlr~>0+



EL PROBLEMA DEL BARRENDERO 19

Para el segundo término tenemos que

6 - D*u(x0)0 dS(0) =
9B,

— LiOT 9B,
Los términos con i # j se cancelan igualmente por simetria impar. Restan asi los
términos donde ¢ = j para los cuales se tiene que una vez mas por simetria

B
/ 02dS(0) = ... = / 62dS(6) / Ze’%zs |a 2y
BBl aBl 8Bl =1
Dado que Y7, 67 =1 para 6 € 9By.

Como conclusion tenemos que cuando reunimos los términos

1 r? o= 0%u
_ w(zx) — u(xg)) dS(x) = — — (z0) + o(r?),
B0y ()~ 0 5(0) = 23 5 an) +fr)

r? 9
= %Au(xo) + o(r?).

Ciertamente la férmula que hemos demostrado es ilustrativa desde el punto de vista
geométrico pero poco practica para calcular. En ese caso se suele usar en cambio la
suma de las segundas derivadas.

Si aproximamos a las derivadas de una funcién usando los cocientes incrementales
obtenemos que

ou (2) = lim u(z + (e/2)e;) —u(x — (g/2)e;)
82L‘i e—0 S ’
@(x) — lm Oiu(x + (e/2)e;) — Ou(x — (e/2)e;)
8xl2 e—0 € ’

ou(x - ee;) — 2u(x) +u(x — gey)

o sh—% g2 '

Por lo tanto
5 1

Au(z) =lime = — Z (u(y) — u(z))
e—0 2n
Yoot
donde tomamos y ~. z si y es de la forma x + ee;. Hemos descubierto asi la segunda
analogia entre los Laplacianos discretos y continuos.

Otras propiedades que igualmente se cumplen para el Laplaciano continuo son el
principio del minimo y la existencia de un nicleo de Poisson (o la medida armdnica)
para un dominio 2 C R™ y bajo ciertas hipétesis. Para aquellos lectores que ya
han tomado un curso de ecuaciones diferenciales parciales, seguramente ya se habian
encontraron con algunas de estas ideas en sus cursos. Para los que atin no lo han hecho
esperamos haber alimentado la curiosidad para embarcar el viaje en una hermosa
disciplina de las matematicas.

Apenas vimos un modelo que enfatiza una ley de conservacion o un fenémeno
de difusién. Las conexiones con distintas areas son de hecho abundantes, tanto
en fisica (electromagnetismo, mecénica de fluidos, mecdnica estadistica, cudntica,
etc), biologfa (dindmica de poblaciones), geometria (flujos geométricos, superficies
minimas), probabilidad (modelos estocéasticos, finanzas), optimizacién (penalizacién
por gradiente), y pare usted de contar. Una amena referencia que ilustra las conexiones
con probabilidad y redes eléctricas es Random Walks and Electric Networks por Peter
G. Doyle y J. Laurie Snell [5].

3.2. Un breve vistazo a la historia del balayage. Las ecuaciones diferenciales
nacieron a partir de la formulacién matematica de distintos procesos y modelos
fisicos. Gracias a la teoria mecdnica de Newton podemos entender la evolucién de
sistemas de cuerpos representados por parametros puntuales que describen distintas
configuraciones (posiciones, velocidades, dngulos, etc.). Sin embargo, no todos los
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fenémenos naturales pueden ser descritos puntualmente por una cantidad finita de
parametros, pensemos en cambio en fluidos como lo son los liquidos o los gases, la
descripcién de una membrana en reposo, o incluso modelos poblacionales donde la
gran cantidad de individuos hace poco practico hacer seguimiento de cada uno de los
agentes. En estos casos son necesarias la ecuaciones en derivadas parciales (EDPs). La
importancia de las EDPs en fisica fue reconocida tan pronto como el célculo diferencial
e integral fue establecido durante los siglos diecisiete y dieciocho. Tengamos en cuenta
que incluso hasta mediados del siglo diecinueve podria decirse que, fisica, matematicas
e ingenierias formaban parte de una misma disciplina.

Durante siglo diecinueve las matemédticas comenzaron a establecer las bases axiomati-
cas del célculo, reemplazando las motivaciones fisicas e intuitivas por demostraciones
rigurosas. En esta division entre matematicas puras y las ciencias aplicadas, las EDPs
habitaban una zona fronteriza, siendo muy aplicadas a fenémenos reales para merecer
el andlisis abstracto. Sin embargo, no tardaria en llegar el momento en que se descu-
briese que las EDPs juegan un rol protagénico dentro de las mismas bases abstractas
de las matematicas.

Podemos decir que fue en el andlisis de funciones complejas, y en particular la
tesis de Riemann en 1851, donde las EDPs hacen su primera apariciéon dentro de las
matematicas. Las simetrias de los niimeros complejos son una poderosa herramienta
que (contradictorio a su nombre) simplifican el cdlculo real. El punto de partida son las
funciones de la forma f = u+iv diferenciables de los complejos en si mismo los cuales
identificamos por z = z + iy. Para que la definicién de la derivada sea consistente en
este caso es necesario que las partes real e imaginaria de f satisfagan las ecuaciones

de Cauchy-Riemann
Ju  Ov Ju v

oxr oy’ oy  Ox’
De esta forma descubrimos adicionalmente que uw y v son funciones arménicas dado
que
%u  O%u B 0%v 0%v _o
Ox2 + oy2  0xdy Oydx
v 0% 0%u 0%u
Av= 02 + oy2  Oxdy + oyox 0

Un punto clave en célebre teorema del mapeo de Riemann, uno de los resultados mas
importantes en analisis complejo y geometria de superficies, consiste en la posibilidad
de encontrar soluciones para la ecuacién de Laplace en un dominio Q@ C R? con un
dato de borde continuo ¢

Au =

Au=0en Q,
u = ¢ en 0.

Hasta ese momento, la resolucién de dicha ecuacion no era realmente una prioridad
en el andlisis matematico. Con ella se modela por ejemplo la distribucién de tempe-
ratura en una placa dada por €2 y por lo tanto su resolucién era palpable. Riemann
teniendo en cuenta que tales justificaciones no serian suficientes para los estandares
que se estaban estableciendo para ese entonces justificé la resolucion de la ecuacién
haciendo notar que esta es la ecuacién de punto critico cuando buscamos minimizar
el funcional’ de Dirichlet

w— D] ;:/ | Dul2dz.
Q

Dado que dicho funcional es no-negativo, quedaba “claro” que donde se alcanzara el
minimo, bajo la restriccion u = ¢ en 052, tendria que encontrarse la soluciéon buscada.

Veamos rapidamente que queremos decir con esta idea de la ecuacién de punto
critico. Sea 7 : 2 — R una funcién suave tal que n = 0 en 0€2. Si u : Q — R realiza el
minimo de D[u] bajo la restriccién u = ¢ en 02 entonces f(e) := D[u+en] alcanza su

"Un funcional es una funcién que es evaluada a su vez sobre otra funcién
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minimo en € = 0. Usando que en los minimos de una funcién se tiene que al derivada
se anula encontramos que

d
de

d
de

2/ Du - Dndz,
Q

= 72/ nAudz.
Q

La dltima igualdad se obtiene usando integraciéon por partes y el hecho que n =0 en
09). Dado que dicha identidad debe ser cierta para n arbitraria se deduce que Au =0
en €.

Weierstrass hizo notar que este razonamiento ain carecia de rigor matemaético.
No cualquier funcién no negativa (o en general acotada por debajo) debe tener
necesariamente un minimo, por ejemplo pensemos en la funcién exponencial en los
reales. De hecho, en 1871 Friedrich Prym encontré un caso para 2 = B; donde existe
una funcién continua ¢ en la circunferencia pero sin embargo para cualquier funcién
continua que satisface u = ¢ en OBj se tiene que D[u] = co. Quedaba definitivamente
abierta la validez del andlisis complejo que tantos avances habia logrado en multiples
areas de las matematicas.

Simultaneamente a esta crisis, Hermann Schwarz, otro prominente matemaético
reconocido por sus trabajos en analisis complejo, habia propuesto un ingenioso método
para resolver la ecuacién de Laplace en un dado dominio = Q7 U Q5 que se
descompone en otros més sencillos 21 y 9. Gracias los trabajos de Fourier, Gauss,
Green y Poisson entre otros, se conocen férmulas de representacion para la solucién de
la ecuacion de Laplace con un dato de borde dado cuando el dominio es por ejemplo
un rectangulo o una bola, con esto nos referimos a esta clase de “dominios sencillos”.
Cuando en cambio tenemos = Q; U 5 se tiene que la solucién del problema de
Dirichlet se recupera en el limite cuando, partiendo de una funcién ug tal que ug = ¢
en Jf), resolvemos alternadamente los problemas

/ |D(u + en)|2da,
e=0/Q

/ (€*|Dnl|* + 26 Du - Dy + || Dul|*)dz,
e=0JQ

Augg+1 =0 en Q, Augp, = 0 en Q,
Ung1 = ugg en 2\ Oy, Usg = Ugp—1 en 2\ Qy.

Heuristicamente, comenzamos con un candidato ug que a pesar de tomar los valores
deseados en la frontera puede no tener el Laplaciano que necesitamos. En cada
iteracién lo que vamos haciendo es justamente “barrer el Laplaciano” de la funcién
dada en el sub-dominio donde sabemos exactamente como resolver la ecuaciéon de
Laplace.

Esta idea se generaliza sin problema al caso donde 2 es la uniéon de mas de dos
subdominios, incluso una cantidad numerable de ellos. No solamente desde un punto
de vista practico esta metodologia ofrece una idea 1til, sino también desde el teérico.
Tengamos en cuenta que cualquier dominio se descompone como unién de bolas (por
ser un conjunto abierto). Esta iltima observacién en el caso numerable probablemente
no tendria mucho valor practico a la hora de calcular soluciones, sin embargo fue clave
en el andlisis de Poincaré.

Felizmente (y casi cuarenta anos después de la tesis de Riemann) Henri Poincaré
completd el andlisis riguroso de este método, hoy conocido como balayage que se
traduce como barrer [7]. La idea consiste en tomar una sucesién de bolas By, Ba, ... C
Q tales que para cualquier z € Q se cumple que z pertenece a un nimero infinito
de bolas de la sucesién. Comenzando con una funcién continua ug :  — R tal que
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up = ¢ en (2, definimos las iteraciones uy : Q — R tales que

Auk =0en Bk,
up = ug_1 en 0\ By.

El reto consiste en demostrar que u; — u donde u :  — R es una funcién continua,
doblemente diferenciable en () y satisface

Au=0en Q,
u=¢enQ\ By.

A pesar de las similitudes que podemos encontrar con el problema del barrendero,
el tratamiento en el caso continuo es mucho mas delicado, pensemos por un momento
algunos de los obstaculos que nos encontraremos en este escenario. Mientras que para
sistemas lineales de dimension finita con igual niimero de incégnitas que de ecuaciones,
la biyectividad es equivalente a la inyectividad esto no necesariamente se cumple en
sistemas de dimensién infinita como el que tenemos en el caso de la EDP. Por otro
lado, la convergencia puntual de ux — u no es suficiente para decir que u hereda las
ecuaciones que satisface la sucesion, es necesario tener un control mas estricto de las
soluciones. Abordar estos aspectos de forma rigurosa, usando por ejemplo el principio
del minimo y la desigualdad de Harnack, es lo que hace de la demostracién de Poincaré
uno de los avances més significativos de su época en el analisis de EDPs.

Ya entrado el siglo veinte, Oskar Perron encontraria una util y profunda inter-
pretacién al método de Balayage [6]. Cuando adicionalmente pedimos que Aug < 0
obtenemos que {uj} es una sucesién decreciente de funciones super-arménicas, es decir
que también satisfacen Auy < 0 (en un cierto sentido débil). Por lo tanto podemos
decir que u es el infimo de una familia de funciones super-armonicas. Mds aun, por
el principio del minimo sabemos que cualquier funcién super-armonica que tenga el
mismo dato de borde que la soluciéon u debe necesariamente mayorizar la solucién
u. El método de Perrén dice asi que la solucién del problema de Dirichlet se obtie-
ne justamente como la envolvente inferior de la familia de funciones super-armonicas
que toman el dato de borde prescrito. Mucho mas recientemente a partir de los anos
ochenta, estas ideas basadas en el principio de comparaciéon han motivado la teoria de
soluciones viscosas [4], las cuales son una de las dreas de investigacién activas hoy en
dia en el andlsis de EDPs.

Los esfuerzos por seguir analizando el funcional de Dirichlet, su posibilidad de
encontrar minimos, y cuando estos resuelven una ecuacion diferencial son parte de
otra historia muy interesante en la cual no haremos mayores comentarios. Solamente
quisiéramos hacer notar que, teniendo en mente esta otra direccién, Hilbert propuso
dos de sus veintitrés famosos problemas que guiarian el desarrollo de las matematicas
en el siglo veinte. En particular, mucho en el desarrollo del andlisis funcional y de la
teorfa de la medida fue consecuencia de estas preguntas. Recomendamos el articulo
de H. Brezis y F. Browder para informacién mds detallada al respecto [1].

Uno de los aspectos que salta a la vista de esta breve historia es la retroalimentacién
entre la practica intuicién fisica con la abstraccién y el desarrollo del analisis moderno.
No vemos como algo negativo haber encontrado que la demostraciéon de Riemann
estaba incompleta, més bien representé la oportunidad de profundizar y consolidar
aspectos que llevaron al desarrollo del andlisis que hoy conocemos. Significé que el
problema era mucho més interesante de lo que sospechdbamos inicialmente. Por el
otro lado, la intuicién tampoco es una herramienta que debe ser descartada sino todo
lo contrario. De hecho asi lo manifesté en multiples ocasiones el mismo Poincaré.

Esta interconexion entre matematicas y fisica sigue muy presente hoy en dia. Por
poner un ejemplo famoso, la conjetura de Poincaré, la cual plantea una propiedad
topolégica abstracta para describir a las esferas, pudo ser resuelta gracias al programa
de Richard Hamilton quien propuso en los afios ochenta un flujo parabdlico (el que
describe la evolucién del calor) para la métrica. Grigori Perelman es quien logra
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finalmente concluir a comienzos del siglo veintiuno el plan trazado por Hamilton.
Su demostracién, entre varios aspectos profundos de andlisis, propone un cuidadoso
control de la entropia del flujo, es decir una cantidad que originalmente conocemos
por sus motivaciones en termodindmica y que a simple vista no es natural relacionar
con geometria (aunque quizds no para Perelman y otros cuantos).

En el mundo préctico el método de balayage ha sido redescubierto en multiples
ocasiones. Hoy en dia los métodos numéricos para resolver problemas de aprendizaje
por refuerzo pueden ser considerados una adaptacién de las iteraciones de Schwarz. De
hecho, el mismo principio de programacién dinamica en la teoria de control 6ptimo es
también una manifestacién de esta teorfa. En la siguiente charla [2] discuto con mayor
detalle las interconexiones con la teoria de control éptimo.

4. SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS

4.1. Ejercicio 1. En este caso obtenemos la serie

i 1+1+i+ fi
64 8 8 ) 56

4.2. Ejercicio 2. Tenemos que si denotamos por u; al valor de u en la casilla i,
entonces el sistema de ecuaciones es

—uy + jug + jus = —1,

1 1 1, _

Zul — U2 + Zu;g + Z’LL5 = O7

1

ZUQ — Uz = 0,

1 1

U1 —ug + zus =0,

1 1

FU2 + FU4s — Us = 0.
La cantidad de arena que recibe el bote en el limite estd dada asi por

foo((2,0)) = uz + Lus ~ 0,066.

4.3. Ejercicio 3. La existencia y unicidad de la solucién u es equivalente a encon-
trar una unica funcién v := u — ¢ tal que

Av = —p en §,
v=0enZ?\Q,

donde 1 = Ag. Sabemos que v existe de forma unica gracias al Corolario

4.4. Ejercicio 4. Sea by,bs,... € © un plan que recorre cada casilla un nimero
infinito de veces. Por ejemplo, cualquier plan periédico donde aparezcan todas las
casillas de €. Esta condicién implica que para cada x € (2, existe un ntimero infinito
de sub-indices tales que py () = 0. Basta probar as{ que pioo = limg_,o0 i €xiste para
deducir que s = 0 en €2, es decir que by, by, ... € Q barre a u de €.

Definimos uy, y u exactamente como en la demostracién del Teoremal[l] Recordemos
que ug es no-decreciente y (por el principio del minimo) acotada por u, por lo tanto
Uso := liMy_, o u estd bien definida. Dado que pr = p+Awuy tenemos que la existencia
del limite para u; queda demostrada por la existencia del limite para uy.

4.5. Ejercicio 5. Sea z € Z?\ Q y u : Z?> — R tal que

Au= -1, en (,
u=0enZ>\ Q.

Dado que —1, = 0 en Q, puesto que x € Z? \ €, tenemos que necesariamente v = 0 y
por lo tanto

Po(z,y) = Po(1:)(y) = 1a(y) + 0 = 1.(y).
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Por otro lado, para yu : Z2 — R arbitraria sea u : Z? — R tal que
Au = —p en €,
u=0en Z>\ Q.
Si y € Q entonces

Po(p)(y) = py) + Auly) = ply) — py) =0
En particular Po(x,y) = Pa(1,)(y) = 0.

4.6. Ejercicio 6. Sea u : Z?> — R arbitraria y u,v,w : Z2 — R tales que

Au = —p en Q,
u=0en Z%\ Q.

Av = —Pq, () en Qy,
v=0en ZQ \ QQ.

Aw = —p en Qo,
w=0en Z?\ Q.

por definicién sabemos asi que
Po, (p) = p+ Au,
Po, (Pa, () = Po, (k) + Av,
Pa, (1) = p+ Aw.
Basta con demostrar que w = u + v para obtener de esta forma que
Po, (1) = p+ Aw = p+ Au+ Av = Po, (1) + Av = Po,(Pao, (1))-

Ambas funciones, w y (u+v), se anulan en Z?\ Q, veamos entonces que A(u+v) =
Aw = —pu en €y para concluir por unicidad la identidad esperada.

En 1 C Qs tenemos que Py, (1) = 0y por lo tanto A(u+v) = —p+ Po, (1) = —p.
En el complemento Qs \ Q1 usamos que Av = —Pq, (1) = —(1v + Au) y por lo tanto
A(u + v) = —p. Esto concluye la demostracién.

4.7. Ejercicio 7. Calcularemos Pq(z,y) en los casos no triviales los cuales estédn
dados por x € Q = [1,n] x {0} e y € Z?\ Q tal que es adyacente a por lo menos una
casilla de 2. En cada uno de los casos a continuacion fijaremos y y denotaremos por
pi = Pq((i,0),y) para i € [0, (n + 1)].

Caso 1: Siy = (n+ 1,0) tenemos que p; satisface

po=0,  pPny1=1 pip1+pio1=4ps.
Para esta recurrencia se tiene el polinomio caracterfstico P(x) = 22 — 4x + 1 cuyas
raices son r4 = 2 + V3. Por lo tanto
pi = Aﬁ"i +A_rt,

De las condiciones de borde vemos que

1
Ay =—-A = ——— .
+ 7AiJrl —’1"71+1
Es decir que para i € {0,1,...,n,(n+1)}
. ri — ot
Po((i,0),(n+1,0)) = —F———
it —

y en los demds casos seria cero.
El caso y = (0,0) es simétrico y da como resultado

nl—i ol

. T
Po((4,0),(0,0)) =
i =
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Caso 2: Siy = (j,1) con j € [1,n] tenemos que p; satisface para i # j
po =0, Pnt1 =0, Pi+1 + pi—1 = 4p;.
Para i = j se tiene en cambio que
Pj+1+pi—1+1=4p;.

Para analizar este caso partimos el intervalo [1,n] en los sub-intervalos [1,j] v [j,n] ¥
procedemos como en el caso anterior, siendo p; un pardmetro por ser fijado. Tenemos
de esta forma que

o A(ri —rt) sii€0,4],
b= Bt — e i €[4, (n+ 1))

Para que las férmulas coincidan en i = j requerimos que

J J
ry —nr_
B=A a -
n+1—j n+1l—j
Ty —Tr_

Finalmente la relacién p;+1+pj_1+1 = 4p; determina el coeficiente A = 1/(4da—b—c)
donde
J J
T (r 7 — I,
ri—kl—J e A -
El caso restante y = (j, —1) es muy similar al anterior.

] J e Jj—1 _
a=ry —1r’, b=ry  —rl 7, c=
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MUCHOS JUEGAN...;YO TAMBIEN QUIERO JUGAR!

RAUL MONTES-DE-OCA

RESUMEN. Se presentarda un ejemplo de un juego bipersonal, estatico, no coope-
rativo, con informacién completa y de suma cero conocido como el juego de los
volados. Este ejemplo servird para motivar los conceptos e ideas principales que
aparecen en juegos finitos, incluyendo la nocién de equilibrio de Nash dada a través
de la idea de mejor respuesta de cada jugador, presentando como meta final el
enunciado del teorema de Nash acerca de la existencia de puntos de equilibrio
en juegos finitos. Con todo esto, se espera que estudiantes de la licenciatura en
matematicas y areas afines se introduzcan y se interesen en el fascinante mundo
de la teoria de juegos.

1. INTRODUCCION

De manera general, un juego es cualquier situacién estratégica gobernada por reglas
con un resultado bien definido, caracterizado por la interdependencia estratégica entre
los jugadores ([6], [8], [9], [14], [15]).

La teoria de juegos estd relacionada con diversos problemas de toma de decisiones
que aparecen en areas como:

» Organizacién industrial/empresarial.
= Medicina.
» Administracién de recursos.
» Finanzas/Portafolios.
= Subastas.
Véase, por ejemplo, [4].

El principal objetivo de este trabajo consiste en introducir y motivar a estudiantes
de matematicas y areas afines en la teoria de juegos. Para alcanzar este objetivo, usare-
mos como hilo conductor un ejemplo de un juego bipersonal, estatico, con informacién
completa, no cooperativo y de suma cero ampliamente utilizado en la literatura de
juegos y que es conocido como el juego de los volados ([6], [15]). Con este ejemplo
motivaremos las ideas bdsicas de: estrategias puras y estrategias miztas, de mejores
respuestas, asi como la nocion de punto de equilibrio o equilibrio de Nash. Posterior-
mente, se presentard el enunciado del teorema de Nash ([11]) acerca de la existencia de
puntos de equilibrio en juegos finitos. También se comentard acerca de la demostracién
de este teorema, ligando a ésta con la nocién de punto fijo de la correspondencia de
mejores respuesta de ambos jugadores y con el teorema de punto fijo de Kakutani ([7]).

Elegimos el juego de los volados para desarrollarlo debido a que éste motiva, de
manera bastante clara, la nociéon de estrategia mixta a diferencia de otros ejemplos

2010 Mathematics Subject Classification. 91A10.
Palabras clave. Juegos finitos, juegos no cooperativos, equilibrio de Nash, juego de los volados.
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clésicos como el dilema del prisionero ([6], [14]) que no trataremos aqui.

Como una referencia complementaria se propone el libro de Siegfried ([13]) el cual
toca aspectos historicos y conceptuales de los juegos incluyendo, en particular, ideas
acerca de la contribuciéon de Von Neumann a la teoria de juegos las cuales no comen-
taremos en este trabajo.

Es importante mencionar que el trabajo esta escrito manteniendo en un minimo la
notacion para que las ideas queden de la forma méds intuitiva posible, pero, de manera
estratégica, se dan referencias adecuadas para cubrir completamente la parte formal
del tema.

El trabajo esta organizado como sigue. En la Secciéon 2 se describe con detalle el
juego de los volados dejando abierta la solucién del juego para una seccién posterior.
En la Seccidén 3 se desarrolla la teoria basica de juegos bipersonales siguiendo el articulo
[12], estableciendo la solucién de un juego como un punto de equilibrio. Posteriormente,
en la Seccion 4 se expone la solucion del juego de los volados y en la Seccién 5 se
presenta el enunciado del teorema de Nash comentando su relacién con el teorema de
Kakutani. En la Seccién 6 se dan algunos comentarios generales y la conclusion del
trabajo constituye la Seccién 7.

2. UN EJEMPLO

Los juegos a los que nos referiremos aqui ([6], [8], [9], [14], [15]) cuentan con las
siguientes caracteristicas: (i) tienen un ndmero finito de jugadores e igualmente hay un
numero finito de posibles decisiones para cada jugador; (ii) son estdticos, es decir, cada
jugador toma una sola decisién y cada jugador no tiene conocimiento de la decision
tomada por los otros jugadores antes tomar su propia decisién; (iii) se trata con juegos
no cooperativos, es decir, la unidad de anélisis es el participante individual en el juego
que se preocupa por hacer lo mejor posible por si mismo, sujeto a reglas y posibilidades
claramente definidas; y también (iv) se supondra que cada jugador es racional, es decir,
supondremos que cada jugador siempre dard su mejor respuesta y que cada jugador
cuenta con informacion completa, es decir, se supone que cada jugador conoce las
decisiones que tomard, asi como las decisiones de los demas jugadores y espera que
cualquiera de sus oponentes tome su mejor decision.

2.1. El juego de los volados ([15] p. 71). Se tienen dos jugadores, cada uno
de ellos posee una moneda de un peso donde, como es comun, la moneda tiene en
una cara un dguila (A) y un sol (S) en la otra. Los jugadores eligen una cara de su
moneda, es decir, escogen A 0 S y colocan la moneda del lado de la cara elegida sobre
una mesa, de forma simultdnea. Si las caras elegidas fueron dos dguilas o dos soles,
el Jugador 1 gana un peso (y el Jugador 2 pierde un peso), mientras que si las caras
elegidas fueron un dguila y un sol, el Jugador 2 se lleva un peso (y el Jugador 1 pierde
un peso). Obsérvese que en este juego lo que gana un jugador es lo que pierde el otro;
a los juegos con esta caracteristica se les conoce como juegos de suma cero ([9]).

En el Cuadro 1, se da una representacién de este juego conocida como la forma
normal del juego y en ésta se especifican: los jugadores, las decisiones (o estrategias
puras) de que dispone cada jugador y los pagos de cada jugador. Nétese que en los
dos niimeros que aparecen en los cuadros, el primero de ellos representa el pago que
recibe el Jugador 1 y el segundo nimero es el pago del Jugador 2.

Una vez establecido el juego se tiene la siguiente pregunta obvia: ;jqué decisién de-
bera adoptar cada jugador para obtener su méaximo beneficio?
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Jugador 2

A S

Al1-1] -1,1

Jugador 1 STa1] 1.1

CUADRO 1. Forma normal del juego de los volados

Primero, considérese las parejas (A, A), (S,S), (A,5) y (S, A), donde la primera
coordenada corresponde a la decisiéon tomada por el Jugador 1 y la segunda coordena-
da indica la decisién tomada por el Jugador 2. Nétese que ninguna de ellas es solucidn,
debido a que:

= en (A, A) al Jugador 2 le convendria més tomar la decisién S;
= en (A, S) al Jugador 1 le convendria m&s tomar la decisién S;
= en (S, A) al Jugador 1 le convendria més tomar la decisién A;

= en (S,5) al Jugador 2 le convendria més tomar la decisién A.

Entonces, jcudl es la solucién? Para presentar ésta necesitamos extender la clase de
las posibles decisiones o estrategias puras que puede tomar cada jugador, de hecho, como
veremos después la solucién de este juego se alcanza en la clase de las estrategias mixtas las
cuales combinan adecuadamente las posibles estrategias puras de cada jugador. Entonces a
continuacién estableceremos un poco de teoria y posteriormente, en la Seccién 4, ofreceremos
la solucién del juego de los volados.

3. UN POCO DE TEORIA DE JUEGOS BIPERSONALES

3.1. Modelo bésico. En esta seccién daremos la teoria béasica de juegos finitos biperso-
nales, tomada esencialmente del articulo [12], aunque también puede encontrarse en textos
como el [14]. De forma breve, tenemos:

e 2 jugadores;

e cada Jugador ¢ tiene asociado un conjunto finito II; de estrategias puras. Por simpli-
cidad y para cubrir el caso del ejemplo de los volados supongamos que cada uno de
los conjuntos II; y Il2 tienen dos estrategias puras, es decir:

II; = {a,b} y Iy ={a,B};

e cada Jugador i, tiene asociada una funcion de pago wu;, donde w; : I} x IIs — R.

3.2. Estrategias mixtas para el Jugador i,¢ = 1,2. Esta clase de estrategias son vec-
tores de forma:

(777 1- 77)7

con 0 < n <1y se tiene la interpretacién de que el Jugador i toma una de sus estrategias
puras con probabilidad n y la otra con probabilidad 1 — 7. Nétese que los casos especiales
cuando n = 0 y 7 = 1 dan como resultado las estrategias puras correspondientes al jugador
en cuestion.
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3.3. Funcion de pago sobre las estrategias mixtas. Se extiende la funcién de pago
u; a la clase de las estrategias mixtas de la siguiente manera: tomese 0 <9 <1y 0 <~y < 1.
Entonces, en términos de la teorfa de la probabilidad ([1]) podemos pensar que tenemos dos
elementos aleatorios:

X = a con probabilidad 6
" 1b con probabilidad 1 — @

vyl con probabilidad
N B con probabilidad 1 —

donde se supone que X y Y son independientes, con vector conjunto dado por:

con probabilidad 0 - v

con probabilidad 6 - (1 — )

con probabilidad (1 —8) -y

con probabilidad (1 — ) - (1 —0)

8
£

(XvY) =

R
o~ e
2B

y usando la funcién de pago u; sobre las estrategias puras, tenemos la funcién de pago
conjunta aleatoria dada por:

u;(a, @) con probabilidad 6 -

w(X,Y) = ui(a,8) con probabilidad 6 - (1 — )
u;(b,) con probabilidad (1 —6) -~
u;(b,8) con probabilidad (1 —+) - (1 —6).

De aqui se obtiene que la esperanza de u;(X,Y") estd dada por:
Blui(X,Y)] = wi(a, )0 - v +ui(a, 8)0 - (1 —7) + ui(b,a) (1 = 0) - v + ui(b, B)(1 = 0) - (1 — ).

En este sentido la férmula anterior se puede pensar como el pago esperado del Jugador ¢ y
de hecho, esta férmula se usard como la extensién de la funcion de pago para el Jugador 4
sobre la clase de las estrategias mixtas, con la notacién:

Por otro lado, es facil verificar la siguiente igualdad realizando los productos involucrados en
el lado derecho de ésta:

W) GO0 G- = (oa-0) (Lo w0 ),

También, a la matriz

la llamaremos la matriz de pagos del Jugador <.

Nota

Como es comin, se supone que los pagos esperados U; definidos en (1), son una representacién
de las preferencias de individuos racionales, por tanto el objetivo de un individuo consiste en
mazimizar su funcién de pago esperada (véase la Seccién 1.3 y la Nota 4.9 del libro [15]).
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Esto sera utilizado en en la siguiente subseccién.

3.4. Mejores respuestas. Sean X1 y Yo los conjuntos de estrategias mixtas para los ju-
gadores 1 y 2, respectivamente y 3 = ¥; X Y2. Entonces, tenemos:

e 11 € X1 es una mejor respuesta mirta del Jugador la la estrategia mixta so € Y2 de
su oponente si

Ui(ry,s2) = qmeég Ui(q1, s2);
1 1

e 7o € Yo es una mejor respuesta mixta del Jugador 2 a la estrategia mixta s; € X1 de
su oponente si

Us(s1,72) = q§1€é§2 Uz(s1, g2);

e Para las estrategias mixtas s; € 31 y s2 € Yo, considere:
F(Sl,SQ) = {(7'1,7‘2) EZ:Ul(T'l,Sg) = méax U1(q1,82) Yy U2(81,7‘2): max UQ(Sl,qQ)}.
q1€3] qoE€EXo

Entonces la correspondencia de mejores respuestas de ambos Jugadores estd dada por
la funcién:

(81, 52) — F(Sl, 82).

3.5. Puntos de equilibrio. Un perfil de estrategias mixtas (s7,s3) € ¥ es un punto de
equilibrio o un equilibrio de Nash si: para el Jugador 1, s] es una mejor respuesta para s3, y
para el Jugador 2, s5 es una mejor respuesta para sj.

Nota

Es importante notar que para s] € X1 y s5 € Yo, tenemos que (s7,s3) es un punto de
equilibrio <= (s1,s5) es un punto fijo de la correspondencia de mejores respuestas, donde
punto fijo en este caso significa que:

(s1,82) € T(s1,52).

4. SOLUCION DEL JUEGO DE LAS MONEDAS

En esta seccién, presentaremos la solucién del juego de los volados dado en la Seccién 2, y
para dar ésta seguiremos las definiciones de mejores respuestas, mejor respuesta conjunta y
punto de equilibrio dadas en la seccién anterior. Primero comenzaremos por dar las matrices
de pago que corresponden a cada jugador:

1 -1 -1 1
Jugadorl = ( 1 > Y Jugador2 = ( 1 )

Como ya comentamos, el punto de equilibrio no se alcanza en las estrategias puras, en-
tonces lo buscaremos en la clase de las estrategias mixtas, para esto témese: 0 < 0 < 1,
0 <~ < 1. Entonces, de (1) tenemos para el Jugador 1:

1—n

Ui((6,1-0),(1.1-7) = (9,1_9)(_11 —;)( v >
= (2y—1)(20—1).

Ahora construiremos la funcidn de las mejores respuestas (BR1) que el Jugador 1 puede
darle al Jugador 2. Para ilustrar cémo se obtiene esta funcién considere, por ejemplo, que el
Jugador 2 decide tomar una estrategia mixta con v > 1/2, entonces 2y — 1 > 0 y la recta
dada por (2y — 1)(20 — 1), como funcién de 6 € [0, 1] tiene pendiente positiva, por lo que el
méximo de U1 ((0,1—6), (7,1 —+)) se alcanza en 6 = 1. Por tanto, para v > 1/2 se tiene que
BR1(y) = 1. Los demés casos para describir la funcién BR; se obtienen de manera similar.

Por tanto, la funcién BR; queda dada por:
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0=0 sty <1/2
BRi(y)=4¢ 6=1 sty >1/2

0<6<1 s v=1/2

Siguiendo lo anterior, de manera andloga obtenemos para el Jugador 2:

(o1 -0, 1= = (on-o) (7 1) (42,

= —(2v—-1)(20-1).
y la correspondiente funcion BR2 queda dada por:
y=1 st 0<1/2

BR:(6)={ v=0 si 0>1/2

0<y<1 si 0=1/2

Trazando las gréficas de BR1 y BR2, tenemos:

1F BR,(7)

N | =

L
1
2

F1GURA 1. Mejor respuesta del Jugador 1
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¥ A
]
1 L
2
BRy(6)
0 1 "6
2

FiGura 2. Mejor respuesta del Jugador 2

Entonces, la mejor respuesta conjunta queda dada por la interseccion de las dos gréficas
anteriores, es decir:

1 BR(y)

BR,()

v

N =

FiGurA 3. Mejor respuesta conjunta.

Por tanto, por lo presentado en la Seccién 3, el punto de equilibrio s* del juego se alcanza
para 0" =~ =1/2 y estd dado por:

s =((1/2,1/2),(1/2,1/2)) y Ui(s") = Uz(s™) = 0.

5. EXISTENCIA DE PUNTOS DE EQUILIBRIO

Comenzaremos por dar un resultado que se puede establecer a partir del material que se
estudia en los cursos de céalculo.

Una aplicacién del teorema del valor intermedio ([10] ejercicio 3, p. 91). Sea p :
[0,1] — [0,1] una funcién continua. Entonces p tiene un punto fijo, es decir, existe z* € [0, 1]
tal que p(xz*) = z*. Para demostrar esto, sea g(z) = p(z) — z, = € [0,1]. Entonces, g es
continua y
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e g()=p(1)-1<0.

Si g(0) = 0 (resp. g(1) = 0), entonces el punto fijo es z* = 0 (resp. z* = 1). Por otro lado,
si g(0) > 0y g(1) < 0, entonces, por el teorema del valor intermedio ([10], p. 90) existe
x* € [0,1] tal que g(x™) =0, i.e. p(x*) = a™. La gréfica que a continuacién se presenta en la
Figura 4 ilustra esta situacién.

El resultado anterior forma parte de una serie de teoremas de punto fijo como son los teo-
remas de Brouwer ([5]) y de Kakutani ([7]). De hecho, el teorema de Brouwer extiende el
resultado relacionado con el teorema del valor intermedio antes dado y a su vez el teorema de
Kakutani extiende el de Brouwer. Para revisar el teorema de Kakutani y la teoria relacionada
con éste se sugiere consultar el libro de Berge [3].

Por otro lado, cabe senalar que las ideas que hemos dado en la Seccion 3 de juegos bi-
personales se pueden extender al caso de n jugadores, con n un entero positivo fijo mayor o
igual a 2 y con un numero finito de estrategias puras. En este contexto, J. Nash estableci6
en 1950 ([11]) el siguiente teorema:

Teorema de Nash: Cada juego finito tiene un punto de equilibrio.

Notas

Esencialmente, la demostracién dada en [11] estd basada en el teorema de Kakutani y ex-
hibe que la correspondencia de mejores respuestas de los jugadores, en el caso de juegos no
cooperativos, finitos y n-personales tiene un punto fijo. Otra demostracién del teorema Nash,
basada directamente en el teorema de Brouwer, es presentada en [12]. Como un comentario
adicional, cabe mencionar que una aplicacién reciente del teorema de Kakutani en el estudio
de la existencia de puntos de equilibrio para cierta clase de juegos dindmicos es presentada
en [2].

Eje y
A
1
¥*
X
P
N
0 <* 1 =
Eje x

FIGURA 4. Punto fijo: p(z*) = z*

6. COMENTARIOS FINALES

6.1. Algunas extensiones de juegos finitos. En la literatura de juegos ([6], [8], [9],
[14], [15]) es posible encontrar algunas generalizaciones de los modelos considerados en este
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trabajo. Algunas de estas generalizaciones se pueden contrastar con lo hecho aqui, por ejem-

plo:

= Tipo de informacién: informacién completa e informacién incompleta.

= Niumero de participantes: juegos bipersonales y juegos n-personales, n > 3.

= Nimero de estrategias: juegos finitos (cada jugador tiene un nimero finito de es-
trategias puras posibles) y juegos infinitos (cada jugador tiene un ntimero infinito de

estrategias posibles).

= Tipos de relacion entre los jugadores: juegos no cooperativos y juegos coopera-
tivos.

= Tipos de pagos: juegos de suma cero y juegos de suma no nula.

= Por el nimero de movimientos: juegos estdticos y juegos multipasos.

7. CONCLUSION.

Finalmente, como se puede observar la teoria de juegos representa un tema de las
matemadaticas que modela la toma de decisiones. El estudio de esta teoria se puede iniciar con
los conocimientos de los cursos de nivel medio y avanzado de una licenciatura en mateméticas
o dreas afines. En un nivel mas profundo, las perspectivas de esta teoria, incluyendo sus muy
diversas aplicaciones, son muy amplias. Por esto, se invita muy enfaticamente al lector a
adentrarse en el atractivo mundo de la teoria de juegos.
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;COMO MODELAR UNA POBLACION?

JOSUE MANIK NAVA SEDENO

RESUMEN. En varias disciplinas cientificas, existen diferentes alternativas para
modelar mateméticamente algiin fenémeno temporal, por lo que podria pregun-
tarse cudl es el modelo “correcto”. Este artéulo examina el problema ecolégico
del crecimiento de una poblacién con reproduccién sexual, mediante tres modelos
deterministas. Aun cuando la tasa de cambio poblacional es equivalente en todos
los modelos examinados, observamos que en un modelo la poblacién siempre tien-
de a un valor constante, en otro un comportamiento caético en el cambio de la
poblacién, y en un tercero encontramos una fuerte dependencia de la evolucién
de la poblacién en la distribucién inicial de individuos.

INTRODUCCION

Durante mucho tiempo, la biologia fue una ciencia completamente cualitativa y
descriptiva, y atin lo es en gran medida. Se hacen observaciones, se experimenta al
cambiar de manera controlada alguna condicién, y se obtienen conclusiones a partir
del cambio entre ambas observaciones experimentales. En tiempos recientes, la biologia
se ha vuelto una disciplina mucho més cuantitativa, no sélo a través del anélisis
estadistico de datos experimentales, sino también a través de un estudio mas tedrico
gracias a modelos matemaéticos y de aprendizaje de maquina[l1].

Una rama de estudio clasica en biologia es la dindmica de poblaciones, es decir,
cémo aumenta y disminuye el nimero de un conjunto de individuos. Esta rama aborda
problemas importantes en varias subdisciplinas, tales como la conservacién de especies
en ecologialg], la deriva genética en biologfa evolutiva[l], y de la progresién tumoral
en la biomedicina[l§], por mencionar algunos ejemplos. Existen varias herramientas
matematicas que podrian usarse para modelar una poblacién, tales como ecuaciones
diferenciales y procesos estocdsticos, entre otros. Puede resultar dificil identificar qué
herramienta matematica es la méas indicada para estudiar una poblacién en especifico,
sobre todo sabiendo que cada modelo puede resultar en predicciones diferentes.

A continuacién se presentaran tres modelos poblacionales basados en las mismas
suposiciones generales, pero formulados a través de ecuaciones en diferencias, ecua-
ciones diferenciales ordinarias, y ecuaciones diferenciales parciales. Se exploraran las
similitudes y diferencias en las predicciones de cada modelo, y como se relacionan los
comportamientos predichos con los sistemas bioldgicos reales.

MODELO DE ECUACIONES EN DIFERENCIAS FINITAS

Supongamos que estamos estudiando un organismo que sélo se reproduce en una
fecha especifica en cierto periodo de tiempo, y muere inmediatamente después, tal
como las cigarras[4]. Esto define generaciones secuenciales bien definidas, pues todos
los individuos de cierta generaciéon sélo son descendencia de los individuos de la
generacién pasada, ya que las generaciones anteriores ya han muerto.

En este caso, podemos considerar la evoluciéon de una poblacién en generaciones
discretas. Sea n € Ny la generacién (ordenadas por nimeros naturales, incluido
el cero), y sea u, : Ny — R, la densidad poblacional (el nimero de individuos
por unidad de drea) en la generacion m, descrita por un nimero positivo. Bajo

2010 Mathematics Subject Classification. 35Q92, 37TN25, 39A60, 92D25, 97M10.
Palabras clave. Biologia matematica, sistemas dindmicos, modelacién, ecuaciones diferenciales,
ecuaciones en diferencias finitas.
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los supuestos anteriores, podemos modelar este fenémeno mediante la ecuacion en
diferencias finitas:

(1) Upy1 = f (un)a

donde f : Ry — Ry es una funcién tal que f (u,) representa la densidad de crias
de los individuos de la generacién n. Cabe mencionar que la solucién a la Ec. |1 es la
funcién u,,; sin embargo, en general no es posible encontrar a la funcién u,, de manera
explicita.

Adicionalmente, necesitamos especificar el tamano de la poblacién para una gene-
racién de referencia (una generacién que hemos observado originalmente), a la que
arbitrariamente llamaremos la generacion cero:

(2) up = U,

donde U € R, es la densidad poblacional de la generacién cero. A la Ec. [2[le llamamos
la condicidon inicial. Para encontrar numéricamente la densidad poblacional en cada
generacién, no es necesario encontrar a u, explicitamente como funcién de n, pues a
partir de las Ecs. [y 2] vemos que la densidad u para cada n estd dada por:

es decir, solo basta iterar f n veces para obtener la densidad poblacional de la
generacién n.

En este caso, el modelaje consiste en justificar una forma funcional especifica para la
funcién f. Recordando que queremos modelar una poblacién animal (que, en muchos
casos, se reproducen sexualmente), hacemos las siguientes suposiciones, conocidas en
ecologia como el efecto Allee[10]:

1. La densidad de crias es aproximadamente igual a la densidad de padres, con
cierta diferencia que también depende de la densidad de los padres.

2. Si la poblaciéon es muy pequena, la endogamia produce un deterioro de la
poblacién que provoca su disminucion.

3. Si la poblacién es lo suficientemente grande, la poblacién crece.

4. Si la poblacion es demasiado grande, la competencia excesiva entre individuos
provoca su disminucion.

5. Si la poblacién es cero, no hay individuos que se reproduzcan y la poblacién
permanece cero (no existe la generacién esponténea).

La primera suposicién nos permite reescribir la Ec. |1| como:

(3) Up41 = Up + g (un) s

donde g : Ry — R nos indica la diferencia entre una generacién y la siguiente. Si
g (un) > 0, la siguiente generacién serd méas grande que la anterior, si g (u,) < 0, la
siguiente generacién serd menor que la anterior y si g (u,,) = 0 la siguiente generacién
tendra el mismo tamano que la anterior. De acuerdo a las suposiciones, la funcién g
debe cumplir:

(4a) g(x) <0, z<a, x>b
(4b) g(x) >0, a<z<b,
(4C) g(m) =0, z=0,

donde 0 < a < b.
Aunque cualquier funcién g que cumpla con las condiciones anteriores resultaria en
un modelo adecuado, por simplicidad consideremos la siguiente forma polinomial:

(5) g(x) = cx(z —a)(b - ),
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donde ¢ € R es un parametro que representa la fecundidad de los individuos. Nuestro
modelo poblacional es entonces:

(6) Unt1 = Up + Uy (Un — a) (b—uy) .

De la Ec. [5| vemos que si la condicién inicial ug = U, U € {0, a, b}, entonces g(U) =0
y, por la Ec.[8] u1 = up = U y en general:

(7) u, = U V¥n € Ny.

éstas son soluciones constantes en n, y se les llama soluciones de equilibrio, pues la
poblacién no cambia (estd “equilibrada”). Para encontrar las soluciones de equilibrio
en ecuaciones dadas por la Ec. [3] basta con encontrar las raices de la funcién g. Sin
embargo, para ecuaciones en general, debemos suponer que la solucién de equilibrio
existe, es decir, que existe una solucién u,, = xVn € Ny, x € R, y sustituir en la Ec.
lo que define la ecuacién algebraica

(8) z = f(x).
Vemos, entonces, que encontrar las soluciones de equilibrio es equivalente a encontrar
las intersecciones entre la identidad, y = = y la curva y = f(x).

Resulta conveniente que podamos encontrar las soluciones de equilibrio y cualquier
otra soluciéon de manera grafica usando el método de cobwebbing, el cual consiste en lo
siguiente|[7]:

1. Graficar y =  y y = f(x) en el plano. Las intersecciones de estas dos curvas
corresponden a las soluciones de equilibrio.

2. Elegimos un valor U para la condicién inicial sobre el eje x.

3. Dibujamos una linea vertical desde este punto hasta la curva y = f(x).
Esto corresponde a f(U) en el eje y y, por lo tanto, al valor de wj, pues
uy = f(uo) = f(U).

4. Dibujamos una linea horizontal desde el extremo de la linea vertical en y = f(x),
hasta la identidad y = f(z). Dado que esta linea se encuentra en y = w;y, al
tocar la identidad, garantizamos que x = u; también.

5. Iteramos los dos pasos anteriores n veces, con lo que obtenemos los valores de la
solucién para cada n, pues al extender lineas verticales hasta y = f(x) siempre
obtenemos el valor de la solucién para el siguiente valor de n y el extender
lineas horizontales hasta la identidad nos permite identificar este valor en el eje
x para continuar con la evaluacién.

Como vemos en la Fig. [l si empezamos con una condicién inicial U cercana a a
(pero no exactamente a), la solucién se aleja del valor de a. Por otro lado, dependiendo
de si la condicién inicial estd a la derecha o a la izquierda de a, la solucién toma valores
cada vez mas parecidos a las soluciones de equilibrio u,, = 0 y u,, = b. Se dice que
una solucién de equilibrio es inestable, cuando las soluciones se alejan de la soluciéon
de equilibrio, aun con condiciones iniciales arbitrariamente cercanas a la solucién de
equilibrio. Por otro lado, una solucién de equilibrio es estable si las soluciones no se
alejan de la solucién de equilibrio, para toda condicién inicial en cierta vecindad de la
solucién de equilibrio. Vemos entonces que, para este valor de ¢, u,, =0y u, = b son
soluciones de equilibrio estables, mientras que u,, = a es una solucién de equilibrio
inestable. Observemos que en 0 y b la identidad atraviesa a f(x) de arriba hacia
abajo, mientras que en a, la identidad atraviesa a f(x) de abajo hacia arriba. Dado
que la derivada nos dice la pendiente de una funcién en un punto, esto sugiere que la
estabilidad tiene que ver con la relacién entre la pendiente de la identidad y de f(x)
en el punto de equilibrio.

Heuristicamente, los individuos se reproducen moderadamente, es decir, tienen unas
cuantas crias por individuo. Si la poblaciéon es muy pequena, la densidad de crias
decrece en cada generacion, pues los individuos no encuentran pareja o por efectos
de endogamia, hasta extinguirse. Por otro lado, si la poblacién es lo suficientemente
grande, poco a poco van habiendo més crias en cada generacion, hasta llegar a un punto
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F1GURA 1. Soluciones graficas y numéricas de la Ec. |§| conc=1en
MATLAB. Las Figs. @ y muestran el método de cobwebbing]7].
Las Figs. (]ED y @ muestran las soluciones numéricas de u, como
funcién de n. Las condiciones iniciales son ug = 0.2 para las Figs. @
y @ y ug = 0.3 para las Figs. y @ En negro se muestran los
puntos de equilibrio. Los valores de los pardmetros son a = % yb=1
en todos los casos. Las lineas verticales desde el eje horizontal en los
diagramas de cobwebbing representan la evaluacion desde la condicién
inicial sobre el eje, al valor de la poblacion en la primera generacion,

Uuy.

“ideal”, donde ya no pueden seguir creciendo por falta de recursos, y la poblacién se
equilibra.
Sin embargo, no siempre se obtiene este comportamiento, sino que depende de

qué tan prolificos sean los indivudos, es decir, del valor de c. La Fig. [2[ muestra el

caso cuando los individuos son demasiado prolificos. Vemos que, cuando la poblacion

es pequena, pero lo suficientemente grande, la poblacién crece rapidamente en cada
generacién. Sin embargo, la poblaciéon es tan prolifica que, en algin punto, los
individuos tienen demasiadas crias, mas de lo que es sostenible. Por esta razén, las
crias sufriran por falta de recursos, lo que llevara a la muerte, canibalismo, o ausencia
de descendencia para muchos de ellos. Consecuentemente, la generacién posterior sera
mdés pequena y por lo tanto no sufrird de escasez, lo que, aunado a su gran fecundidad,
resultard en una poblacién demasiado grande para ser sostenible y el ciclo se repetira.
En este caso, la solucién de equilibrio u,, = b se vuelve inestable, pues aun cuando
la solucién pasa muy cerca del punto de equilibrio, eventualmente se aleja por varias
generaciones antes de volver a acercarse. En este caso, la identidad atraviesa a f(z) en
b de arriba hacia abajo también, pero de manera muy extrema, casi ortogonalmente.
Es posible mostrar que un punto de equilibrio de una ecuacién en diferencias finitas
es estable si la pendiente de f(x) en el punto de equilibrio no es demasiado extrema,;
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FIGURA 2. Soluciones gréficas y numéricas de la Ec. [6] con ¢ = 4 en
MATLAB. @ Método de cobwebbing. (]ED Solucién numérica de u,
como funcién de n. En negro se muestran los puntos de equilibrio. La
condicion inicial es ug = 0.3. Los valores de los parametros son a = ;11
yb=1.

(A) Escarabajo de la harina Tribolium
castaneum. (B) Moscardén Lucilia cuprina.

F1GURA 3. Insectos cuyas poblaciones pueden ser modeladas a través
de ecuaciones en diferencias finitas. Imagenes de Wikipedia.

es decir, si se cumple la desigualdad:

df
9 — (z9)| <1
) T <1,
donde z* es el valor del punto de equilibrio y | - | es el valor absoluto.

Matematicamente, valores de ¢ muy grandes resultan interesantes, pues las solucio-
nes son cadticas, lo cual quiere decir que la tendencia de las oscilaciones es préctica-
mente impredecible (para la mayorfa de los casos) y que la forma de oscilar de dos
soluciones con condiciones iniciales arbitrariamente cercanas se vuelve completamente
diferente para tiempos largos, entre otras caracteristicas|[16].

Es facil rechazar estos comportamientos “exéticos” como efectos matematicos ori-
ginados sélamente por nuestra eleccién de modelo; sin embargo, este tipo de compor-
tamientos es realista siempre y cuando la poblacién estudiada cumpla con las suposi-
ciones que hicimos al principio de esta secciéon. De hecho, se ha comprobado experi-
mentalmente que los comportamientos aqui discutidos se observan en varias especies
de insectos (Fig. , tales como el escarabajo de la harina[f] y los moscardones|[15].

MODELO DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

El modelo de ecuaciones en diferencias finitas fue propuesto bajo la suposicién de
que las generaciones no se traslapaban y por lo tanto podian ser enumeradas con
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FIGuraA 4. Gréfica de % como funcién del valor de u. La cuibica

corresponde al lado derecho de la Ec. Las lineas rojas indican si
la funcién wu(t) es creciente o decreciente para cada rango de posibles
valores de las condiciones iniciales. Los puntos negros denotan puntos
de equilibrio. Los valores de los parametros son K = 1, a = i yb=1.
Gréfica hecha en Mathematica.

nimeros naturales. Consideremos ahora el caso en el cual los organismos son capaces
de reproducirse continuamente.

Supongamos que el intervalo de tiempo en el cual la poblaciéon puede cambiar es
7 € Ry, y que la generacién cero marca el tiempo cero. Bajo estas hipotesis, el tiempo
y las generaciones estan conectadas a través de la ecuacion

(10) t:=nr.

Mediante esta relacién reescalamos la Ec. [0 es decir, toda expresién que involucre a
n la multiplicaremos por 7 para convertir generaciones en tiempo real. Este procedi-
miento resulta en la ecuacién

u(t+7) = u(t) + cu(t) [u(t) — a] [b — u(t)],

donde usamos la notacién u(t) para la densidad poblacional reescalada. Restando u(t)
y dividiendo entre 7, podemos aproximar la expresiéon resultante mediante la ecuaciéon
diferencial ordinaria:

(11) iu:Ku(ufa)(bfu),

dt
donde la dependencia en ¢ se ha omitido por facilidad de notacién, y K es una constante
que resulta de la razén ¢/7, y la cual puede pensarse como una tasa de reproduccién
por unidad de tiempo. A este proceso, mediante el cual aproximamos a una ecuacién
diferencial al disminuir cada vez més los incrementos de una ecuacién en diferencias
se le conoce como el limite continuo.

Notemos que la Ec. nos indica que el valor de la derivada de la funcién wu(t)
depende del valor de la funcién misma y no del tiempo especifico en el cual la
funcién alcance este valor. Recordando también que la derivada de una funcién puede
interpretarse como su pendiente en ese punto vemos que, cuando el lado derecho de la
Ec. [11] es positivo, la funcién u(t) es creciente, mientras que si es negativo, la funcién
es decreciente. Esto nos permite examinar el comportamiento de u(t) como funcién de
los valores que toma; en especifico, como funcién de la condicién inicial u(0) = U (ya
que, en principio, ésta puede tener cualquier valor positivo, dependiendo de nuestras
observaciones experimentales).
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Como vemos en la Fig. |4} la solucién u(t) es creciente siempre que tome valores en
el intervalo (a,b) y es decreciente cuando tiene valores en los intervalos (0, a) y (b, 00).
Vemos ademés que los valores 0, a y b son los ceros de la parte derecha de la Ec.
La derivada de la funcién u(t) debe ser cero cuando toma estos valores especificos. A
primera vista podria pensarse que estos puntos corresponden a minimos o méaximos
de la funcién. Sin embargo, la Ec. [L1|revela que la derivada de la funcién u(t) depende
sélo del valor que toma u pero no del tiempo especifico cuando la funcién alcanza este
valor. Dicho de otra forma, si %u = 0, esto debe cumplirse para cualquier t € R, y
no sélo para un t en especifico, como sucede para un maximo, minimo, o punto de
inflexién. Por lo tanto, la tinica opcién es que la funcién u(t) = U para toda t, es decir,
que sea constante, siempre que la condicién inicial «(0) sea igual al valor de uno de
estos tres puntos. Al igual que en el modelo anterior, a estas soluciones especiales les
llamamos soluciones de equilibrio.

Como vemos en las Figs. 4] y |5 las soluciones con condiciones iniciales menores,
pero arbitrariamente cercanas a a, son decrecientes. Por otro lado, las soluciones con
condiciones iniciales mayores a a, pero menores a b, son crecientes, por lo que tenderan
a alejarse de a mientras el tiempo aumenta. Decimos, entonces, que u(t) = a es una
solucion de equilibrio inestable. La situacién es contraria cuando consideramos a las
soluciones de equilibrio u(t) = 0 y u(t) = b: las soluciones con condiciones iniciales
menores a las soluciones de equilibrio son crecientes, mientras que con condiciones
iniciales mayores a las soluciones de equilibrio son decrecientes, por lo que, mientras
pasa el tiempo, estas soluciones u(t) toman valores cada vez mds cercanos a las
soluciones de equilibrio. Por esta razén, u(t) = 0 y u(t) = b son llamadas soluciones
de equilibrio estables.

Nos gustaria tener un criterio con el cual poder discriminar soluciones de equilibrio
estables de inestables. Es féacil ver que un punto de equilibrio es estable si la solucién
u(t) es decreciente cuando ésta tiene valores mayores al punto de equilibrio, y creciente
cuando tiene valores menores al punto de equilibrio. Por otro lado, un punto de
equilibrio debe ser inestable si no cumple con estos requerimientos. Matematicamente,
esto se traduce al siguiente criterio: consideremos una ecuacion diferencial %u = f(u),
con solucién de equilibrio u(t) = U, con U una constante tal que f(U) = 0, esta
solucién de equilibrio es estable si

daf

(12) qu

(U) <0,

es decir, si la funcién f(u) atraviesa al eje © en U de arriba hacia abajo. Observando
las soluciones numéricas a la Ec. con distintas condiciones iniciales, comprobamos
el comportamiento que predice este criterio (Fig. : observamos que, siempre que
la poblacién tenga un tamano inicial menor a a, la poblacién se extingue, mientras
que en cualquier otro caso, la poblacién alcanza un tamano “ideal” igual a b, el cual
practicamente no cambia después de un tiempo suficientemente largo.

Podriamos preguntarnos si existen soluciones oscilatorias como en el modelo an-
terior, es decir, si serfa posible que un crecimiento demasiado rapido de la poblacién
“rebasara” a un punto de equilibrio. La respuesta es que no es posible tener oscilaciones
cuando el modelo consta de una sola ecuacién diferencial ordinaria.

En el caso de las ecuaciones en diferencias finitas, la solucién cambia en “saltos”
de un tiempo al siguiente, por lo que un crecimiento muy rapido podria resultar en
superar al punto de equilibrio y provocar oscilaciones. En el caso de las ecuaciones
diferenciales ordinarias, el cambio no se da en saltos, sino de manera continua en el
tiempo. Esto quiere decir que, cuando una poblacién se acerca cada vez mas a un
punto de equilibrio, ésta debe cambiar cada vez mds lentamente (pues se acerca a
un punto donde la derivada, o razén de cambio, es cada vez mds cercana a cero). Es
decir, al acercarse a un punto de equilibrio, las soluciones se van “frenando” cada vez
mas, lo que resulta en un crecimiento o decrecimiento monétono hacia el punto de
equilibrio. De hecho, la solucién nunca alcanza el valor del punto de equilibrio, sino
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u(t)

FIGURA 5. Soluciones de la Ec. [L1lcon diferentes condiciones iniciales
en Mathematica. Las lineas rojas punteadas son las soluciones de
equilibrio. La curva azul corresponde a la solucién con u(0) = 0.24,
la naranja a la solucién con u(0) = 0.26, y la verde a aquella con
u(0) = 1.2. Los valores de los pardmetros fueron K = 1, a = i, y
b=1.

FiGURA 6. La dindamica de crecimiento poblacional de la levadura
de la cerveza puede ser modeada a través de ecuaciones diferenciales
ordinarias. Imagen de Wikipedia.

que tiende asintéticamente a éste (sélo se alcanza el valor del punto de equilbirio en
casos patologicos tales como en la famosa ecuacién %u = u3 [16], la cual va més alld
del objetivo de este articulo).

Vemos, entonces, que el comportamiento del modelo de ecuaciones diferenciales
ordinarias es mas simple que el del modelo de ecuaciones en diferencias finitas: las
soluciones s6lo pueden converger monétonamente a un punto de equilibrio o diverger
mondtonamente a méas/menos infinito.

Varias poblaciones de organismos pueden ser descritas a través de ecuaciones
diferenciales. En especifico, los organismos unicelulares, tales como la levadura (Fig. @,
se reproducen rapidamente de manera asincrona y pueden reproducirse sexualmente.

MODELO DE ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES

La mayoria de los individuos biolégicos, tales como bacterias, animales, o seres
humanos, no estan inméviles, sino que se mueven constantemente en su entorno. En
la ausencia de estimulos y senales externas, tales como concentraciones de quimicos,
campos eléctricos, e interacciones con otros individuos, los organismos tipicamente
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se mueven aleatoriamente, es decir, sin preferencia en direccién|[13]. A este tipo de
movimiento se le conoce como comportamiento difusivo.

Tomando esto en cuenta, los modelos presentados en las ecuaciones anteriores
implicitamente suponen que todos los individuos estdn homogéneamente distribuidos
en todo el espacio y que se mueven de manera aleatoria y uniforme, o estudian la
cambio en el tamano total de la poblacién en todo el espacio, una vez que ésta ya
se encuentra bien establecida. Bajo estas suposiciones, el movimiento aleatorio no
afecta a la densidad de individuos en el espacio, pues inicialmente todos se encuentran
en la misma proporcién en todo lugar y su movimiento aleatorio no tiene un efecto
significativo en la densidad poblacional en promedio. Es por esta razén que la poblacién
puede ser descrita solo en funcién del tiempo y no es necesario considerar el espacio
que éstos ocupan.

Sin embargo, en la mayoria de poblaciones de individuos mdviles, la poblcién
no comienza distribuida uniformemente. Quisiéramos investigar entonces si existe
algin comportamiento poblacional que no haya sido tomado en cuenta al ignorar
la dependencia espacial.

Por simplicidad, supongamos que la poblacién vive en un espacio unidimensional.
Sea u(n,r) la densidad poblacional al tiempo n € N en una posicién r € Z. Ahora,
supongamos que en cada tiempo, hay cambio en la poblacién por nacimientos/muertes,
y migracion de individuos provenientes de posiciones adyacentes de manera aleatoria.
En una dimensién, cada posicién r tiene sélo dos posiciones adyacentes: 7+ 1y r — 1.
Ademsds, si el movimiento de todos los individuos ens complemtamente aleatorio (la
direccién de movimiento es una variable aleatoria uniforme discreta), entonces en
promedio la mitad de todos los individuos se moverd a la derecha y la otra mitad a
la izquierda. Denotando por f [u(n,r)] la densidad de individuos al tiempo n en la
posicion r después de los eventos de nacimiento y muerte, el modelo poblacional con
movimiento aleatorio en promedio estd dado por

(13) u(n+1,r) = flu(n,r)] + %u(n,r +1)+ %u(n, r—1).

A este tipo de modelo con espacio y tiempo discreto se le conoce como ecuaciones en
diferencias parciales o red de mapeo acoplado[9], y pueden heredar las caracteristicas
cadticas de las ecuaciones en diferencias finitas[20]. Aun cuando este tipo de modelos
es increfblemente simple de simular en una computadora (pues consta sélo de sumas
de entradas de una matriz), y que también es posible realizar predicciones analiticas
[3], procederemos al limite continuo puesto que cominmente hay més familiaridad
con las ecuaciones diferenciales. Supongamos que la longitud de tiempo entre cada
paso de tiempo discreto es 7 € R4 y que la distancia entre cada posicién discreta es
e € Ry, de tal manera que el tiempo y espacio reescalados estan dados por t := nr
y @ := re. Aplicando este reescalamiento a la Ec. restando u(t, z) de ambos lados
de la igualdad, asociando este ultimo término con los términos provenientes de la
migracion y multiplicindolo por 1 = Z—i, y dividiendo de ambos lados de la igualdad
por %, obtenemos la ecuacion
2
u(t + 1, z) — u(t, x) _ lf fu(t, 2)] + efu(t,r+¢e) —2ult,z) +ut,x 5).

T T 2T g2

Eligiendo a f(z) = g(x), con g(z) dada por la Ec. [5| podemos aproximar la ecuacién
anterior cuando 7, < 1 mediante la ecuacion diferencial parcial
(14) 0 Ku( Yb—u)+ D 4

—u=Kulu—a)(b—u —u

ot ox? "’

donde la dependencia en ¢ y x estd implicita. Como en el caso anterior, K = £ y a la

2 . . -,
constante D = 5- se conoce como coeficiente de difusion[6].

Para caracterizar el comportamiento de las soluciones de la Ec. primero tenemos
que tomar en cuenta dos aspectos importantes. Uno, al igual que en el modelo
de ecuaciones diferenciales ordinarias necesitamos una condicién inicial, es decir, el
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valor de la solucién en t = 0. Sin embargo, como la solucién u(¢,z) es una funcién
u: Ry x Q+— Ry, donde 2 C R se conoce como el dominio, la condicién inicial es
también una funcién, es decir, u(0,x) = U(x), U : Q@ — Ry. Segundo, el dominio
puede ser un intervalo acotado o no acotado (a,b) C R. Debemos especificar cémo se
comporta la solucién en a y b. Si a = 0o y/o b = 0o, opcionalmente pueden definirse
condiciones de frontera asintéticas.

Las condiciones de frontera de Dirichlet especifican el valor de la solucién en una
frontera. Matematicamente, si £ € R es una de las fronteras del dominio, las condiciones
de frontera de Dirichlet dictan que u(t,¢) = C para alguna C € Ry y V& > 0. En
modelos poblacionales, cominmente C' = 0; es decir, las condiciones de Dirichlet
indican que la poblacién no puede sobrevivir en las fronteras. Esto modela condiciones
adversas, tales como serfan las costas para una poblacién de animales terrestres, o un
cultivo bacteriano con antibiético en las paredes, por ejemplo.

Las condiciones de frontera de Neumann dictan el valor de las primeras derivadas
espaciales en la frontera, es decir, tienen la forma %u(t,ﬁ) = C. Dado que podemos
pensar en las primeras derivadas espaciales como el gradiente, las condiciones de
Neumann en modelos poblacionales nos indican si hay inmigracién/emigracién de
individuos hacia/desde el dominio. Comuinmente se toman condiciones de Neumann
con C' = 0. Esto modela fronteras fisicas, tales como muros, cercas, montafas, etc,
que impiden la entrada y salida de individuos por las fronteras.

En muchos casos, el comportamiento de las soluciones depende fuertemente de las
condiciones iniciales y de frontera. Ademads, las herramientas matematicas necesarias
para poder estudiar las soluciones de manera tedrica son un poco avanzadas|[14]. Aquf
se comentaran dos casos interesantes.

Para el primer ejemplo, supongamos un dominio infinito, sin fronteras. Como
condicién inicial, supongamos una poblacion bien establecida en el limite izquierdo,
pero ausente en el limite derecho. Matemadticamente, consideramos una condicién
inicial ©(0,2) = U(x) tal que

(15a) LI’IEI U(x) =b,
(15b) xl;ngo U(x) =0,

donde b corresponde a la solucién de equilibrio estable de la ecuacién diferencial
ordinaria (Ec. [L1)).

Dado que la poblacién es mas o menos homogénea en © — —oo, debe comportarse
como dicta la ecuacién diferencial ordinaria, y debe mantenerse estable. Lo mismo pasa
en el limite z — oo, pues u(t) = 0 también es una solucién de equilibrio de la ecuacién
diferencial ordinaria. Sin embargo, en cierto punto intermedio debe haber un cambio de
la poblacion de tamano b a tamarfio 0, y en esta region, la ecuacion diferencial ordinaria
deja de ser una buena aproximacién, y debemos considerar a la Ec. Recordemos
que este modelo espacial es muy similar al de ecuaciones diferenciales ordinarias, con
la caracteristica adicional de que los individuos se mueven aleatoriamente en el modelo
espacial. Por lo tanto, algunos individuos de la parte poblada se moveran a la parte
vacia, se reproducirdan, y empezaran a colonizar cada vez mas regiones del espacio.
Podemos imaginarnos entonces que la region con una poblacién establecida empezara
a “invadir” la regién sin poblacién establecida. A este comportamiento se le conoce
como ola invasiva. Entonces, supondremos que la solucién consiste en una ola que va
avanzando de la parte poblada a la parte sin poblar, es decir, la solucién serd idéntica
en todo tiempo excepto por un desplazamiento con velocidad v. Matematicamente,
proponemos el siguiente Ansatz

(16) u(t, z) = oz —vt),

donde ¢ : R — R, es decir, la solucién depende de x y de t exclusivamente a través
de la nueva variable independiente z := x — vt. Usando la regla de la cadena, vemos
que este cambio de variable transforma las derivadas parciales en derivadas ordinarias
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FIGURA 7. Soluciones de ola invasiva de la Ec. [14] en Mathematica.
Se muestran las soluciones u(t, z) para dos instantes de tiempo dife-
rentes, t; = 15 (linea azul) y to = 30 (linea naranja). Las lineas rojas
punteadas indican el valor de x en el cual ambas curvas alcanzan el
valor %; numéricamente se encuentran x; = 7.689 para la primera
curva y xo = 12.987 para la segunda curva. La velocidad de invasién
calculada por simulaciones es v = % ~ 0.3532. El valor de los

pardmetros es K =1, D =1, a = i, b = 1. De acuerdo a la Ec.
la velocidad de invasién tedrica es v = ﬁ ~ 0.3536.

0 d
(173) au = _’U@¢,
0 d

Usando el Ansatz y las identidades anteriores, transformamos la ecuacién diferencial
parcial (Ec. [14) en la ecuacién diferencial ordinaria con condiciones de frontera

d d2
(18a) ~v—¢ = Ko(¢— a)(b—¢) + D0,
(18b) Zglzloo #(z) =0,
(180) lim 9(2) = 0,
donde usamos que lim, , 2z = —oco y lim, .o 2 = o0, dado que z = x — vt. El

problema, entonces, se reduce “sélo” a resolver la ecuacion diferencial ordinaria y
encontrar una constante v tal que:
1. ¢(2) > 0 Vz € R, puesto que las densidades poblacionales no pueden ser
negativas, y
2. ¢(z) cumpla con las condiciones de frontera.

En general, no es posible encontrar una solucién explicita, pero afortunadamente
en el caso particular de la Ec. (v en general, siempre que f(u) sea un polinomio
de tercer orden), es posible encontrar la velocidad de invasién v usando un segundo
Ansatz

(19) 6= Bo(o-b),

donde B € R es una constante por determinar. Observando cuidadosamente la
Ec. este segundo Ansatz simplemente expresa que ¢(z) = 0 y ¢(z) = b son
soluciones de equilibrio, la primera estable y la segunda inestable. Puede parecer
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contraintuitivo, pero las condiciones de frontera requieren que ¢(z) tome valores cada
vez més cercanos a 0, y por consecuencia cada vez mas diferentes a b, mientras z crece,
lo cual corresponde a la estabilidad e inestabilidad de las soluciones de equilibrio,
respectivamente.

Derivando la Ec.[19para obtener la segunda derivada, y sustituyendo las expresiones
para las derivadas en la Ec. agrupando los términos con la misma potencia en
¢, y comparando los términos de la misma potencia en ambos lados de la igualdad,
llegamos a que la velocidad de invasion v esta dada por[12jE|

(20) v= ?(b — 2a).
En la Fig. |7] se puede apreciar que el valor tedrico de la velocidad de invasién es
bastante cercano al valor encontrado resolviendo la ecuacién de manera numérica.
Esto es notable, sobre todo dado que, por razones computacionales, las soluciones no
fueron calculadas en un dominio infinito, sino en el intervalo [0, 20] con condiciones de
Neumann en z = 0 y de Dirichlet en 2 = 20.

La Ec. tiene interpretaciones biolégicas interesantes:

1. Una poblacién bien establecida en cierta regién del espacio, pero no en otras,
tiende a moverse con cierta velocidad v.

2. Si b > 2a, es decir, si el tamano 6ptimo de la poblacién es al menos el doble
del tamano critico debajo del cual la poblacién tiende a extinguirse, entonces
la poblacion invade o coloniza nuevas areas donde antes no se encontraba, con
velocidad proporcional al coeficiente de difusion y a la tasa de crecimiento K.

3. Si b = 2a, es decir, si el tamano éptimo de la poblacion es exactamente el doble
del tamano critico, la poblacién no invade, y se queda restringida a su rango
original. Es decir, tiende a una solucién de equilibrio.

4. Sib < 2a, es decir, si el tamano éptimo de la poblacién es comparable al tamano
critico, el rango de la poblacion se encoge, es decir, empieza a desaparecer de
areas en las cuales se encontraba previamente. Esto sucede porque la poblacion
es demasiado sensible a cambios importantes en la densidad poblacional, y el
movimiento de individuos fuera de la poblacién establecida es suficiente para
llevar a la poblacién por debajo de este tamano critico.

Estas consecuencias son importantes para las iniciativas de proteccion de especies en
peligro de extincién, por ejemplo. No basta con reproducir a la especie y reintroducirla
a su habitat en grandes numeros, también es necesario aumentar el tamano éptimo
de la poblacién, o reducir el tamano critico, por ejemplo, conservando las fuentes de
alimento y agua en condiciones 6ptimas, y/o reduciendo la actividad de depredadores
en el drea.

Un ejemplo de un organismo que muestra comportamiento invasivo en la natura-
leza, el cual puede ser modelado a través de ecuaciones diferenciales parciales, es el
enrollador de hojas (Fig. .

Para el segundo ejemplo, supongamos que tenemos una poblaciéon de tamano mayor
o0 igual al tamano 6ptimo, con b > 2a. En este caso, sin embargo, no supondremos que
ya se encuentra establecida en toda una semirecta, sino que se encuentra mayormente
restringida a una region determinada, es decir, a un subintervalo finito de R. Esto es
mas realista puesto que el espacio disponible para una poblacién siempre es finito.
La pregunta es jla poblacién sobrevivira independientemente del tamano del intervalo
inicialmente poblado?

Responder esta pregunta de manera tedrica es un poco complicado. De la Ec.
puede comprobarse facilmente que u(t,z) = 0 Vt,z es una solucién de equilibrio
independientemente del valor de los parametros K, a, b y D. Dado que las soluciones

LE] valor de la velocidad de invasién reportado en el texto citado es incorrecto, sin embargo el
valor aqui reportado fue calculado correctamente por el alumno Alam Ponce Quinones, de la Facultad
de Ciencias de la UNAM en su tesis de licenciatura, en revisién.
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F1GuraA 8. Las polillas del género Choristoneura son una plaga de
las coniferas del continente americano. Su propagacién a través del
bosque es una ola invasiva. Imagen del dominio publico.

de la Ec. [14] se mantienen ordenadas en el tiempo, para que una poblacién sobreviva,
debe mostrarse que la solucién de onda viajera puede ser alcanzada a partir de la
condicién inicial. De lo contrario s6lo puede tender a la solucién trivial, u(t,z) = 0.

Dado que esta prueba no es posible de manera exacta para la mayoria (si no es que
para todas) las condiciones iniciales, las condicién inicial critica que separa a aquellas
condiciones iniciales que resultan en extincién de las que resultan en supervivencia se
suele realizar de manera numérica.

Aqui nos limitamos a proporcionar un par de ejemplos en los cuales una poblacién
sobrevive, y en donde se extingue, en el limite de tiempos “largos”. En la Fig. [9a] pode-
mos observar dos soluciones obtenidas de manera numérica con diferentes condiciones
iniciales. En un caso, la mayoria de la poblacién se encuentra inicialmente contenida
en un intervalo de longitud seis. Después de cierto tiempo, la poblacién alcanza su
tamano 6pitmo en un intervalo de longitud considerablemente mayor. En este caso, la
poblacion sobrevive y se propaga. En el segundo caso, la mayoria de la poblacion se
encuentra inicialmente contenida en un intervalo de longitud dos. Al pasar un poco de
tiempo, la poblacién es tan pequena en todo el espacio, que eventualmente se extingue.
En la Fig. [9b] vemos que, si definimos a la familia de condiciones iniciales

2
T —
u(0,z) = 2exp —% ,
parametrizada por o (con p fija igual a la posicién del mdximo de la poblacién), el
valor critico del parametro oy ~ 4.4483 divide al conjunto de condiciones iniciales
que resultan en supervivencia, de las que resultan en extincién, cuando el valor de los
demds pardmetros estd fijo.

Aun cuando las poblaciones tienen la misma constante de difusién, tasa de repro-
duccién, tamanos de poblaciéon éptimo y critico, y distribuciones iniciales mayores al
tamano 6ptimo en cierta regién, una se extingue y la otra prospera, puesto que como
se observa en la Fig. [9D] el mdximo del perfil poblacional para o < it tiende a cero,
mientras que para o > 0 tiende a uno en el limite de tiempos largos. ; Por qué?

En el primer caso, la poblacion se encuentra presente en una regién extendida, por
lo que varios individuos se moveran a regiones con una poblacién ya establecida, lo que
estabilizara a la poblacién en esta regiéon. Sélo una pequena fracciéon de la poblacién
en los extremos se movera a regiones sin colonizar, por lo que no habra una pérdida
importante de individuos en la regién inicialmente colonizada.

En el segundo caso, la poblacién es densa, pero espacialmente restringida. Cuando
el tiempo pasa, la densidad empieza a disminuir hacia su tamano 6ptimo, pero los
individuos se empiezan a dispersar rapidamente hacia otros lugares, lo cual hace que
la la poblaciéon decrezca ain mas. La pérdida de individuos por dispersiéon es més
rapida que el aumento por reproduccion, por lo que la poblacién se extingue.

Con este ejemplo vemos que la extensién espacial inicial de la poblacién puede
provocar la extincién de una poblaciéon que prosperaria bajo otras circunstancias. Esto
es importante, pues el prondstico es exactamente opuesto al que habriamos obtenido
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FiaurA 9. Comportamiento de la Ec. con poblaciones iniciales
localizadas. Las condiciones iniciales usadas son reescalmientos de
la funcién de densidad de la distribucién normal con media p y
desviacién estdndar o, denotada por fa (z; u, o). @ Dos soluciones
con diferentes condiciones iniciales a tiempos distintos. Las lineas
azules corresponden a la solucién para diferentes instantes de tiempo
t = 0 (linea punteada) y t = 20 (linea continua) con condicién
inicial u(0,2) = 2v/27fy (2;10,1). Las lineas rojas corresponden a
la solucién para t = 0 (linea punteada) y t = 7 (linea continua) con
condicién inicial u(0, x) = 2 %wa (m; 10, %) (b) Valor de la solucién
en el centro del dominio para tiempos largos. Se evalué u(t,z) en
t =100 y = 10 con condicién inicial u(0,z) = 2v2w0o2 far (z; p, o)
como funcién del pardmetro o. El valor de los pardmetros en todos
los casoses K =1, D =1,a = i y b = 1. Se usaron condiciones de
frontera de Dirichlet u(¢,0) = u(t, 20) = 0 en todos los casos. Graficas
hechas en Mathematica.

si hubiéramos ignorado el espacio y usado el modelo de ecuaciones diferenciales
ordinarias.

Este resultado también es de importancia en ecologia, pues para que una poblacién
sobreviva, no sélo es importante que tenga muchos individuos, también es necesario
que se encuentre presente en un rango lo suficientemente amplio. Por lo tanto, para
especies vulnerables, podria ser importante introducir colonias en un area amplia para
asegurar su supervivencia.

CONCLUSIONES

Todos los modelos poblacionales expuestos hasta el momento estan fundamentados
en los mismos principios generales; especificamente, que la poblacién necesita una can-
tidad minima de individuos para sobrevivir, y que una vez superado este minimo, la
poblacién crece hasta alcanzar un nivel de saturacion. Sin embargo, cada uno difiere en
su formulacién matemdtica (ecuaciones en diferencias, ecuaciones diferenciales ordina-
rias, y ecuaciones diferenciales parciales), lo cual también se traduce en suposiciones
adicionales (poblaciones homogéneas con generaciones diferenciadas, poblaciones ho-
mogéneas con generaciones continuas, y poblaciones no homogéneas, respectivamente).

Para mantener el tema a un nivel introductorio y breve, el contenido del texto se
limit6 a modelos deterministas, es decir, modelos cuyas trayectorias temporales son
idénticas si las condiciones iniciales también lo son, y macroscépicos, lo cual quiere
decir que se modela el comportamiento de toda la poblacién en conjunto, en lugar de
modelar el comportamiento de cada individuo que compone a la misma. Es posible
obtener informacién y predicciones adicionales, asi como observar comportamientos
interesantes y diferentes, al considerar modelos probabilistas, como procesos estocésti-
cos, y microscépicos, tales como autématas celulares, entre otros|2] [17].
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Cada modelo presenta comportamientos particulares y diferentes a los demas, y
hasta predicciones contradictorias entre si. Por esta razon es que existe una gran
discusién respecto al “realismo” de un modelo y de comportamientos artificiales de
los mismos (model artifacts, en inglés)[19].

Sin embargo, esto es una manera negativa de juzgar el valor de un modelo. Como
yva lo hemos comentado, las predicciones del modelo son realistas para poblaciones
especificas que cumplen con las suposiciones bioldgicas particulares a cada tipo de
modelo.

Para responder a la pregunta que titula a este articulo ;cémo modelar una pobla-
cién?, la respuesta depende del organismo a modelar. Como hemos visto, un modelo
discreto como las ecuaciones en diferencias finitas son adecuados para modelar el creci-
miento de una poblacién con generaciones separadas y bien diferenciadas. Un modelo
continuo sin espacio, como las ecuaciones diferenciales ordinarias, son adecuados cuan-
do los individuos se reproducen continuamente, el espacio no se considera importante
y la poblacién se encuentra localizada en un &rea suficientemente grande. Un mo-
delo espacio-temporal, como las ecuaciones diferenciales parciales, son ttiles cuando
queremos estudiar la propagacion de una especie, o la ecologia de una especie aislada.

No existe un modelo “superior” al tratar de modelar un fenémeno biolégico. Un
buen modelo se obtiene al empatar las suposiciones subyacentes a cada metodologia
matematica con las caracteristicas bioldgicas del sistema modelado, y al identificar y
reconocer las diferencias entre ambos cuando no se tiene este empate.
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RECOLLEMENTS DE CATEGORIAS TRIANGULADAS

VALENTE SANTIAGO VARGAS

RESUMEN. En la literatura se encuentran dos definiciones de recollement de ca-
tegorias trianguladas y es bien conocido para los expertos que estas dos nociones
son equivalentes. En este articulo probaremos la equivalencia de las dos defini-
ciones. También daremos una prueba detallada de que un funtor entre categorias
trianguladas que es fiel y pleno y que poseé adjunto izquierdo y derecho puede
completarse a un recollement, dicho resultado se encuentra en el articulo [5] de E.
Cline, B. Parshall, L. Scott.

1. INTRODUCCION

En esta seccién introduciremos la nocién de categoria triangulada. Un ejemplo
de tal nocién, son las categorias derivadas, las cuales fueron inventadas por A.
Grothendieck y J. L. Verdier en la década de los anos 60. Actualmente, las categorias
derivadas se han convertido en una herramienta importante en muchas ramas de
la matemdatica como: geometria algebraica, geometria algebraica no conmutativa,
teoria de representaciones, fisica-matematica, etc. En un intento de axiomatizar las
propiedades de la categoria derivada, A. Grothendieck y J.L. Verdier introdujeron la
nocion de categoria triangulada. Durante largo tiempo, las categorias trianguladas
se situaron en un extremo del algebra homoldgica. Sin embargo, esta visién cambid
debido a los trabajos de D. Happel en los anos 80, llegando a ser de gran importancia
en la teorfa de representaciones y en otras areas como ya comentamos arriba.
Recordemos que una categoria aditiva es una categoria 7 tal que Homy(X,Y) es
un grupo abeliano para todo X,Y € 7T, la composicién es bilineal y existen los
coproductos finitos en 7. Una categoria triangulada consiste de una categoria aditiva
T, un automorfismo ¥ : 7 — T (es decir, existe £7! tal que Y o B! = 1
y Yo X7l = 1) llamado “funtor de traslacién” y una clase A7 de “tridngulos
distinguidos” los cuales satisfacen ciertos axiomas. Un tridngulo distinguido n € A+
es una terna de morfismos n: X Y 7 ¥ X en T;y los axiomas que
se pide satisfagan dichos tridngulos distinguidos son con la finalidad de que modelen
(permitan hacer dlgebra homoldgica) las propiedades bésicas de las sucesiones exactas
cortas 0 - X — Y — Z — 0 en una categoria abeliana .A.

Dada una categoria aditiva 7 y un automorfismo ¥ : 7 — 7, formamos una nueva

categoria Diag(T,X) cuyos objetos son diagramas de la forma A JTop o
3(A). Los morfismos en Diag(T, ) son ternas («, 8,v) de morfismos en T tal que el
siguiente diagrama conmuta

h1

A, B o $(A,)

bR

Ay By £ 0y — 2 23(A,).

La siguiente definicién es estandar y la pueden encontrar por ejemplo en [11,
Definition 3.1] en pag. 11.

2010 Mathematics Subject Classification. 18E30, 18E35.
Palabras clave. Categorias trianguladas, Localizacién, Recollement.
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Definicién 1. Una categoria triangulada T, es una terna (7, X, A) que satisface

las siguientes condiciones:

(a) T es una categoria aditiva.

(b) ¥:7 — T es un automorfismo aditivo.

(c) A es una subcategoria plena de Diag(7, %) (cuyos objetos llamaremos tridngu-
los distinguidos), la cual es cerrada por isomorfismos y satisface los siguientes
axiomas:

(T1) Para todo morfismo f : A — B en T existe un tridngulo distinguido de la
siguiente forma A Jop Lo Y(A). Para todo A € T, el diagrama
0— A5 A4—50esun triangulo distinguido.

(T2) Si A Ry BRI LN % (A) es un tridngulo distinguido, entonces B -+

- -2 (h i
c X(A) 2Y) %(B) y 7Y0O) M4t B % Cson tridngulos
distinguidos.

(T3) Dados los tridngulos distinguidos A; LN B; 25 ¢ N Y(A;), con i = 1,2;
v un par de morfismos « : Ay — As, 8 : By — Bs tales que el siguiente
cuadrado conmuta

A1 L} Bl
f2
A2 —_— BQ,

existe v : C; — (5 tal que la terna (a, 8,7) es un morfismos de tridngulos, es
decir, el siguiente diagrama conmuta

A, f1 B, g1 C, hy Z(Al)
Ja lg k Jz(a)
AL By 0y 2 m(4,).

(T4) El azioma del octaedro. Para dos morfismos f1 : A — B, fo: B — C existe
un diagrama conmutativo en T

Al g x My
o
A faf1 C g3 v hs3 Z(A)

J{fl B lE(fl)
f

ho

B—"2 %2 .7 %(B)
J JO E(g1)he
00— X(X)=——=%X(X)——0

en el cual todos los renglones y la tercera columna son tridngulos distinguidos.

2. RECOLLEMENTS

Los recollements fueron introducidos por A. A. Beilinson, J. Bernstein y P. Deligne
en [3], en la construccién de la categoria de gavillas perversas sobre un espacio singular
en su axiomatizacién de los 6 funtores de Grothendieck para la categoria derivada de
gavillas. En el contexto de categorias abelianas, los recollements fueron estudiados por
V. Franjou y T. Pirashvili en [7], motivado por el trabajo de MacPherson-Vilonen en
la categoria derivada de gavillas perversas. Los recollements de categorias abelianas
fueron usados por E. Cline, B. Parshall y L. Scott para estudiar la categoria de médulos



RECOLLEMENTS DE CATEGORIAS TRIANGULADAS 55

sobre algebras de dimensién finita sobre un campo K (ver [14]). Recientemente la
nocion de recollement ha cobrado mucho interes recientemente por lo que este articulo
pretende ser una introduccion a la teoria de recollements.
A continuacién damos la primera definicién dada por A. A. Beilinson, J. Bernstein y
P. Deligne en 1.4.3 en la pag. 44 de [3].
Dado un funtor F' : A — B entre categorias arbitrarias la imagen esencial de F'
denotado por Im(F) es la subcategorfa plena de B cuyos objetos son definidos como
sigue:

Im(F) :={B € B | existe A € A tal que F(A) ~ B}.

Si B tiene objeto cero, definimos el kernel de F' como la subcategoria plena de A
definida como sigue Ker(F) := {A € A| F(A4) ~ 0}.

Definicién 2. [3, Definition 1.4.3] Consideremos el siguiente diagrama de funtores
triangulados entre categorias trianguladas

<

i gt

iv=i— A —j'=j*— C.

B

!

[ Jx
Se dice que tal diagrama forma un recollement si:

(a) (i*,i. = i1,i') v (ji,5' = j*,j«) son triples adjuntos, i.e. (i*,4,), (i1,4") (j1,5")
son (j*,j.) pares adjuntos;

(¢) s, 1,7« son fieles y plenos;

(d) Para cada A € A existen tridngulos distinguidos en A:

313 (A) —— A —— i,i*(A) —— 255 (4)),

it (A) —— A —— 5" (A) —— X(iri'(A)).

Observacion 1. Hay un error de dedo en la notacién de la definicién original pues
los autores consideran el diagrama: Dp s pI Dy . El error consiste en que
en la sucesion anterior, debe ser j* en lugar de j,.

Ahora enunciamos la segunda definicién, por ejemplo ver pag. 96 en [17].

Definicién 3. Consideremos el siguiente diagrama de funtores triangulados entre
categorias trianguladas

" Jt
i=i— A ——j'=j*— C.

B

i Jw
Se dice que tal diagrama forma un recollement si:

(a) (i*,i« = i1,i') y (j1,5' = j*, j«) son triples adjuntos, i.e. (i*,i,), (ir,i') (ji,5")
son (j*,j«) pares adjuntos;

(b) Tm(i.) = Ker(j*);

(¢) ix, 1, J« son funtores fieles y plenos.

Recordemos que en una categoria aditiva el coproducto de una familia vacia de
objetos es el objeto cero.

LeEMA 4. Consideremos funtores F' : A — B y G : B — A entre categorias
aditivas tal que (F,G) es un par adjunto. Si F es el funtor cero, entonces G es el
funtor cero.



56 VALENTE SANTIAGO VARGAS

Demostracion. Sabemos que existe isomorfismo funtorial para A € Ay B € B
Homp(F(A), B) ~ Hom(A, G(B)).
Como G(B) = 0 para todo B € A, tenemos que Homg(F'(A), B) ~ Hom(A, G(B)) =

0 para todo A € Ay B € B. En particular, para B = F(A) tenemos que
Homp(F(A), F(A)) = 0 y esto implica que 1p4) = 0 y por lo tanto concluimos

que F'(A) = 0. Luego, F es el funtor cero. d
LEMA 5. Consideremos un recollement como en las Definiciones 2 o 3 . Entonces
(a’) Z*]' =0,

(b) i'j. = 0.

Demostracion. Solo demostraremos (b) pues (a) es dual. Notemos primero que como
(i4,7') y (5%, j.) son pares adjuntos, entonces (j*i.,4 j.) es un par adjunto. En efecto,
para B € By C € C tenemos los siguientes isomorfismos funtoriales

Hom(j*i.(B), C) ~ Hom(i.(B), j.C) [pues (j*,7.) es un par adjunto]
~ Hom(B, i'5.(C)) [pues (ix,i') es un par adjunto.]

Por lo tanto, (j*i,i'j.) es un par adjunto. Por Definiciénes 2(b) o 3(b), tenemos que
§*i, = 0. Luego, por Lema 4, concluimos que i'j, = 0. (I

La siguiente Proposicién serd muy util en las pruebas de los resultados de este
articulo.

PROPOSICION 6. Sea F : A — B, un funtor. Las siguientes condiciones se
satisfacen
(a) Sea G : B— A adjunto a izquierda de F. Entonces F es fiel y pleno si y sdlo
si la counidad (del par adjunto (G, F))e:GoF — 14 es un isomorfismo.
(b) Sea H : B — A adjunto a derecha de F. Entonces F es fiel y pleno si y sdlo
st la unidad (del par adjunto (F,H))n:14 — H o F es un isomorfismo.

Demostracion. Ver [4, Theorem 3.4.1] en pdg. 114 y su dual. d
PROPOSICION 7. Consideremos un recollement
7" Ji
B =iy A—ji=j—C
it Jx

como en la Definicion 3. Entonces existen tridngulos distinguidos

313 (A) —— A—— i.i*(A) —— B(jij'(4))

ini' (A) —— A —— jij" (A) —— S(ini' (4)).

Demostracion. Demostremos la existencia del segundo tridngulo ya que la existencia
del primero es andloga. Consideremos los pares adjuntos (ix,i') y (j*,j«). Entonces,
tenemos unidad 7 : 13 — i'i, y counidad ¢ : i,i' — 14 de la adjuncién (i.,4'); y
también la unidad " : 14 — j.j* y counidad &’ : j*j. — 1¢ de la adjuncién (5*, j.).
Consideremos la unidad 7’ : 14 — j.j*. Luego, para A € A tenemos morfismo:

Mat A — juj"(A).

Por Definicién 1(T1) y (T2), podemos completar al siguiente tridngulo distinguido en

A:
(6 : X 2y A0 5 (A) — s N(X).

Lo que haremos en el resto de la prueba es ver que el morfismo « es isomorfo al
morfismo ¢4 : i.i'(A) — A.
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Primero, dado que (j*, j«) es un par adjunto y j, es fiel y pleno (ver Definicién 3(c)),
por Proposition 6(a), tenemos que la counidad ¢’ : j*j. — 1l¢ es un isomorfismo.
Para A € Ay C € C consideremos las identidades triangulares de la adjuncién (j*, j.)
(ver [4, Theorem 3.1.5] en pag. 99):

Ljv(a) = €jeay © 5" ()

1) = jx(€c) o M), (c)-
Como ¢’ : j*j. —> l¢ es un isomorfismo, concluimos de las identidades triangulares
que j*(n'y) es isomorfismo. Aplicando j* al tridngulo (*) tenemos el tridngulo distin-
guido en C:
3" (')

70 28 ()2 o e (4) —— B (X)),

Como j*(ny) es isomorfismo, concluimos que j*(X) = 0 (ver [13, Corollary 1.2.6] en
pag. 41). Como Ker(j*) = im(i.) (ver Definicién 3(b)), tenemos que existe Y € B tal
que i, (Y) ~ X.

Sin perdidad de generalidad supongamos que i,(Y) = X.

Como (i,i') es un par adjunto e i, es fiel y pleno, por Proposition 6(b), tenemos que
la unidad 7 : 15 — i'i, es un isomorfismo. Luego, i (ny) es un isomorfismo ya que
ny lo es. Por otro lado, aplicando 4" al tridngulo (%), tenemos el siguiente tridngulo
distinguido en B:

(@)

() 22 it 4) i (A) — S(H(X)).

Por Lemma 5(b), tenemos que i'j, = 0, y por lo tanto i'j,j*(A) = 0, de donde
concluimos que i'(a) es un isomorfismo (ver [13, Corollary 1.2.6] en pag. 41).
Ahora, recordemos que para B € By A € A tenemos isomorfismo funtorial

T : Hom(i,(B), A) — Homg(B,i'(4)),

donde para f € Hom(i,(B),A) se tiene que I'(f) := 4'(f) onp y para g €
Homp(B,i'(A)) tenemos que I'"'(g) = €4 o i.(g). Luego, considerando el morfis-
mo «a : i.(Y) = X — A del tridgngulo (%) tenemos que la igualdad T 'T'(a) = « se
traduce en la conmutatividad del siguiente diagrama

ini' ()
—

iit (14 (Y)) Qi (A)
}*(m’) IEA
X =i (V) 2— A

. . . ..l . . .
En el diagrama anterior i.(ny) y i.i (a) son isomorfismos. Luego tenemos el siguiente
diagrama conmutativo

X2 AT (A) —— 2(X)
Ll
i) A a2 g 7 %6 (A))
donde \ := i,i'(a) o i.(ny) es un isomorfismo. Por lo tanto, existe isomorfismo

0 : j.j*(A) — Z tal que el diagrama anterior se completa a un isomorfismo de
tridngulos (ver Definicién 1 (T3) y [13, Proposition 1.1.20] en pag. 36). Por lo tanto,
el morfismo « lo podemos sustituir por €4 y asi tenemos tridangulo distinguido

P (A) S AT G (A) —— (0l (A)).

Como i, = 7 tenemos el tridngulo deseado. O
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Ficura 1. Idea general de recollement

PROPOSICION 8. Consideremos un recollement
i* gt
B =iy A —j'=j*—C

a Jx

como en la Definicion 2. Entonces Im(i,) = Ker(j*).

Demostracion. Como j*i, = 0 tenemos que Im(i,) C Ker(5*). Ahora veamos la otra
contencién. Sea A € Ker(j*). Por Definicién 2(d) sabemos que tenemos tridngulo
distinguido

iyt (A) —— A —— j,j* (A) —— S(iri'(A)).
Como j*(A) = 0, tenemos que j,j*(A) = 0y por lo tanto el morfismo iyi'(A) —— A
del tridngulo de arriba es un isomorfismo (ver [13, Corollary 1.2.6] en pég. 41).

Es decir, A ~ iyi'(A) = i,i'(A). Lo cual prueba que A € Im(i,) y por lo tanto
Im(i,) = Ker(5*). O

COROLARIO 9. Las definiciones de recollement de 2 y 8 son equivalentes.
Demostracion. Se sigue de las Proposiciones 7 y 8. (I

La Figura 1 ilustra a grandes rasgos el recollement de la Definicién 3.

3. COMPLETACION DE RECOLLEMENTS
Recordemos la siguiente definicién (ver [11] en pag. 182).

Definicién 10. Sea 7 una categoria triangulada con traslaciéon ¥X. Sea S una
subcategoria plena de 7. Se dice que S es una subcategoria triangulada de T
si

(a) ¥"(X) € S para todo X € S y para todo n € Z,
(b) Sea X Y Z ¥(X) un tridngulo en 7. Si dos objetos del
conjunto {X,Y, Z} pertenecen a S entonces el tercero también estd en S.

Sea S una subcategoria triangulada de 7, se dice que S es gruesa si cada vez que

tenemos morfismos X ——Y —— X tal que To¢ = ly con X € S, entonces
Y € S. Es decir, S es gruesa si es cerrada por sumandos directos.

Observacion 2. Recordemos la siguiente construccién. Dada T categoria triangu-
lada y X subcategorfa triangulada de 7 definimos los morfismos S(X') como los mor-
fismos f: A — B tal que cuando completamos f a un tridngulo

A f

B¢ 2(A)

tenemos que C € X.
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En este caso tenemos la localizacién de Verdier de 7T respecto a la subcategoria
triangulada X, la cual es por definicion 7/X := T[S(X)7!] y se tiene el funtor
canénico Q : T — T/X. Recordemos que T[S(X)~!] es notacién para denotar a
la categoria que se contruye a partir de 7 en la cual los morfismos que pertenecen a
S(X) se vuelven invertibles (ver seccién 2.2 en pédg. 164 de [11]).

A continuacién, veamos a grandes rasgos como se construye el cociente de Verdier
T /X. Para esto, hacemos la siguiente construccién. Consideremos dos diagramas

Z 7
0
X v, X Y

con s, s’ € S(X). Decimos que dichos diagramas estén relacionados si existen morfis-
most: W —Zyu:W — Z"en T tal que el siguiente diagrama conmuta

w
/ \
Z o /A

X
Y

y ademés st = s'u € S(X). Se demuestra que la relacién anterior es de equivalencia
y por lo tanto podemos hablar de clases de equivalencia de diagramas de la forma
anterior (ver [13, Lemma 2.1.14] en pdg. 76). El cociente de Verdier 7/X se define
como sigue.

(a) Los objetos de T /X son los mismos objetos que los de T.
(b) Sean X y Y dos objetos de 7/X, un morfismo de X a ¥ en 7/X consiste de
la clase de equivalencia de diagramas de la forma

X/Z\\J:Y

La composicién en 7 /X se define como sigue. Consideremos un morfismo de X a Y y
otro morfismo de Y a Z representados por los siguientes diagramas respectivamente:

W W’
X Y, Y z

con s,s" € S(X). Para hacer la composicién, se construye un diagrama conmutativo

de la siguiente forma
L
7N
w w’
NN
X Y Z

con s € S(X).



60 VALENTE SANTIAGO VARGAS

donde s’ € S(X). Luego, la composicién se define como la clase de equivalencia del

diagrama:
L
sy \f’j
X Z.

Se demuestra que la composicién definida arriba estd bien definida (ver [13, Lemma
2.1.18] en pag. 80) y que 7 /X es una categoria (ver [13, Definition 2.1.20] en pag.
81). Por otro lado, el funtor Q : T — T /X satisface que si f : X — Y es un
morfismo en 7 entonces Q(f) queda representado por la clase de equivalencia del

siguiente diagramas:
X
N
X Y.

Para el siguiente resultado, se necesita la siguiente nocién. Sean 7 y T’ categorias
trianguladas. Un funtor F : T — T es triangulado si manda tridngulos distinguidos
de T en tridngulos distinguidos de 7”. Se tiene el siguiente Teorema (ver [13, Theorem
2.1.8] en pég. 74).

TEOREMA 11. Sea T wuna categoria triangulada y X una subcategoria triangulada
de T. Entonces T /X es una categoria triangulada y Q : T — T /X es un funtor
triangulado. Ademds el funtor Q : T — T/X satisface la siguiente propiedad
universal: si F' : T — U es un funtor triangulado tal que X C Ker(F), entonces
existe un unico funtor triangulado G : T/X — U tal que el siguiente diagrama
conmuta

T % T/x

| A

u.

Observacion 3. Recordemos para conveniencia del lector, cémo actia el funtor
G :T/X — U en morfismos. Sea o € Homy,x(X,Y’). Entonces a estd representado

por un diagrama de la forma
Z
N
X Y

con s € S(X). Como T/X es la categoria donde Q(s’) es invertible para todo
s’ € S(X) (ver [13, Lemma 2.1.21]) se tiene que a = Q(g)Q(s)~!. Por otro lado,
como X C Ker(F'), se puede ver que F(s') es invertible para todo s’ € S(X). Por lo
tanto, tenemos que G(«) se define como sigue:

G(a) = F(g)o F(s)™".

Ahora bien, si £ es una subcategoria triangulada de una categoria triangulada D,
se define £+ := {Y € D | Homp(X,Y) =0 VX € £}. De manera dual, se define +£.

El siguiente teorema se puede encontrar en [5, Theorem 2.1] en la pdg. 506. En el
articulo [5] sélo se da un esbozo de la prueba. Uno de los objetivos principales de este
articulo es dar la demostracién con todo detalle de tal resultado.

TEOREMA 12. [5, Theorem 2.1] Sea i, : D' — D un funtor entre categorias
trianguladas que es fiel y pleno. Supongamos que i, tiene un adjunto izquierdo i*
y un adjunto derecho i' que son funtores de categorias trianguladas. Sea & la imagen
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esencial de D' bajo i, (i.e, los objetos de D que son isomorfos a i.(X) para algin
X €D'). Entonces
(a) Ker(i') = £*.
(b) &= L(ELY), en particular £ es una subcategoria gruesa de D.
(¢) Consideremos la unidad n : 1p — i, del par adjunto (i*,i.). Para cada
X € D existe un tridngulo distinguido

Xo —2 0 X — 54,07 (X) —— B(Xo)

que cumple las siguientes condiciones:

(c1) i*(nx) es un isomorfismo,

(62) X € J‘g,

(¢3) Homp(Xo, s) : Homp(Xo, A) — Homp(Xo, B) es un isomorfismo para todo
s:A— B en S(€&).

(d) El morfismo cociente j* : D — D/E tiene adjunto izquierdo j y adjunto
derecho j. y tales adjuntos son fieles y plenos y ademds € = Ker(j*). Es decir,
tenemos el siguiente recollement

D’ iy =iy D j'=j*— D/E.

i Jx

Demostracion.  (a) Consideremos £+ := {Y € D | Homp(X,Y) = 0 VX € &}
Sea Y € &1, para X ~ i, (X') € £ con X’ € D' tenemos que 0 =
Homop (i.(X’),Y) = Homp (X', (Y)) ya que (i4,4') es par adjunto. En parti-
cular, tomando X’ :=4'(Y) € D’ tenemos que

0 = Homp (i, (i'(Y)),Y) = Homp (i (Y), ' (Y)).
Por lo tanto, i'(Y') = 0. Esto prueba que £+ C Ker(i').
Ahora, sea Y € Ker(i'). Para X ~ i,(X’) € € con X' € D' tenemos que
0 = Homp/ (X’,0) = Homp/(X',i'(Y)) = Homp(i.(X'),Y). Por lo tanto,
Y € &+ y asf tenemos que Ker(i') C £1. Probandose que Ker(i') = £+.
(b) Consideremos el par adjunto (i1,7') y su counidad ¢’ : 4,i' — 1p. Entonces
para cada X € D tenemos el siguiente tridngulo distinguido en D

’

(%) 0 0i'(X) X X Y S0 (X))

Aplicando el funtor ' a este tridngulo, tenemos el siguiente tridngulo en D’

i)

(k) + iy (X) i'(X) i'(Y) S(i'hi' (X))

Como i, = 14 es fiel y pleno, por Proposicién 6(b), tenemos que la unidad
(del par adjunto (i1,4')) 0’ : 1p — ‘i) es un isomorfismo. Consideremos las
identidades triangulares del par adjunto (i1,i') para cada Z € D' y W € D (ver
[4, Theorem 3.1.5] en péag. 99):

Liy(z) = €y(z) © 1(N7)

_ e /
Liwy = (ew) © M-
Luego, como 7, (x) €S un isomorfismo, concluimos que i'(£'y ) es un isomorfismo.

Por lo tanto, del tridangulo (%*) concluimos que i'(Y') = 0 (ver [13, Corollary
1.2.6] en pag. 41). Luego, del inciso (a) de este teorema, tenemos que Y € £+.
Ahora veamos que £ = +(£1). En efecto, es claro que £ C +(£1).

Por otro lado, supongamos que X € +(£1). Como iyi'(X) = i,i'(X) € €y
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£ C +(&1), concluimos que i (X) = 4,i'(X) € H(EL). Dado que iyi' es un
funtor triangulado, tenemos que L(iyi'(X)) = ii'(Z(X)) = i,d' (Z(X)) € € v
por lo tanto X(iyi'(X)) € +(£1).

Luego, en el tridngulo (x), tenemos que X(ii'(X)), X € +(£1). Sea L € £+,
aplicando Homp(—, L) al tridngulo (x) tenemos la sucesién larga

0 = Homp (X (iri' (X)), L) — Homp(Y, L) — Homp(X, L) = 0.

Por lo tanto, Homp(Y,L) = 0 y asi obtenemos que Y € +(£+). Ya vimos
arriba que Y € £+ y por lo tanto, Y € (+(€1)) N EL. Asi, tenemos que
Homp(Y,Y) =0 y en consecuencia ¥ = 0.

Luego, del tridngulo (*) concluimos que &’y : 4i'(X) — X es un isomorfismo
(ver [13, Corollary 1.2.6] en pag. 41). Es decir, tenemos que X ~ i,i'(X) € £.
Por lo tanto L(£+) C € y asi £ = +(£1). De esta igualdad, es facil ver que &
es cerrada por sumandos directos, es decir, que £ es una subcategoria gruesa.
Consideremos la unidad 7 : 1p — 4.i* del par adjunto (i*,4.). Entonces, para
X € D podemos formar el siguiente tridngulo en D (ver Definicién 1(T1)):

()0 Xo 25 X — 54,7 (X) —— B(Xo).

Notemos que como i.i*(X) € &, entonces el morfismo ux del tridngulo (&)
estd en S(E) (ver observacién 2, para definicién de S(€)). Como i, es fiel y
pleno, por Proposicién 6(a) tenemos que la counidad € : i*i, — 1p/ es un
isomorfismo. Aplicando i* al tridngulo (&) tenemos el siguiente tridngulo en
D'

" (ux)

Fx).,

(D) = i*(Xo) " i+ (X) i, (X) —— S(i* (X))

Consideremos las identidades triangulares para X € Dy Y € D' (ver [4,
Theorem 3.1.5] en pag. 99):

Lix(x) = €i(x) © 1" (1x)

Li.v) =tis(ev) o ni,(v)-
Como ¢;+(x) es un isomorfismo, concluimos que i*(nx) es un isomorfismo.
Por (cl) sabemos que i*(nx) es un isomorfismo. Luego, del tridngulo (A) de
arriba, concluimos que i*(Xy) = 0 (ver [13, Corollary 1.2.6] en pag. 41).
Por otro lado, para Y € D', tenemos que i,(Y) € £ y como (i*,i4) es un par
adjunto, tenemos que

0= HOIHD/ (Z*(XO>, Y) = HomD(Xo,i*(Y)).

Por lo tanto, X, € L€&.

Veamos que Homp (X, s) : Homp(Xg, A) — Homp(Xp, B) es un isomorfismo
para todo s : A — B en S(£).

En efecto, como s € S(€) tenemos que cuando completamos s a un tridngulo
distinguido

A—5B C $(A),

se tiene que C € &. Aplicando Homp(Xy, —) al tridngulo anterior, tenemos la
sucesion exacta larga

D(Xo, 5~ 1(C)) —— D(Xo, A) —— D(Xo, B) —— D(X,, C)

donde s* := Homp(Xp,s). Como C,X"YC) € £y Xg € L&, tenemos la
siguiente igualdad Homp(Xo,X"1(C)) = 0 = Homp(X,,C) y por lo tanto
s* := Homp (X, s) es un isomorfismo.
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(d) Primero, notemos que como £ es una subcategoria triangulada de D, existe el
cociente de Verdier D/€ y funtor triangulado j* :=Q : D — D/E.
Ahora veamos que j* : D — D/E tiene adjunto izquierdo j;. Como la prueba
es larga, dividiremos la prueba en varios pasos.
(1). Existe functor ® : D — D.
Sea f : X — X’ un morfismo en D; luego por la naturalidad de la unidad 5
del par adjunto (i*,4.) tenemos el siguiente cuadrado conmutativo

X — 7 (X)

Jf Jm*(f)

XX (X,

Luego, por Definicién 1 (T3), tenemos que existe f : Xo — X}, tal que se tiene
el siguiente morfismo de tridngulos

Xo 25 X — 5 (X) —— 5(Xo)

lf Jf lm‘*(f) lE(f)

XX X G (X)) —— D(XD).

Como uxs € S(€) (pues i,i*(X) € £) y por el inciso (c3), se tiene el siguiente
isomorfismo de grupos:

Hom-D(Xg,uX/)

Homp(Xo, X{) Homp (Xg, X').

Por lo tanto, es tinico el morfismo f : Xy — X}, que hace conmutar el diagrama
anterior. Asi, podemos definir el funtor

d:D—D,

como sigue: ®(X) = X para X € Dy &(f) = fpara f : X — X' un
morfismo en D. Utilizando el hecho que Homp (X, s) es un isomorfismo para
todo s : A — B en S(E), se puede ver que en efecto ® es un funtor.

(2). El funtor ¢ del paso (1) es un funtor triangulado.

Consideremos el siguiente tridngulo en D:

xty_¢

2(X).
Al igual como hicimos arriba, podemos construir el cuadrado conmutativo

Xo X4 X

b ]

YOT>Y.

Por [12, Lemma 2.6] (Lema del 9) aplicado al cuadrado anterior tenemos
el siguiente diagrama donde todos los renglones y columnas son tridngulos
distinguidos y todos los cuadrados conmutan a excepcién del marcado con (X):
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() S(Xo) =2 w(vp) 2 swy 20 w2 x,)
a b c (X) —3(a)
i () 2 () s Lk S (X)
nx ny e S(nx)
x—t sy 9 Lz M iy
ux (I) wuy Iz S(ux)
Xo— 1 v W n(xy).

Notemos que como i.i* : D — D es triangulado, tenemos el siguiente

tridangulo en D:

-
Tyl

— i (Y) ——

(9)

ii*(2)

ivi*(h)
—

(6% (X)).

Luego, existe isomorfismo £ : i,i*(Z) — L tal que el siguiente diagrama
conmuta (ver Definicién 1 (T3) y [13, Proposition 1.1.20] en pdg. 36):

it () S G ) 2 e ) 25 6, ()
ELE T e

Y a ¥

105 (X) —=i.3*(Y) L Y(i3*(X))

Entonces podemos suponer que el diagrama (%) tiene la siguiente forma

(1)

Z(¢)

() 1 B(Xo) S(Y0) B(W) —— 7 £2(Xo)
a b c (X) —3(a)
it (X) 2 () Y 2) s 6L (x0)
nx ny e Z(nx)
x—1 vy .z b y(x)
ux 0wy n S(ux)
Xo— 1 vyt w T B(Xo).

Aplicando i,7* al morfismo de tridngulos del segundo y tercer renglén del
diagrama anterior, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

i3y (X) —— 1,0%1,0% (YV) —— 140140 (Z) —— B(iyiyi*i* (X))

}*z‘*(nx) i*i*(ny)T i*i*(e/)T E(i*i*(nX))T

il sl it (h
it (x) —D Ly W, i.i%(2) W, i (X))

Por inciso (cl), tenemos que i.i*(nx) v ixi*(ny) son isomorfismos, por lo
tanto concluimos que i.i*(€’) : 141" (Z) — 41%1,3*(Z) es un isomorfismo (ver
[13, Proposition 1.1.20] en pég. 36).

Consideremos la unidad 7 : 1p — 4,4* y counidad ¢ : i*i, — 1ps del par
adjunto (i*,i.). Como i, es fiel y pleno, por Proposicién 6(a), tenemos que la
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counidad ¢ : i*i, — 1p/ es un isomorfismo. Recordemos que el isomorfismo
funtorial dado por adjuncién:
© : Homp(Z,i.i*(Z)) — Homp (i*(Z),i"(Z))

estd definido como sigue: para A € Homp(Z,i.i*(Z)) se tiene que O(\) =
gi+(z) 0 1*(\) y para ¢ € Homp (i*(Z),i*(Z)) se tiene que ©1(¢) = i.(¢) 0 nz.
Luego, para el morfismo ¢’ € Homp(Z,i,i*(Z)) del diagrama (x*) se tiene que
©710(e¢/) = €'. El cual se traduce en el siguiente diagrama conmutativo

i1 (e’)

i.i*(2) 0%, (i*(2))
nzT Jjﬁ—i*(ei*(Z))
Z ¢ ii*(2).

Notemos que j := 7. (g;+(z)) es un isomorfismo pues la counidad ¢ : i*i, — 1ps
es un isomorfismo; y ademés vimos arriba que i.i*(e’) es un isomorfismo. De
esta manera, tenemos el siguiente diagrama conmutativo donde los morfismos
verticales son isomorfismos

7z —20,i%(2Z)
[ o
Z—5%4, i*(Z).
Luego, tenemos el siguiente diagrama conmutativo
Zo—2 7 — %% (Z) — ©(Z0)
llz Jjoui*(e')
W—— Z — " (Z) —— S(W)

Por lo tanto existe un isomorfismo « : Zy — W tal que el siguiente diagrama
conmuta (ver Definicién 1 (T3) y [13, Proposition 1.1.20] en pdg. 36):

Zo 2 7 — %" (Z) —— Zy[1]

J{a JIZ ljoi*i*(e') la[l]
o ’

W —— 7 —%i.4"(Z) —— W[1]

Por lo tanto el tridngulo en la tercera columna del diagrama (xx) lo podemos
sustituir por el tridngulo superior del diagrama de arriba. Por lo tanto, tenemos
el siguiente diagrama

(")

(e x%) 1 5(Xo) (Ye) 2(Zo) —290, 52(x,)
a b c’ (X) —3(a)
i (X) T ( )Mi*i*(Z) ﬂf)E(z*i*(X))
nx ny Nz S(nx)
x—1 vy .z b x(X)
ux (I uy uz Z(ux)
Xo— v, — Y g sxy).
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Ahora, como s6lo hay un unico morfismo de Y; a Zjy que hace conmutar el
diagrama anterior (pues ® es funtor), concluimos que ¥’ =g = ®(g).
Veamos que X(Xp) ~ 3(X)o.
Como i,1* es un funtor triangulado, existe un isomorfismo funtorial 5 : (i,i*) o
Y — Yo (i4i*) tal que el siguiente diagrama conmuta para cada X € D:

i (X)) 225 B0, (X))

772<X>T E(nxﬁ

NX) —— 5(X).
Luego, tenemos el siguiente diagrama de triangulos

Us(x)

n=(x).
7

%(X)o %(X) «17(2(X)) —— X(E(X)o)

1 Bx
2(uw P —X(a
£(Xo) 2 52(x) 5,07 (X)) 2 92(Xo)
Por lo tanto, existe un isomorfismo ¢ : (X(X))g — 3(Xp) tal que el diagrama
de arriba se convierte en un morfismo de tridngulos (ver Definicién 1 (T3) y
[13, Proposition 1.1.20] en pag. 36). Por lo tanto el diagrama (xx«) se convierte
en el siguiente diagrama

£(Xo) 2 5(vg) 20 3(20) 207, 32 xq)
a b p (X) )
i (X) 2 e ) 2 e ) Y2 (x))
nx ny nz Nz (x)
x4 Ly .z b y(x)
ux (I uy uz ux(x)
Xo—T1 v — T sz (X,

Ahora, sabemos otra vez que sélo hay un morfismo de Zy a (X )o que hace
conmutar el diagrama de arriba (pues ® : D — D es un funtor). Por lo tanto,
tenemos que v/ = h = ®(h). Y asi tenemos que

Xo ¥~ Zo s v(Xo) = B(X)o

es un tridngulo distinguido. Esto prueba que ® : D — D es un funtor
triangulado.

(3). El funtor ® induce un funtor triangulado ® : D/ — D.

Para esto, verifiquemos que ®(X) = 0 para toda X € £. Por (¢) tenemos
tridngulo.

Xo 25 X — P57 (X)) —— B(Xo).

Como X € &, podemos suponer sin perdida de generalidad que X = i,(Y) para
algiin Y € D’. Entonces tenemos que nx = 7;,(y) : ix(Y) — 3% (1.(Y)).
Ahora por las identidades triangulares, tenemos que 1; (yv) = i«(€y) o 7, (v)-
Como la counidad € es un isomorfismo, tenemos que i, (ey’) es un isomorfismo.
Luego por la identidad de arriba, tenemos que 7;_(y) = nx es un isomorfismo
y asi del tridngulo de arriba tenemos que X, = 0 (ver [13, Proposition
1.1.20] en pég. 36). Por lo tanto, tenemos que £ C Ker(®). Luego por la
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propiedad universal del cociente de Verdier (ver Teorema 11), tenemos un funtor
triangulado ® : D/E — D tal que el siguiente diagrama conmuta

p—% .p

| A

DJE.

Por observacién 3, tenemos que ® estd definido en morfismos como sigue.
Sea o € Homp ¢ (X,Y') que estd representado por el diagrama de la forma

X/Z\\QJY

con s € S(€). Entonces, tenemos que o = 7*(g)7*(s)~L. Por lo tanto, tenemos
que () se define como:

D(a) := D(g) o B(s) 7 .

(4). Veamos que ® es adjunto a izquierda de j* : D — D/E. Para esto,
veamos que existe isomorfismo funtorial

Homp (®(X),Y) ~ Homp e (X, j*(Y)),

para X € D/€ y Y € D. Por construccién, tenemos que ®(X) = Xo y j*(Y)
Y. Es decir, probaremos que existe isomorfismo funtorial Homp(Xo,Y) =~
Homgp /¢ (X,Y).

Para esto, definiremos isomorfismo de grupos

2

FX,Y : HOIHD(X(),Y) — Homp/g(X, Y)
En efecto, por construccién (inciso (c)), tenemos un tridngulo distinguido en
D:
Xo 5 X — 54,7 (X)) —— B(Xo)

donde ux € S(&). Luego, para 6 € Homp(Xy,Y) podemos formar el siguiente
morfismo en D/E de X a Y (que llamaremos «) dado por el diagrama:

Xo
2N
X Y.
Es decir, a = j*(6)j*(ux)~! : X — Y. Por lo tanto, definimos I'x y () :=
75 (0)5" (ux) ™.

(4i). Veamos que I'xy es suprayectiva. En efecto, sea p en Homp /¢ (X,Y)
que esta representado por el diagrama de la forma

Z
RN
X Y
con s € S(€). Como s € S(€), por (c3), tenemos que Homp(Xo,s)
Homp(Xo,Z) — Homp(Xo,X) es un isomorfismo. Luego, como ux €

Homp(Xo, X), existe un dnico morfismo f : Xg — Z tal que sf = ux.
Tenemos el siguiente diagrama conmutativo
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Es facil ver que el morfismo p estd representado también por la clase de
equivalencia del siguiente diagrama

2N

X Y.
Luego, por construccién, tenemos que I'x y (gf) = 5*(gf) o j*(ux)™! = p. Por
lo tanto I'x y es suprayectiva.
Ahora notemos que I'x y es morfismo de grupos (pues j* es funtor aditivo).
(4ii). Veamos que I'xy es inyectiva. En efecto, sea 6 : Xo — Y tal
que I'xy(0) = j*(0) o j*(ux)~! = 0. De donde concluimos que j*(f) = 0.
Recordemos que j*(6) esta representado por el siguiente diagrama

Xo
/ XJ
X, Y.

Ademds, el morfismo 0 € Homp¢(Xo,Y) estd representado por el diagrama

Xo
/ \
Xo Y.
Como j*(0) = 0, existen morfismos s’ : Z — Xoy 8 : Z — X, tal que el

siguiente diagrama es conmutativo (ver la relacién de equivalencia de diagramas
definida antes de este teorema):

VA
N
Xo Xo
o 1
ﬂ lo
X, Y

y el morfismo ' = 105 € S(€). En particular, tenemos que s’ = 0 con
s’ € S(€). Por [11, Lemma 4.6.1] en pdg. 4.6.1, tenemos que S(&) es un sistema
multiplicativo compatible con la triangulacién de D (ver pag. 173 de [11], para
la nocién de sistema multiplicativo). En particular, S(€) admite un cdlculo de
fracciones a derecha. Asi, por el dual de LF'3 en pdg. 172 de [11], tenemos que
existe s/ 1Y — Y’ tal que s € S(€) y s"6 =0.

Por (¢3), sabemos que tenemos el siguiente isomorfismo de grupos

Hom(Xy, s”) : Hom(Xy,Y) — Hom(Xy,Y").

Luego, como Hom(Xy, s”)(0) = s”0 = 0, concluimos que § = 0 y asi concluimos
que I'x y es biyectiva.
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(4iii). Veamos que I'y y es funtorial. Para esto, veamos que el siguiente
diagrama conmuta
I'x,y
(o) : Homp(Xo,Y) ——————— Homp /¢(X,Y)
Homp(‘i’(a),ﬁ)l JHomD/s(a,J‘*(ﬁ))

Homp (X, V") ————— Homp (X', Y")
X'y’

para « : X’ — X un morfismo en D/€ y 8:Y — Y’ morfismo en D.
Supongamos que « esté representado por el siguiente diagrama

A
N
X'’ X

con s € S(€), es decir, a := j*(7) o j*(s) L.

Por un lado, tenemos que (HomD/g a, 7%( ) = j*(B)o(I'x,y(0)oa).
Para 0 : Xog — Y, se tiene que I'x y (0) = j* ( x) ! estd dado por el
diagrama

Xo
2N
X Y.

Y los morfismos « y j*(/3) estan representados por los siguientes diagramas
respectivamente:

A Y
X' X, y Y’

Luego, para calcular la composicién I'x, y (0) o a construimos el siguiente dia-

/\
/\/\

donde ¢ € S(&). Por lo tanto, la composicién I'x y (6) o v estd representado por
el diagrama

(M) :

Z/

N

X' Y.
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Ahora, para calcular la composicién j*(5) o (I'x,y () o «), construimos el

siguiente diagrama
Z/
VRN
z' Y
2NN
X' Y Y.

Luego, tenemos que la composicién j*(5) o (I'x,y (6) o ) esta representada por

el diagrama
Z/
y %7,
X' Y’

Ahora calculemos I'x/ y- ((Homp (®(a), 5)) (9)) Como a = j*(v)j*(s) 7! estd

representado por el diagrama

7
RN
X' X,

tenemos que ®(a) = ®(v)P(s) L.
Recordemos que por construccién, ®() y ®(s) son los tinicos morfismos tal que
los siguientes cuadrados conmutan

Zo—2 5 7 Zo—2 57
l‘b(s) Js l@(’y) J{"/
X[/) T){/) )(/7 XO *ﬂx X

Por lo tanto, ®(a) = ®(y)®(s)~! estd dado por la composicién:

B(s)t >
X(’) (s) Zs (v) Xo.

Luego, tenemos que (HOHI'D(E(O{),B))(@) =Bo(§o (R(7)P(s)7")) estd dado

por la siguiente composicién:

B(s)"t o
X{J() Zo (’Y)XO 0 .y B v’

Por definicién de I'x/ys tenemos que I'x/ y ((Homp(g(a),ﬁ))w)) estd re-
presentado por el siguiente diagrama

Xo

U\V %(’YVP(S)l

X' Y.
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Para finalizar, veamos que los siguientes dos diagramas representan el mismo
morfismo en D/E:
! /
Z X}
% YT “x/ {("f(v)@(s)‘l
/ !/ / !/
X Y’ X Y’

Del diagrama conmutativo (H) de arriba podemos construir el siguiente
diagrama conmutativo

Ay
oo [N
Zo——Z Xo
l‘b(v) J{’Yﬁ
X " X.
Del diagrama anterior, tenemos que v’ o uz : Zj — X, es tal que

ux o (v oug) = (y0) o ugzs, pero sabemos que ®(y9) : Zj — Xy es el tinico
morfismo tal que ux o®(yd) = (yd)ouy (pues ® es funtor bien definido). Por lo
tanto, concluimos que v ouy = ®(vd) = ®(7)P(d). También, por construccién
de ®(sd), tenemos el siguiente diagrama conmutativo

iy
J:D(sé) J/s5
X} — X'

Asi, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

Zy

X} y z'

u 7 ww/
B0 ()(5) .

Ya que #0600 ®(7) 0 B(s) "0 B(s8) = B0 0B(7) 0 B(5) = fofor ouz y
también ux: o ®(sd) = sodowuz. Como s, € S(£), tenemos que s§ € S(E).
Luego, tenemos que ®(sd) es un isomorfismo en D y asi tenemos el siguiente
tridngulo

P(s)

z X}, 0 s(28).

donde 0 € &. Es decir, tenemos que ®(sd) € S(E). Por lo tanto, los dos
diagramas requeridos son equivalentes. Por lo tanto,

(Homp s(0,5°(8)) ) (D, (0)) = Ty ((Homp (®(a), 8)) (9) ).

Es decir, el diagrama (¢) conmuta. Concluimos que, I'x y es una biyeccién
natural y asf ® es adjunto a izquierda de j*. Definamos j := ® el adjunto a
izquierda de j*.

(5). Ahora veamos que j : D/ — D es fiel y pleno. Para esto, por
Proposicién 6(b), basta ver que la unidad 7 : 1pse — j*5 del par adjunto
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(j1,7*) es un isomorfismo.
Consideremos el isomorfismo funtorial

I'x ji(x) : Homp (51(X), 51(X)) — Homp /¢ (X, 5" j1(X))

La unidad de la adjuncién se puede definir como nx := I'x ;(x)(1,,x)) (ver
[4, Theorem 3.1.5] en pag. 99). Recordemos que ji(X) = ®(X) = X y
J*51(X) = Xo . Entonces, por construccién, tenemos que I'x j,(x)(1;,(x)) estd

representado por el diagrama

Xo
N
X Xo.
1

Como ux € S(&), sabemos entonces que I'x ;,(x)(1;,(x)) := j"(1x,)5* (ux) ™" =
j*(ux)~! el cual claramente es un isomorfismo en D/E. Por lo tanto 1 es un
isomorfismo y asf, tenemos que j, := @ es fiel y pleno.

(6). Construccién del adjunto a derecha de j*. De la misma manera con-
siderando la counidad ¢’ : i,i* — 1p del par adjunto (i.,i') para cada X € D
consideramos el siguiente tridngulo distinguido en D

(X)X X 5 X, (6,1 (X)),

De la misma manera como se hizo antes, se puede definir funtor triangulado
¥ :D — D como V(X) := X,. Este funtor triangulado induce un funtor
W :D/E — Dy se demuestra que j, := ¥ es un adjunto derecho de j* que es
fiel y pleno.

(7). Prueba de que Ker(j*) = & = Im(i.). Finalmente, notemos que por
la construccién del cociente de Verdier, se tiene que Ker(j*) es la menor
subcategoria triangulada y gruesa que contiene a £ (ver Proposition 4.6.2 (3)
en [11], en pag. 183). Por el inciso (b), sabemos que £ ya es gruesa y por lo
tanto, tenemos que Ker(j*) = £ = Im(i,). Por lo tanto, hemos completado i,

a un recollement.
O

Observacién 4. Notemos que el tridngulo Xo —— X — % j,i*(X) — %(Xo)
de 12(c) es bédsicamente el primer tridngulo del inciso (d) de la definicién 2 de
recollement.

El tridngulo i,i'(X) XX Xo Y(i.i' (X)) que se construye al final de
la prueba del Teorema 12 es bésicamente el segundo tridngulo del inciso (d) de la
definicién 2 de recollement.

Observacion 5. En el Teorema 12, dada la mitad izquierda de un recollement,
completamos a un recollement. También, si se tiene el lado derecho de un recollement,
este se puede completar a un recollement, este resultado se puede ver en [6, Theorem
1.1] en pég. 86. En [14, Theorem 2.4] en pag. 26 se enuncian las dos completaciones,
pero sin demostraciones.

El siguiente resultado es importante y nos da una relacién de cierto tipo de
adjunciones y la categoria de fracciones de una categoria. Recordemos a grandes rasgos
que es la categoria de fracciones (para més detalles ver [11, Section 2.2] en pédg. 164).
Dada una categoria C y un conjunto de morfismos S de C, la categoria de fracciones
de C con respecto a S es una categorfa C(S™!) junto con un funtor canénico Qg : C —
C(S™1) que tiene las siguientes propiedades:

(a) Qs(s) es un isomorfismo en C(S~1) para todo s € S,

(b) Si F': C — D es un funtor tal que F(s) es un isomorfismo para todo s € S,

entonces existe un tinico funtor F : C(S~!) — D tal que F = F o0 Q.
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Notemos que la categoria de fracciones es una generalizacién del concepto de localiza-
cién en algebra conmutativa.

PROPOSICION 13. Sea F : C — D y G : D — C un par de funtores y supongamos
que F es adjunto a izquierda de G. Sea ¥ = X(F) el conjunto de morfismos o de C
tal que F(o) es un isomorfismo. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) G es fiel y pleno.
(b) La counidad ¢ : FG — 1p del par adjunto (F,G) es un isomorfismo.
(¢c) El funtor F : C(X7') — D tal que F = F o Qs es una equivalencia.

Demostracion. Ver [8, Proposition 1.3] en pdg. 7, o también [11, Proposition 2.3.1] en
pég. 165. O

Observacion 6. Tenemos el dual de la Proposicién 13 (ver nota final de la pag. 8
en [8]). Sea F : C — Dy G : D — C un par de funtores y supongamos que F es
adjunto a izquierda de G. Sea ¥ = X(G) el conjunto de morfismos o de D tal que
G(o) es un isomorfismo. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) F es fiel y pleno.
(b) La unidad n: 1l¢ — GF del par adjunto (F,G) es un isomorfismo.
(¢) El funtor G : D(X71) — C tal que G = G o Qx. es una equivalencia.

Para finalizar el articulo, daremos el siguiente teorema, el cual nos ayuda a visualizar
ciertas subcategorias de un recollement (ver figura 2, el cual illustra el Teorema 14).

TEOREMA 14. Consideremos un recollement de categorias trianguladas
i* Ji
in=ip— A —;j'=j*— C.

!

A Jx

B

Entonces las siguientes condiciones se satisfacen.
(a) Tm(i,)* = Im(j,) = Ker(i')
(b) +Im(i,) = Im(j) = Ker(i*)
(c) C ~TIm(i,)*
(d) C~+Im(i,)
(e) A/ +Im(i,) ~ B
(f) A/tm(i,)* ~ B

Demostracion.  (a) Veamos primero que Im(j,) = Ker(i'). Por Lema 5(b), sabemos
que Im(j,) C Ker(i'). Ahora veamos que Ker(i') C Im(j,). Sea A € A con
A € Ker(i'), por Definicién 2(d) tenemos tridngulo distinguido en A:

i (A) —— A — 45" (A) —— i (A)[1].

Como A € Ker(i'), tenemos que #1i'(4) = 0 y por lo tanto, tenemos que «
es un isomorfismo. De esta manera, A ~ j,j*(A) € Im(j,). Esto prueba que
Ker(i') C Im(j.) y por lo tanto Ker(i') = Im(j.).
Ahora, probemos que Im(i,)* = Im(j.). Para esto, veamos que Im(j,) C
Im(i,)*. Sea A’ = j.(C) € Im(j.) y A = i.(B) € Im(i.). Luego, Hom 4 (A, A’) =
Hom 4 (i+(B), j«(C)) = Homp(B,i'j.(C)) = Homg(B,0) = 0. Por lo tanto,
A" € Tm(i,)*
Veamos que Im(i, ) C Im(j.). Sea A € Im(i.)*, entonces Hom 4 (i.(B), A) = 0
para todo B € B. Por adjuncién tenemos que Homp(B,i'(A)) = 0 para B € B.
En particular, para B = i'(A) tenemos que Homp(i'(A),i'(A)) = 0 y entonces
i'(A) = 0. Pero, ya vimos que Ker(i') = Im(j.), por lo tanto, tenemos que
A € Tm(j,). Esto prueba que Im(i,)* C Im(j,) y asi Im(i,)t = Im(j,).

(b) Similar a (a).



74 VALENTE SANTIAGO VARGAS

/ ’ ’\

B — | WB)=Y Lyny+ — @

FIGURA 2. Descripcién de +Im(i,) = Im(j;) = Ker(i*) y Im(i, )t =

Im(j,) = Ker(i') (ver Teorema 14).

(¢) Como j, es fiel y pleno, sabemos que j, produce una equivalencia j, : C —»
Im(3,). Pero por (a) tenemos que Im(i,)* = Im(j,). Esto prueba la equivalencia
requerida.

(d) Similar a (c).

(e) Consideremos el funtor triangulado i* : A — By S := S(Ker(i*)) (ver
observacién 2). Sea f : X — Y un morfismo en A. Tenemos que i*(f)
es isomorfismo si y sélo si f € S. En efecto, completamos f a un tridngulo
distinguido

f

X y ¢

Z (X)

Luego, tenemos un tridngulo distinguido en B:
i"(9)

i*(f) i*(h)

i*(X) i*(Y) (%) %(X)

Luego, tenemos que i*(f) es isomorfismo si y sélo si i*(Z) = 0 y esto pasa
si y sélo si f € S. Por lo tanto, por Proposicién 13, tenemos equivalencia de
categorias

A[S7'] — B.

Pero por definicién del cociente de Verdier, tenemos que A/S := A[S™!] (ver
pég. 182 de [11]). Por lo tanto, tenemos equivalencia de categorias A/Ker(i*) ~
B.
(f) Similar a (e), utilizando el resultado dual de la Proposicién 13, (ver Observacién
6).
O

Observacion 7. En general, no es cierto que Im(i,)* N +Im(i,) = {0}. En efecto,
se sabe que se tiene el siguiente recollement (ver [11] seccién 4.14 en pdg. 190)

i* gt

N T

K, (Mod(A)) iv=ir— K(Mod(A)) —;j'=j*—— D(Mod(A))

~_ "~ -

!

it Jx

donde K,(Mod(A)) es la subcategoria de K(Mod(A)) que consta de los complejos
aciclicos. En este caso se tiene que Im(i,) = K,(Mod(A)) y se tiene lo siguiente (ver
seccién 4 de [1] en pag. 235):
(a) Los objetos de K,(Mod(A4))* = Im(j.) = Ker(i') se llaman complejos K-
inyectivos y
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(b) Los objetos de *K,(Mod(A)) = Im(j;)) = Ker(i*) se llaman complejos K-
proyectivos.

Recordemos que para dos complejos X, Y*® en K(Mod(A4)) se tiene un complejo

Hom®(X*,Y*) y se tiene la férmula (para detalles ver seccién 14 en pédg. 195 de

[9])
H? (Hom' (X°, Y')) = Homg (nvod(a) (X°, Y *[i]).

Notemos que un complejo Z* es aciclico si y sélo si Z*[i] es aciclico. Luego, usando la
férmula de arriba, tenemos que

Y*® € K,(Mod(A))* <= Hom®(X*,Y*) es aciclico para todo X* € K,(Mod(A))

X* e 1K,(Mod(A)) <= Hom®(X*,Y"*) es aciclico para todo Y* € K,(Mod(A)).

Por lo que la definicién de complejo K-proyectivo y complejo K-inyectivo dada arriba,
es equivalente a la definicién original dada por N. Spaltenstein en [18] en pdg. 127.
Ahora bien, por [18, Proposition 1.2] en pag. 128, tenemos que si P es un A-médulo
proyectivo, entonces P[0] es un complejo K-proyectivo y tambén que si I es un
A-médulo inyectivo, entonces I[0] es un complejo K-inyectivo. Mds generalmente,
complejos de proyectivos acotados por arriba son complejos K-proyectivos y complejos
de inyectivos acotado por abajo son complejos K-inyectivos (ver ejemplo 3.2 de [18]
en pag. 132). Entonces, si M es un A-médulo que es proyectivo e inyectivo, tenemos
que M[0] € K,(Mod(A))* N +K,(Mod(A)) y M[0] # 0 € K(Mod(A)). Al parecer,
en general no hay una descripcién de Im(i,)* N +Im(i,) como en el caso abeliano; y
tampoco hay un criterio para saber cuando Im(i,)* N +Im(i.) = {0}.
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MODELOS OCULTOS DE MARKOV: UNA APLICACION DE
ESTIMACION BAYESIANA PARA SERIES DE TIEMPO
FINANCIERAS

LIZBETH NARANJO ALBARRAN & LUZ JUDITH RODRIGUEZ ESPARZA

RESUMEN. Los Modelos Ocultos de Markov (HMM) han sido muy importantes
ultimamente debido a su gran cantidad de aplicaciones practicas. Una aplicacién
que ha cobrado relevancia es en el modelado de series de tiempo financieras, pues
muchas de éstas presentan el llamado “agrupamiento de volatilidad”, es decir,
periodos con actividad significante tienden a ocurrir cercanamente. En este trabajo
incrustamos un HMM -para cambiar entre dos o més variables latentes- dentro
del modelo econométrico Markov-Switching GARCH, que permite el “cambio de
régimen”, y lo aplicamos a una serie de tiempo de rendimientos bursétiles. Para
la estimacién de los pardmetros se utilizé el paradigma Bayesiano, la cual se pudo
realizar facil y eficientemente usando Stan.

1. INTRODUCCION

Los modelos ocultos de Markov (HMM por sus siglas en inglés Hidden Markov
Models) son una herramienta para representar la distribucién de probabilidad de
una secuencia de observaciones, donde se supone que cada una de ellas fue generada
por algin proceso cuyo estado estda oculto para el observador. Los HMM tienen una
estructura matematica robusta que forma una base sélida para usarse en distintas
aplicaciones. Cuando estos modelos son aplicados propiamente, los resultados de
modelacién pueden ser significativos.

Los HMM fueron desarrollados por el matematico estadounidense Leonard E. Baum
y sus comparieros del Instituto de Anélisis de Defensa en Princeton, Nueva Jersey, a
fines de los anos sesenta y principios de los 70 (Baum y Petrie, [1966; [Baum et al.,
1970).

Sin embargo, hasta varios anos después se publicé la primera aplicaciéon del modelo
y fue en reconocimiento de voz, escrito por Rabiner| (1989). A partir de este trabajo, se
han utilizado ampliamente los HMM en varias otras aplicaciones, como por ejemplo:
biisqueda de genes (Lukashin y Borodovskyl, |1998); rastreo de gestos manuales (Chen
et al., [2003); reconocimiento de actividad de video (Niu y Abdel-Mottaleb, |2005);
para modelar datos de series temporales (Zucchini et al., [2016)); para predecir el
comportamiento de acciones del mercado de valores (Gupta y Dhingra, 2012; Hassan
y Nath| [2005), entre otras aplicaciones.

Muchas series de tiempo financieras no se pueden modelar a través de procesos linea-
les clasicos, como los autorregresivos (AR) o los autorregresivos de promedios méviles
(ARMA), que tienen la premisa de tener una varianza constante; sin embargo, dichas
series tienen heterocedasticidad condicional, es decir, una variabilidad condicional no
constante a lo largo de la serie. Algunas series de tiempo financieras exhiben el llamado
“agrupamiento de volatilidad”, es decir, periodos de actividad significativa tienden a
ocurrir muy juntos, lo que sugiere que hay alguna forma de memoria a corto plazo en
la volatilidad (desviacién estdndar de los rendimientos). Para solucionar el problema
de la volatilidad condicional surgen los modelos con heterocedasticidad condicional
autorregresiva (ARCH) en los afios 80 propuestos por Robert F. Engle (Engle et al.,

2010 Mathematics Subject Classification. 60J10, 62F15, 62M05, 62M10, 65C05.
Palabras clave. Modelos ocultos de Markov, Markov-switching GARCH, estadistica Bayesiana,
series de tiempo, Stan.
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1987)); v a su vez, éstos se extienden en otro tipo de modelos como son los modelos de
heterocedasticidad condicional autorregresiva generalizada (GARCH), que se utilizan
comunmente para capturar este fenémeno y han sido ampliamente estudiados en la
literatura econométrica (Bollerslev] [1986} 2023). Otro fenémeno importante que se
presenta en series financieras es el denominado “cambio de régimen” -la observacién
que los mercados financieros atraviesan periodos alternos de auges de baja volatilidad
y caidas de alta volatilidad-. El modelo Markov-switching GARCH (MS-GARCH) de
Haas et al. (2004) utiliza un HMM para cambiar entre dos procesos GARCH latentes.
En |Ardia et al. (2019) se presenta un estudio sobre la estimacién de los MS-GARCH
utilizando el paquete estadistico R.

Este articulo estd organizado de la siguiente manera. En Seccion [2| se presenta
una breve introduccién de estadistica Bayesiana. En Seccién [3| se definen los modelos
ocultos de Markov, y los problemas y algoritmos necesarios para la estimacién se
discuten en Seccién 4] En Seccidn [p se muestra la aplicacién de los HMM en series de
tiempo financieras. Finalmente, en Seccién [6] concluimos. Los c6digos de R y Stan se
encuentran disponibles en el Apéndice [A]

2. ESTADISTICA BAYESIANA

En los ultimos anos ha habido un mayor interés en el desarrollo de métodos de
inferencia Bayesiana. La razén principal es que la metodologia Bayesiana proporciona
un paradigma completo para la inferencia estadistica bajo incertidumbre, que permite
combinar informacion derivada de observaciones con informacién obtenida de expertos
(Berger|, 1985} Bernardo y Smith, |1994; Robert, [1994]).

2.1. Paradigma Bayesiano. Sea X = (X1,...,X,,) variables aleatorias (v.a.) de
una funcién de densidad de probabilidad (f.d.p.) P(X|0) con 8 € ©, © C R?, donde
0 es el vector de pardmetros y O es el espacio paramétrico, cuya funcién de densidad
conjunta o verosimilitud es P(X0). El problema en estadistica se reduce a hacer
inferencias sobre el supuesto valor de 6.

Particularmente, en estadistica Bayesiana (Robert, [1994; Berger| |1985; |Bernardo y
Smith, 1994) se modela la incertidumbre de 8 usando métodos probabilisticos, y se
considera a @ como aleatoria, en especifico, se usa el Teorema de Bayes:

P(O)P(X16)

POIX) = g

donde P(X) = [, P(6)P(X[0)d6 no depende de 6, por lo que es comiin escribir:
PO X) x P(O)P(X]0O).

La distribucién de probabilidad inicial (a priori) P(0) describe la informacién ini-
cial que se tiene de 6. Esta distribucién se basa en experiencia previa (informacién
histérica, experiencia de expertos en los datos u otra informacién adicional). Entonces,
la distribucién de probabilidad final (a posteriori) P(6|X) permite incorporar infor-
macién contenida en la muestra a través de P(X|0) e informacién inicial a través de
P(0). Por tanto, en estadistica Bayesiana las inferencias sobre el parametro 8 se basan
en calcular la distribucién final P(0]X).

En ocasiones el propésito de un andlisis estadistico es hacer predicciones de una ob-
servacién futura X*. La distribucién de probabilidad que describe el comportamiento
de una observacién futura X* es P(X*|0), sin embargo 8 es desconocido, asi que es
necesario estimarlo.

Desde la perspectiva Bayesiana, la distribucién marginal de X*:

P(X*) = /@ P(X*|0)P(0)d6,

conocida como distribucién predictiva inicial (predictiva a priori), describe la infor-
macién acerca de X* dada la informacién inicial disponible por P(8).
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Una vez obtenida la muestra X, la distribucién final del pardmetro P(8|X) junto
con el modelo P(X*|60), inducen un distribucién conjunta de (X*, 6) condicional a los
valores observados:

P(X*,0|X) = P(X*|0,X)P(0]X) = P(X*|0)P(8]X),

donde la igualdad P(X*|0, X) = P(X*|0) se cumple siempre que haya independencia
condicional entre la observacion futura X* y la muestra observada X, dado el
parametro 6. Por tanto, la distribuciéon de probabilidad:

P(X*|X) = /@IP’(X*|0)IP’(0|X)d9,

conocida como distribucién predictiva final (predictiva a posteriori), describe el com-
portamiento de X* dada toda la informacion disponible de X y de 6.

2.2. Algoritmos computacionales en estadistica Bayesiana. El paradigma
Bayesiano ha sido reconocido desde hace mucho tiempo como conceptualmente atrac-
tivo, sin embargo, en la practica su implementacién puede ser compleja debido a las
dificultades de célculo, ya que se requiere la integracién en altas dimensiones para cal-
cular distribuciones de probabilidad. Recientemente, los métodos Bayesianos se han
vuelto populares con la aparicién de nuevos algoritmos computacionales que abordan
esta integraciéon de manera directa. El desarrollo de métodos, como los métodos de
Monte Carlo via cadenas de Markov (MCMC, Markov chain Monte Carlo) (Chen et
al., 2000; (Gamerman y Lopes, 2006)), el algoritmo de aproximacién integral anidada
de Laplace (INLA, Integrated Nested Laplace Approzimation) (Rue et al. 2009} |2017),
o0 los métodos de Monte Carlo Hamiltoniano (HMC, Hamiltonian Monte Carlo) (Be-
tancourt, |2018)), han permitido dar soluciones numeéricas para problemas basados en
modelos complejos.

La implementacién de los algoritmos juega un papel fundamental para la metodo-
logia Bayesiana. Para esto, el software debe ser lo suficientemente flexible y potente
para realizar los cdlculos necesarios. El software R (R Core Team, 2021} |Albert, [2009))
es uno de los lenguajes de programacion mas utilizados para el célculo y gréficas en
estadistica. Otro proyecto interesante es BUGS (Bayesian inference Using Gibbs Sam-
pling) (Lunn et al., [2012), el cual sirve para andlisis Bayesiano de modelos complejos
utilizando métodos MCMC; WinBUGS (Lunn et al.,|2000; Ntzoufras, 2009) y su versiéon
de cédigo abierto OpenBUGS son parte de este proyecto. Recientemente los progra-
mas como INLA (Gomez-Rubio, 2020)), JAGS (Just Another Gibbs Sampling) (Plummer,
2003) y Stan (Sampling Through Adaptative Neighborhoods, también acrénimo en ho-
nor a Stanislaw Ulam, 1909-1984) (Stan Development Team) (2023} |2020; Kruschke,
2010)), se han desarrollado para la estimacién Bayesiana.

Sta es una plataforma de ultima generacién para el modelado estadistico y el
célculo estadistico de alto rendimiento. En Stan se especifican funciones de densi-
dad en el lenguaje de programacion probabilistico y lo que se obtiene es inferencia
estadistica Bayesiana. La biblioteca matematica de Stan proporciona funciones de
probabilidad diferenciables y édlgebra lineal (C++ autodiff). Los paquetes de R adicio-
nales proporcionan modelado lineal basado en expresiones, visualizacién posterior y
validacion cruzada.

Ejemplo 1 (Poisson). Los datos de conteo resultan de un ntimero de ensayos
y su rango son los numeros enteros no negativos. En estos casos, y bajo ciertas
condiciones, un modelo que puede utilizarse es la distribuciéon Poisson. Sea X una
v.a. con distribucién Poisson con pardmetro 6§ > 0, y f.d.p.:
af

al’

P(X =z]f) = e’ z=0,1,2,..., para 6 > 0.

Thttp://me-stan.org
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Suponga que X = {Xi,...,X,} son n variables aleatorias con distribucién
Poisson(#). La distribucién inicial de 6 se puede tomar como una distribucién gama
con parametros ag y B, cuya f.d.p. estd dada por:

B0° pao—1,—Be0
PO) = =% g Bob 6>0, ag >0, By >0.
(0) T(a0) e Qg Bo
La verosimilitud asociada a la distribucién Poisson es:
n 3 gz . _
P(xl,...,zn\ﬂ) = | I e axi! e 0921‘:1 i,

i=1

Luego, la distribucién final de 6 esta dada por:

_ PlO)P() _ P(=|0)P()
M PO = ey T TRemE0®
Iy o0 ] iy oot

M0y o] iy 0mn=teonag

X4

g
_ 1 — Fﬂ(go) 9a0+zyz1 z;—1,—Bo0—nd
i=1 Ti*
1 530 QOéOJrZ”,l x;—1 75007719(:10
T, #:! T(ao) J = €
00(0+Z;7':1 wiflefﬂoefne 0a0+2?:1 Ziflefﬁ[)@*ne

f gooti zi—1o—0(Bo+n)dp Do+ 0 x4) ’
(Botn)*0t2im1 i

que es igual a una distribucién gama con pardmetros oy = ap+> . 2; ¥ f1 = Bo+n,
especificamente, p(f|x) = Gama(f|ay, 51).
Note en la antepeniltima igualdad de (1) que los productos que no dependen
ag

del parametro 0, es decir ﬁ%, se cancelan por estar simultdneamente en el
numerador y denominador. También note en la tltima igualdad de que el término
en el numerador es una funcién de 6, es decir §0 2= zi—1e=Fof—nb (e es el niicleo
(o kernel) de una variable aleatoria 6 con distribucién gama con pardmetros ay y 3.
D(ao+307 @)

(Botn)0FEizr i
el cual es la constante de integracién de la distribucién Gama(6|ay, f1).

Esto conduce a que podemos calcular la distribucion final de 6, omitiendo el

producto que no depende del pardmetro 6, P(x), es decir:

Por tdltimo, note que el resultado de la integral en el denominador es

l’l' F(O[())
s 670t T expl—0(By + )]

PAlz) o P(x|0)PO) = [He—wxi] B0 gao-1,-p00

i=1

que corresponde al nicleo de la distribucién Gama(f|aq, 51) Debido a que la distribu-

cion inicial y la final pertenecen a la misma familia de distribuciones, se dice que la

familia de distribuciones gama es conjugada para la familia de distribuciones Poisson.
La distribucién predictiva final estd dada por:

p($*|$1,...,$n) = / p($*|9)p(9|x1,,ajn)d9
0
1 g

- > —0—ﬁ109m*+a1—1d9
x*!F(al)/O c

1 prt T(ag+z%)
1T (ar) (B + DO

Esta distribucién se conoce como Poisson-Gamma(aq,B1,1).
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Considerando un conjunto de n = 50 datos simulados a partir de una distribucién
Poisson(f = 3), se obtienen las estimaciones con métodos Bayesianos usando Stan.
Con 2000 iteraciones y un calentamiento de 1000, la Tabla [I] presenta los resultados
de estimacién de 6 y z*; como la media, el error estdndar de la media (SE media), la
desviacién estandar (SD), varios cuantiles, el neff es una medida cruda del tamano
efectivo de la muestra, y Rhat es el factor de reduccion de escala potencial en cadenas
divididas (en convergencia Rhat=1). En la Figura [1| se muestran las distribuciones
final de € y predictiva final de z*. En [Robert y Casella| (2000) se pueden encontrar
mas detalles acerca de los métodos de Monte Carlo y del diagndstico de convergencia.

TaBLA 1. Poisson: resultados de la distribucién final de 0, y distri-

bucién predictiva final de x* usando Stan.
Media SE media SD 25% 25% 50% 75% 97.5% neff Rhat

0 291 0.01 0.23 2.48 2.76 29 3.07 3.36 719 1
x* 2.90 0.05 1.71 0.00 2.00 3.0 4.00 6.00 1051 1
Distribucion final de 6 Distribucion predictiva final de X'

Densidad Densidad

5 6
0 xster

F1GURA 1. Poisson: distribucién final de 6, y distribucién predictiva
final de * usando Stan.

3. MODELOS OCULTOS DE MARKOV

Los modelos ocultos de Markov (HMM) son modelos graficos probabilisticos que
representan procesos dindmicos; en particular, modelan cémo el estado de un proceso
cambia con el tiempo. Estos modelos se utilizan para describir datos secuenciales o
series de tiempo, tales como datos financieros. La idea principal es que un HMM es
un modelo estadistico en el cual el sistema a estimar es un proceso de Markov con
parametros desconocidos, en donde la ocurrencia de los estados estd asociada con una
distribucién de probabilidad y las transiciones entre los estados estdn gobernadas por
un conjunto de probabilidades de transicion.

Un HMM es un caso particular de las redes Bayesianas dindmicas de primer orden
(Sucar} |2015). En|Zucchini et al. (2016)) se aborda el tema de estimacién de pardmetros,
la seleccién del modelo y la predicciéon utilizando el lenguaje R. Mientras que en
Damiano et al. (2018]) se utiliza Stan.

Para presentar la teoria basica de los HMM es indispensable proveer primero la
teoria de cadenas de Markov y mostrar el concepto de estados ocultos, donde la
observacién es una funcién probabilistica del estado.

3.1. Cadenas de Markov. Vamos a considerar cadenas de Markov (CM) a tiempo
discreto. Una sucesién de variables aleatorias discretas {C; : t € N} se dice que es una
cadena de Markov (a tiempo discreto) si para todo t € N satisface la propiedad de
Markov:

P(Ci+1|Ct, ..., C1) = P(Ci41|Cy).

Esto significa que la probabilidad del siguiente estado solo depende del estado actual.
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Otro concepto importante es el de probabilidad de transicién. Consideremos un
espacio de estados {1,..., N}, y sean ¢ y j dos estados cualesquiera, la probabilidad
de transicién entre estos dos estados esta dada por:

P(Cs+t = j|CS = Z)

Si estas probabilidades no dependen de s entonces se dice que la CM es homogénea,
de otra forma es heterogénea. En este trabajo utilizaremos CM homogéneas y las
probabilidades de transicién las denotaremos por 7;;(t), es decir, v;;(t) = P(Coqy =
J|Cs = i). Sea I'(t) la matriz que tiene como ij-ésimo elemento a +;;(t). Entonces,
si aplicamos la definiciéon anterior sobre todo el conjunto de estados obtendriamos la
matriz de transicién de un paso I'(1), denotada abreviadamente como T', dada por:

Y11 Y12 .- 71N

Y21 Y22 ... 2N
I = . . .

YN1 YN2 ... 7NN

Esta matriz satisface lo siguiente:
(¢) vi; > 0 para todo i,j € {1,...,N}.
(i) S i =1,¥ie{l,...,N}.
(#4i) Ecuacién de Chapman-Kolmogorov: I'(t + s) = I'(¢)T'(s), lo que implica que
L'(t)=T(1)! =T
Como los renglones de la matriz T' suman 1, entonces T'l’ = 1/, es decir, el vector
columna 1’ es un eigenvector de I' correspondiente al eigenvalor 1.
Las probabilidades no condicionales P(C; = j) de una cadena de Markov que estd
en un cierto estado j en un tiempo dado ¢, también son de interés, y se definen como:

ut) = (P(C,=1),...,P(C;, =N)); teN,

que cumple que, para el tiempo ¢t + 1, uw(t + 1) = u(¢)T.

También necesitamos saber la probabilidad de comenzar desde un estado determi-
nado. A esto se le conoce como la distribucién de probabilidad inicial y se define de
la siguiente manera §; = P(C; = i), y que cumple con ZZJ\LI d; = 1. Note que coincide
con u(l).

Ejemplo 2. Supongamos que queremos modelar el comportamiento de un conduc-
tor al volante. Los N = 4 posibles comportamientos (estados) son:

» Estado 1: Acelerar.

» Estado 2: Velocidad constante.

» Estado 3: Reposo (el motor funciona lentamente pero el vehiculo no se mueve).
» Estado 4: Freno.

En la Figura [2] los estados se representan como nodos y las transiciones como
flechas. Vemos que a veces el conductor cambia de un estado el vehiculo a otro estado,
pero otras veces se queda en el mismo estado.

Por tanto, a partir de este modelo, si queremos predecir el estado futuro, lo tinico
que importa es el estado actual del vehiculo. Los estados pasados no tienen relacién
con el estado futuro excepto a través del estado actual (propiedad de Markov).

Dado que no estamos seguros del comportamiento del conductor en un momento
dado. Por lo tanto, para modelar esta incertidumbre, el modelo se convierte en un
modelo probabilistico. Ver las probabilidades de transicién en la Figura [2[ marcadas
con las flechas naranjas. Por ejemplo, considerando el estado denominado “reposo”,
la probabilidad de que el automévil pase de este estado al estado “acelerar” es de 0.7,
y escribimos P(“acelerar” |“reposo”) = 0.7. Note que la suma de las probabilidades
de transicién que salen de cualquier estado dado es 1. Por ejemplo, la suma de las
probabilidades de transicién que salen del estado “freno”: P(“acelerar”|“freno”) +
P(“constante” | “freno” ) + P(“reposo” | “freno” ) + P(“freno” | “freno”) = 0.4+ 0.1+ 0.4 +
0.1=1.
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0.3 0.4
0.3
Acelerar 02 Constante
0.4
0.7 04 0.4 0.1
Reposo Freno
0.4
0.3 0.1
03 =0 0,=1

Ficura 2. Estados del conductor: cadena de Markov que modela el
comportamiento de un conductor al volante.

Como sabemos, en este ejemplo, el conductor no puede encender el automdvil
en ningun estado, por ejemplo, es imposible encender el automévil en el estado de
“velocidad constante”. Solo puede arrancar el automévil desde el estado de frenado,
luego el vector de probabilidades iniciales estd dado por 6§ = (0,0,0,1). En la Figura
las probabilidades iniciales se indican con flechas verdes.

Supongamos que la actividad del conductor al tiempo ¢ estd caracterizada por un
solo estado (de los cuatro anteriores). Luego, la matriz de transicién estd dada por:

Acelerar Constante Reposo Freno

Acelerar 0.3 0.3 0 0.4
r — Constante 0.2 0.4 0 0.4
Reposo 0.7 0 0.3 0
Freno 0.4 0.1 0.4 0.1

Dado que al tiempo ¢t = 1 el conductor esta en Freno, una pregunta que nos hariamos
seria: jcudl es la probabilidad que el conductor realice el siguiente comportamiento
en los préximos instantes O="*“freno, freno, freno, acelerar, acelerar, freno, constante,
freno”. Esta probabilidad se puede expresar como:

P(O|Modelo) = P(freno)-P(freno|freno)-P(freno|freno)

P(acelerar|freno) - P(acelerar|acelerar) - P(frenolacelerar)
P(constante|freno) - P(freno|constante)

= 04 Va4 Va4 VAL VI 14 V42 V24

= 1-0.1-0.1-04-03-04-0.1-0.4

= 0.0000192.

Todos los estados son recurrentes, esto significa que con probabilidad 1 se pueden
visitar estos estados toda vez que la cadena comenzé en ellos. Esta cadena de Markov
no tiene estados transitorios, ni tampoco estados absorbentes. En la Tabla |2 se
presentan la distribucién estacionaria (distribucién que no cambia al transcurrir el
tiempo, w = wI') y el tiempo medio de recurrencia 1/7. Note que aproximadamente

el 36 % del tiempo el conductor acelera, el 26 % frena, el 23 % se mantiene constante
y un 15 % esté en reposo.

TABLA 2. Estados del conductor: algunos datos de la Cadena de Markov.

Acelerar Constante Reposo Freno

Distribucién estacionaria 0.3634476  0.2253375  0.1495327 0.2616822
Tiempo medio de recurrencia 2.7514290 4.4377880  6.6875000 3.8214290
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Ahora considere que tiene una muestra observada de los estados realizados por el
conductor, ver Figura [3] y como ocurre en la vida real, tenemos los datos observa-
dos pero desconocemos la matriz de transicién. Usando los métodos de estadistica
Bayesiana y Stan podemos estimar los pardmetros del modelo. La Figura [f] muestra
las estimaciones de los pardmetros que representan las probabilidades en la matriz
de transicion. Note que, ademads del valor medio estimado, podemos obtener otras
cantidades, por ejemplo, los intervalos de probabilidad del 95% correspondientes a
los cuantiles 0.025 y 0.975 de la distribucién posterior. Note que por la naturaleza
del método, y por el tamano de muestra, los estimadores de los pardmetros no son
exactamente iguales a los valores reales, pero buscamos que sean lo mas similares.
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Ficura 3. Estados del conductor: cadena de Markov simulada.
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FiGuraA 4. Estados del conductor: estimaciones medias e intervalos
de probabilidad del 95% de las probabilidades de la matriz de
transicion.

3.2. Definicién de HMM. Un modelo oculto de Markov (HMM, Hidden Markov
Model) consiste en un proceso doblemente estocéstico. El primer proceso estocéstico es
una cadena de Markov que se caracteriza por estados y probabilidades de transicién,
llamado proceso paramétrico. Los estados de la cadena no son observables, por lo
tanto, estdn “ocultos” y los denotaremos por {C; : t = 1,2,...}. El segundo proceso
estocastico se define con las observaciones que tenemos, a partir de la distribucién de
probabilidad que depende del estado oculto, lo denotaremos por {X; : ¢t = 1,2,...},
y se le llama proceso dependiente del estado. Si la cadena de Markov {C;} tiene N
estados, decimos que {X;} es un N-estado HMM.
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La Figura [5| muestra la estructura de los HMM usando una grafica dirigida acicli-
ca. Los nodos cuadrados representan variables observadas y los évalos representan
variables latente La direccién de las flechas indica dependencia condicional.

FiGUurA 5. Representacién grafica de un modelo oculto de Markov.

La propiedad de Markov sélo se asume para los estados ocultos, y las observa-
ciones son condicionalmente independientes dados los estados ocultos. Mientras que
las observaciones pueden no exhibir un comportamiento Markoviano, la estructura
Markoviana de los estados ocultos es suficiente para facilitar su inferencia estadistica.

3.2.1.  FElementos del HMM. Los elementos que constituyen un HMM con espacio de
observaciones discreto son cinco, y se muestran a continuacién:

1. Espacio de estados: C = {1,2,..., N}. El estado en el tiempo ¢ se denota por
Cy.
2. Espacio de observaciones: {X; :t=1,...,T}.
3. Vector de probabilidades iniciales: §, con i-ésimo elemento:
57; = P(Cl = Z), 1eC.
4. Matriz de transicién a un paso: I' = {7;;}i jec, definidas por:
Yij = P(Ciy1 =j|C =1).
5. Distribucién de probabilidad de las observaciones: P = {p;(z)}icc, donde p;(x)
es la probabilidad de que la observacién x sea emitida por el estado ¢, i.e.:

pi(x) = P(X; =z|C, =1).

Por lo que un HMM se representa por A = {T", P, §}.
Para el caso univariado, y teniendo observaciones discretas con w;(t) = P(Cy = 1),
parat=1,...,T,

N
P(X;=2) = » P(Cp=i)P(X; ==z|C, =)

N
= Z u; (t)pi(z)

= wu(t)P(z)1,
con P(z) la matriz diagonal con i-ésimo elemento p;(z) y 1 el vector fila de unos de
dimensién apropiada. Como wu(t) = u(1)T'*~!, entonces:
P(X;=2) = uw(l)T"'P(x)1.
Maés aun, si consideramos la cadena de Markov estacionaria, con distribucion esta-

cionaria &, i.e., T'"! = §, y considerando que wu(1) coincide con la distribucién
estacionaria 4, entonces:

2Las variables latentes son variables que no se observan directamente, pero que son inferidas a
partir de otras variables observadas.
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La funcién de verosimilitud estd dada por:
N
Ly = Z (601701702 o 'VCT—MCT) (Pey (#1)Pey (22) * +* Peg (7))
c1,..cr=1
N
= Z 601p01 (z1)701702pc2 (:172) “Yer—1,erPer (xT)
c1,...,cr=1

Como 9, la distribucién de C1i, es la distribucién estacionaria de la cadena de
Markov, entonces § P(z1) = dT'P(z1), y por lo tanto, la verosimilitud es:

Puede encontrar mas informacién del modelo HMM en |Zucchini et al.| (2016).

Ejemplo 3. En la universidad, Karina y Daniel fueron companeros, ahora ambos
estdn graduados y viven en distintas ciudades, Karina por su parte vive en Ciudad de
México y Daniel en Monterrey; por lo que su comunicacién es via telefénica.

Resulta que el estado de danimo de Daniel cambia segin el estado del tiempo. Si
estd soleado (S), Daniel estd mayormente feliz (F'), pero si esta lluvioso (L), entonces
Daniel estd mayormente enojado (E).

Cierto dia, hablando por teléfono, Daniel le comenta a Karina que estaba feliz,
por lo que ella infirié que hacia sol en Monterrey. El clima en Monterrey estd oculto
para Karina y la tnica informacion que tiene de Daniel es si esta feliz o enojado
(observacién). Asi pues, el espacio de estados ocultos estd dado por C = {S,L} y el
espacio de observaciones tomara valores del conjunto {F, E'}.

Supongamos que el vector de probabilidades iniciales est4 dado por:

5s =P(Cy = S) =083, 6, =P(C,=L)=0.17.

Ademas, supongamos que si hoy es un dia soleado, la probabilidad de que manana
también lo sea es de 0.9, mientras que existe una probabilidad de 0.1 de que sea un dia
lluvioso. Por otro lado, si hoy es lluvioso, la probabilidad de que manana también lo
sea es de 0.6, por lo que la probabilidad de que el dia siguiente sea soleado se convierte
en 0.4. Luego, las transiciones a un paso (de un dia a otro) estdn dadas por:

vss = P(Cir1 = S|Cy = S) = 0.9, vsz, = P(Cyy1 = L|Cy = S) = 0.1,
YLS = ]P)(Ot_H = S|Ot = L) = 0.4, YLL = ]P)(Ct—o—l = L|Ct = L) = 0.6.

Considerando los estados de dnimo de Daniel dependiendo del estado del tiempo, se
traducen en las probabilidades de las observaciones dadas por:

ps(F) =P(F|S) =08,  pr(F)=P(F|L) =03,
ps(E) =P(E|S) =02, pr(E)=P(E|IL)=0.T.

La Figura [0 muestra los elementos del HMM usando una representacién grafica. Los
nodos cuadrados representan los estados de dnimo de Daniel (variables observadas) y
los 6valos representan los estados del tiempo de Monterrey (variables latentes), que son
los estados no observados para Karina. Las flechas verdes denotan las probabilidades
iniciales, las flechas naranjas indican las probabilidades de transicién, y las flechas
azules denotan las probabilidades de las observaciones.

Si durante cinco dias Daniel estuvo feliz, enojado, enojado, feliz, feliz, entonces una
cuestién interesane es saber cudl fue el clima (estado oculto) en estos cinco dias en
Monterrey.

4. LoOS TRES PROBLEMAS BASICOS PARA LOS HMM

La dificultad de los HMM es estimar los pardmetros {I', P,d}; ademds debemos
asegurar que estamos tomando la mejor sucesiéon de estados y tener los parametros
que maximicen la verosimilitud del modelo. Entonces podemos hacer uso de al menos
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Enojado

FicurA 6. Elementos del HMM: representa la relacién entre los
estados de animo y los estados del tiempo.

tres algoritmos para solucionar estos problemas. Los problemas bésicos para aplicar
un HMM son:

1. Problema 1: FEwaluacion. Dada una secuencia de observaciones y un modelo,
jcudl es la probabilidad de la secuencia observada dado el modelo?

2. Problema 2: Decodificacion. Dada una secuencia de observaciones y el modelo,
;,como elegimos su correspondiente secuencia de estados ocultos?

3. Problema 3: Aprendizaje. {Cémo ajustamos los pardmetros del modelo para
maximizar la probabilidad de las observaciones dado el modelo?

Estos problemas se han podido resolver con los algoritmos forward-backward, de Vi-
terbi y de Baum-Welch, respectivamente. Para detalles ver Rabiner (1989)) y |Zucchini|

Es importante enfatizar que lo que se describe a continuacién es una explicacién
general de estos tres problemas, y de los algoritmos que dan soluciones. Para la
estimacién de los parametros se pueden utilizar técnicas de estadistica Bayesiana,
como lo ejemplificaremos en la seccién [5 para HMM en series de tiempo financieras.

4.1. El problema de la evaluacién. Suponga que se tiene un modelo oculto
de Markov A = {T, P,d} y un serie de observaciones X = {x1,...,27}; se desea
calcular la probabilidad de que la serie observada sea producida por el modelo, es
decir, calcular P(X|X). Note que X se puede generar por una serie diferente de estados

C=A{c,...,or}:
P(XIA) = > P(X,CIN

todo C
= ) P(X|C,AP(C|A)
todo C

= Z~-~ZIP’($1,...,3UT|01, ooy ey NP(eq, ..o er|N),
C1 cr

donde, suponiendo independencia condicional de las observaciones y de los estados
ocultos:

P(z1,...,zrler, .. er, A) = P(ai|er, N)P(22ea, A) - - P(ar|er, A)
pcl (xl)pcz (.’1/'2) te 'ch (wT)a

P(cy,...,cr|A) P(c1|AN)P(ca|e1, A) -+ - Plerler—1,A)

66176162 o Yer—iers

por lo tanto:

P(Xv C|)‘) = 661p61 (xl)’yclczpcz (‘TQ) *Yer—i,er t " Per (xT)
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Entonces, para un modelo con N estados y T observaciones, se tendrian N7 series de
estados posibles. Esta evaluacién requiere una serie de operaciones del orden de 27-N7T,
lo cual lo hace ineficiente de calcular directamente, por lo que conviene recurrir a un
algoritmo que optimice el proceso. Para resolver el problema de evaluacion se puede
utilizar el algoritmo forward-backward.

4.1.1.  Algoritmo Forward-Backward. El algoritmo forward-backward se basa en uti-
lizar variables auxiliares que pueden obtenerse de manera recursiva para agilizar el
procedimiento para calcular P(X|X).

Considere la variable forward oy (i) definida como:

ar(i) = Px1,x2,...,2 0 = i]9).
Se puede resolver (i) por induccién, como se muestra a continuacién:
1. Inicializar: parai=1,..., N,
a1(i) = Pla =i|6)P(x1|cr =4,6) = dipiz1).

2. Induccién: para j=1,...,. Nyt=1,...,T -1,

N
at+1(j) = Zp(x17x27"-amt+lact+l :j7ct:i|6)
i=1

N
= Y P(ar, 32, @i, ¢0 = i, 8)P(cryr = jley = i, 8)P(zrga|errr = 5, 6)
=1

N

= Y on(i)vipi (weg).

i=1
3. Terminacién:
N

N
P(XIA) = > Pxy,...,or,cr =iA) = ZaT(i).

i=1

Esto requiere una serie de operaciones del orden de N2T', lo que lo hace maés eficiente.
De manera andloga se puede considerar la variable backward (i), definida como:

ﬂt(z) = P(xt+1axt+27 e 7$T\Ct =1, )\)a
y se puede resolver de manera inductiva:

1. Inicializar: parai=1,..., N,
Br(i) = 1.
2. Induccién: parai=1,... Nyt=T—-1,T—2,...,1,

ﬂt(l) = P((Et+1,$t+2,...,$T,Ct+1 :j‘ct :ZaA)

N
= Y Pleryr = jlee = 6, NP(zalerrr = §, NP(@sa, Tegs, . arleipn = 5, A)
=1

N
= Z YijPj (xt+1)ﬁt+1(j)'
j=1

Sin embargo, se puede tener una solucién éptima al problema operando ambos
resultados:

N
P(X|A) = Zat(z’)ﬂt(i)
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4.2. El problema de la decodificaciéon. Suponga que se tiene un HMM X y una
serie de observaciones X, la pregunta es: jcudl es la serie de estados ocultos 6ptima
asociada con la serie de observaciones?

La dificultad radica en la definicién de la serie 6ptima, debido a que hay varias
criterios de optimizacién posibles. Una forma de elegirla es utilizar la serie de estados
mas probable; para esto es necesario saber en cada instante del tiempo ¢, t =1,...,T,
cudl es el estado mds probable. Para esto se define la variable auxiliar que (i), para
i=1,...,N:

’)/t(’l,) = ]P(Ct :Z‘X,A),

y usando las variables del algoritmo forward-backward:

) = SR a3
PN~ SV, a()A0)
Entonces, de manera individual, el estado oculto éptimo al tiempo t, ¢t =1,...,T, es:
o = arg {rﬂé_)fN} Ye(i)-

La forma de encontrar el estado més problable i} para cada observacién al tiempo ¢
esta dada por:
iy = arg max &(i).
ie{l,...,N}

Una vez obtenida la decodificacién para cada observacion, se puede establecer la suce-
sién (trayectoria) de estados ocultos 6ptima. Sin embargo, tiene dos inconvenientes: se
requiere hacer N7 operaciones, y no toma en cuenta las probabilidades de transicién, lo
que implica que no necesariamente sea sucesién 6ptima. La solucién para el problema
de decodificacion es utilizar el algoritmo de Viterbi.

4.2.1.  Algoritmo de Viterbi. El algoritmo de Viterbi hace una recursién entre un
tiempo t y el tiempo ¢ — 1 para optimizar el proceso de encontrar la ruta més probable
de estados ocultos. Se define & (i) como:
&) = mix  Pci,co,... 01,00 = 8,01, T2, . .., Tt|A),
C1,C2,...,Ct—1
que es la trayectoria con mayor probabilidad al tiempo t, para el estado i. Por induccién
se tiene que para t = 1:

&(1) = Pler =1d,21) = dipi(x1),
&) = ITLE}XP(CLCz:J}a?hCCzP\)

= [m?XP(Cl =1,21, A)P(ca = jleg =i, A)|P(a2|ca = 4, A)
= [mdx & (0)yi5lps (22),
y en general, para t =2,...,T"
&1() = [max&(i] pi(oen).

El algoritmo consta de los siguientes pasos:

1. Inicializar: parai=1,..., N,
§i(i) = dipi(z1) vy (i) =0.
2. Recursion: parat=2,..., Tyj=1=1,...,N,
&) = [max&a (] pie),
Pe(j) = argmzéxft(i)%j.
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3. Terminacién:

p’ = mix &r (i),
gr = arg mié.X &r (7).
4. Trayectoria de retroceso (secuencia de estados): parat =T —1,T —2,...,2,1,
@ = ¢t+1(q:+1)-

4.3. El problema del aprendizaje. El problema del aprendizaje es determinar
un método adecuado para la estimacion de los parametros A del modelo HMM, para
maximizar la probabilidad de las observaciones, es decir:

arg m}f\ixP(XP\).

Note que se supone que el nimero de estados ocultos del modelo ya estd dado, por lo
que se puede probar el modelo con diferente nimero de estados y determinar cudl es
el mejor tomando en cuenta diferentes criterios.

Para resolver el problema de aprendizaje no existe una férmula analitica. Entonces,
el problema se resuelve usando un procedimiento iterativo, como el algoritmo de Baum-
Welch, que se basa en una estrucura del algoritmo EM (expectation-mazimization).

El algoritmo EM es un método iterativo que calcula estimadores maximo verosimiles
considerando datos faltantes. El algoritmo EM se define en dos pasos:

1. Paso E (ezpectation): se calcula la esperanza de la log-verosimilitud con respecto
a la distribucién de los datos faltantes, dada una aproximacion de la solucién.

2. Paso M (mazimization): se calcula una nueva aproximacién maximizando la
log-verosimilitud que resulté del paso E.

Estos pasos se realizan hasta que el algoritmo converge. Ver detalles en [Dempster
et al. (1977)).

4.8.1.  Algoritmo de Baum-Welch. El algoritmo de Baum-Welch esté disenado para
estimar los pardmetros de un HMM. Se define la variable auxiliar v (¢, 5):

vt(i7j) = P(Ct :iact+1 :j|X7 A)?
y usando las variables forward y backward se obtiene que:

i (1)7ijpj (Te41)Ber1())
P(X\)
(1) iP5 (Te41) Brr1(F)
Sy S (k) v (@er1) B (1)

y defina u;(j) como la probabilidad de estar en el estado 4 al tiempo ¢ dadas las
observaciones y el modelo, es decir:

ve(i,j) =

)

N
w(i) = Pl =i|X,\) = th(i,j).

Note que se pueden interpretar algunas cantidades: Zth_ll ut(7) es el nimero

esperado de visitar al estado oculto i, y ZtT:_ll v¢(i,7) es el nimero esperado de
transiciones del estado 7 al estado j. Esto implica que se pueden estimar los parametros
de interés como:

(2) 6 = wl(i),
T—1 . .
T .
(4) Piz) = Zt:lut(l)ﬂ(xt:z)-

Yooy ue(i)
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Se estiman los pardmetros del modelo HMM como A = {f‘, p, 5}, tal que maximizan
la log-verosimilitud a partir de las observaciones dadas y el nimero de estados ocultos.

Note que depende de la distribucién que se suponga para los datos observados,
por ejemplo, si se supone una distribucién Poisson para el valor observado x:

1
pie) = exp(—0;)00—,
y el estimador maximo verosimil de §; es:
T ~ .
" Zt:l Ut (.7 )-rt

5 0, = F =,
() Zf:lut(])

Algoritmo 1 Algoritmo de Baum-Welch

1: Iniciar aleatoriamente los pardmetros del HMM A = {T", P, §}.

2: Calcular los estimadores méximo verosimiles &-, 7i; ¥ Pi(z) usando , y ,
respectivamente.

3: Re-estimar usando los estimadores maximo verosimiles de los parametros de la
distribucién p;(x), por ejemplo, para la distribucién Poisson calcular é\j usando
()

4: Se obtienen las estimaciones A = {f, 15, 3} hasta que el algoritmo converge, tal
que maximicen la log-verosimilitud bajo las condiciones especificadas.

5. SERIES DE TIEMPO FINANCIERAS CON HMM

En la practica cuando observamos una serie de tiempo, por ejemplo, el indice de
precios y cotizaciones, el proceso “verdadero” que rige dicha serie no se conoce. La
idea detras de la teoria de series temporales es el estudio y construccion de modelos,
{X:}{2; que nos ayuden a entender las caracteristicas de dependencia (la dindmica)
de la serie observada.

5.1. Series de tiempo financieras. Sea 7 un conjunto de indices. Consideremos
el proceso estocastico {X;}+c7 definido en un espacio de probabilidad (€, F,P) y con
valores en (F,&). Una serie temporal es una sucesién de observaciones ordenadas y
equidistantes cronolégicamente sobre una caracteristica de una unidad observable en
diferentes momentos. A dicha sucesién de observaciones se le puede ver como una
realizacién de un proceso estocdstico a tiempo discreto, i.e., {z; : t = 1,...,n} donde
2y = Xy(w) con w € Q fijo.

Los modelos para series temporales se pueden definir a través de una representacion
estocdstica o mediante suposiciones distribucionales acerca de las variables aleatorias
que representan una serie dada. Por ejemplo, el modelo autorregresivo de orden 1,
AR(1), se puede definir por X; = 0X;_; +¢; donde ¢, ~ N(0,0?); y de manera distri-
bucional, se podria definir el mismo modelo AR(1) mediante una sucesién de variables
aleatorias {X;}£,, con distribuciones condicionales X;|X; 1 ~ N(0X;_1,02).

En el caso particular de datos financieros, muchas series de tiempo financieras
exhiben los efectos llamados “agrupamiento de volatilidad” (wvolatility clustering) y
“cambio de régimen” (regime-switching). La volatilidad es la desviacién estdndar de
los rendimientos de la serie financiera, por tanto, en muchas series de tiempo financieras
lo que interesa es modelar la volatilidad. El agrupamiento de volatilidad ocurre cuando
los periodos de actividad significativa tienden a ocurrir muy juntos, lo que sugiere que
existe algin tipo de memoria a corto plazo para la volatilidad. El cambio de régimen
ocurre cuando se observa que los mercados financieros atraviesan periodos alternos
entre auges de baja volatilidad y caidas de alta volatilidad.

Los modelos GARCH (modelos de heterocedasticidad condicional autorregresiva ge-
neralizada, generalized autoregressive conditional heterocedasticity) (Bollerslev, |1986]
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2023) se usan generalmente para capturar el fenémeno de agrupamiento de volatili-
dad y han sido ampliamente estudiados en la literatura econométrica. Los modelos
Markov-switching GARCH (MS-GARCH) (Haas et al.l |2004; Ardia et al.,|2019) per-
miten capturar el fenémeno de cambio de régimen en la dindmica de la varianza
condicional de series de tiempo, usando un HMM para cambiar entre dos procesos
latentes GARCH. Mostraremos cémo ambos modelos se pueden estimar usando Stan.

5.2. Modelo GARCH. Un proceso {X;}ie7 es un ARCH(1) (modelo con hetero-
cedasticidad condicional autorregresiva de orden 1, autoregressive conditional heteros-
cedasticity) si:
E(X¢|Fi=1) = O,

Var(X;|Fi_1) = of = ao+aX?,,
donde F;_; denota a la o-algebra generada por las realizaciones hasta el instante ¢ —1;
conag >0, a1 >0,y Z; = X¢/or donde E(Z;) = 0y Var(Z;) = 1, y la restriccién
ag < 1. Generalmente, el modelo ARCH(1) se representa como:

2 2
oy = ao+aX; g,

Xt = ZtO't.
Si Z; ~ N(0,1) entonces X;|F;_1 ~ N(0,02).
De manera general, el proceso {X;}te7 es un ARCH(q) si:
E(X¢Fi—1) = 0,

q
Var(Xy|Fi—1) of = ao+ Y X7
j=1
conag >0, a4 >0,...,04 >0,y Z, = X;/o, donde E(Z;) = 0 y Var(Z;) = 1.
Generalmente, el modelo ARCH(p) se representa como:

o} = aptarXP |+t a X?

t—q»
X t = Zt O¢.
Asi, una generalizacién de los modelos ARCH son los modelos GARCH, en los cuales
la varianza condicional no sélo depende de los cuadrados de las perturbaciones, sino
que ademas también depende de las varianzas condicionales de periodos anteriores, es

decir, de o? pasados.
El proceso {X;}ie7 es un GARCH(p,q) si cumple con:

E(X|Fi=1) = O,
q P
Var(X;|Fi1) = of = a0+ Y aXi i+ ol
i—1 j=1

conag >0,00>0,...,00 20,8 >0,...,8, >0y Zy = Xy/o, con E(Z;) =0y
Var(Z;) = 1. Usualmente, el modelo GARCH(p,q) se escribe como:

of = aptar X+t agXE 4 Poi ot Bl

Xt = ZtO't.

Por ejemplo, el caso especifico de los modelos GARCH(1,1), estd definido por un
proceso estocdstico {X;}+e7 que cumple con:
E(X:|Fi=1) = 0O,
Var(X¢| Fi—1) = af = ap+ olef_l + ﬂlaf_l,

conag>0,a; >0,68; >0y Zy = X¢/or con E(Z;) =0y Var(Z;) = 1, y la restriccién
a1 + B1 < 1. De manera equivalente, el modelo se describe como:

2 2 2
o; = oo+ Xi i+ Bior 4,

Xy

Zyoy,
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donde usualmente X; sigue una distribucién gaussiana X;|F;_1 ~ N(0,02), o equiva-
lentemente, Z; ~ N(0,1); pero también se podrian considerar otras distribuciones tal
que E(Z;) =0y Var(Z;) = 1.

Ejemplo 4. Presentamos el ajuste de un modelo GARCH para la serie de tiempo
de los precios de IBM del 1 de enero de 2019 al 31 de diciembre de 2022. La Figura[7]
presenta las inversiones de IBM y sus rendimientos.

IBM 2019-01-02 / 2022-12-30 IBM.R 2019-01-03 / 2022-12-30

3e+07 3e+07 0.05
20407 20407

1e+07 1e+07

19-01  19-07 20-01 20-07 21-01 21-07 22-01 22-07 22-12 19-01  19-07 20-01 20-07 21-01 21-07 22-01 22-07 22-12

F1cura 7. GARCH: inversiones de IBM (izquierda) y sus rendimien-
tos (derecha).

Ajustando a esta serie financiera un modelo GARCH(1,1), con distribucién gaussia-
na X;|F;—1 ~ N(p,0?), y usando Stan se obtienen las estimaciones de los pardmetros.

Para las distribuciones iniciales de los parametros del modelo se utilizan p ~
Normal(0, 100), a9 ~ Normal(0,100), a3 ~ Beta(2,2) 51 ~ Beta(2,2) y el valor
inicial op ~ Gama(0.1,0.1), con las restricciones de que ag > 0, 0 < a3 < 1, 1 > 0
y a3 + B1 < 1. La Figura [§] muestra las densidades posterior estimadas para los
pardmetros del modelo GARCH(1,1), asi como las estimaciones puntuales de éstos y
sus intervalos de probabilidad del 95 %, y se resumen en Tabla

Distribucion final

alpha0

mu
. . mu L
alpha0 L ]

-0.01650.0166.0.01550.0156-0.01450.0140 0.00010.00015.0002(.00028.00030

Densidad

alphat betat

alphat ————
betal & —

0.05 0.10 015 020 02503 04 05 06 07 08

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

FicuraA 8. GARCH: distribucién final de los pardmetros, y sus esti-
maciones puntuales con intervalos del 95 % de probabilidad.

TABLA 3. GARCH: resumen de las estimaciones de los parametros.

Media SE media SD 25% 25% 50% 75% 97.5% neff Rhat
n -0.01 0 0.00 -0.02 -0.02 -0.01 -0.01 -0.01 1054 1

ap  0.00 0 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 534 1
a; 012 0 0.03 0.07 0.10 0.12 0.14 019 687 1
81 0.61 0 0.07 0.45 057 0.62 066 0.72 544 1
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5.3. Modelo Markov-switching GARCH. El modelo Markov-switching GARCH
(MS-GARCH), se define a partir de dos procesos GARCH, que son procesos latentes
paralelos con diferentes parametros, y la desviacion estdndar del retorno se dibuja de
acuerdo a uno de los procesos, la eleccion de los procesos se determina por medio de
un HMM.

Un proceso estocdstico {X;}ie7 es un Markov-switching GARCH(1,1) si cumple
con:

k k k k), (k-1
PR = o 4 alXE, 4 A
S¢|Si—1 =k ~ Categorica(py),
Xt|St - k - ZtO't(k),

para k = 1,2,..., K, usualmente K = 2, con a(()k) > 0, agk) >0,y Bik) > 0, con la
restricciéon agk) + ﬁ%k) < 1. Donde,

Xt|]:t71; St = k‘ ~ D (0, (O'Ek))Q) 5

sigue una distribucién continua con media cero y varianza variable en el tiempo
(0")2, usualmente se usa la distribucién gaussiana, X;|S; = k ~ N(0,(0\"™)?),
es decir, Zy ~ N(0,1). El proceso estocdstico {S;}ic7 definido en el espacio de
estados discreto {1, ..., K}, caracteriza el modelo MS-GARCH. Note que {S;} es una
cadena de Markov homogénea de primer orden, latente (no observada), con matriz de

probabilidades de transicién:

p1 pun - PiK
Px Prk1 - DPKK
donde p;; = P(S; = j|Si—1 = i) es la probabilidad de transicién del estado S;—1 =i al
estado Sy = j, con las restricciones de 0 < p;; <1Vi,je{l,..., K}y Zjl.ilpij =1
Vie{l,...,K}.
En los modelos MS-GARCH, las varianzas condicionales (ogk))Q, k=1,...,K, se
supone que siguen K procesos separados tipo GARCH que evolucionan en paralelo.
Los modelos MS-GARCH permiten abordar los cambios de régimen en los procesos
de retorno, donde el proceso estocastico que gobierna los precios del mercado es
diferente durante los tiempos de estrés en comparacién con los tiempos normales.
Los MS-GARCH permiten diferenciar los procesos subyacentes del cambio durante la
crisis y la no crisis del mercado.

Ejemplo 5. Presentamos el ajuste de un modelo MS-GARCH para la serie de
tiempo de los precios de IBM del 1 de enero de 2019 al 31 de diciembre de 2022. Se
ajusta un modelo MS-GARCH(1,1) con K = 2 procesos latentes GARCH, y usando
Stan se obtienen las estimaciones de los parametros.

La Figura [9] muestra las densidades posterior estimadas para los pardmetros del
modelo MS-GARCH(1,1). Mientras que la Figura muestra las estimaciones pun-
tuales de los pardmetros y sus intervalos de probabilidad del 95 %, y se resumen en la
Tabla [

También se obtienen las estimaciones medias posterior de las volatilidades condi-
cionales de los dos procesos latentes GARCH. La Figura [11] muestra las volatilidades
condicionales de los estados 1y 2, es decir, de los dos procesos GARCH estimados. Se
pueden estimar las probabilidades posteriores de pertenecer a los estados ocultos 1 y
2 del proceso de Markov oculto, que se pueden interpretar como los estados de alta
volatilidad y baja volatilidad. Ver Figura

Finalmente, podria ser de interés estimar la secuencia més probable de estados
ocultos. En la Figura notamos que el estado 1 (de baja volatilidad) se presenté con
mayor frecuencia, en comparacién al estado 2 (de alta volatilidad). Note también que
podriamos identificar las fechas en donde se presentaron estos eventos, y por ejemplo,
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relacionarlos a eventos que hayan ocurrido de manera general en la bolsa de valores,
o durante la pandemia de COVID-19.

Distribucion final Distribucion final de P
alphao[1] alpha0[2] alphat[1] P[1,1] P[1,2]

AL AA AA

., 0.0e+005.0e-061.0e-051.5e-05  0.0006.0010.0016.0020.0025 0.02 0.04 0.06 . 0.875 0.900 0.925 0.950 0.97R5 0.050 0.075 0.100 0.125
Densidad Densidad
alphai[2] betat[1] betal[2] P[2,1] P[2,2]

A A A A

025 050 075 100 080 085 090 095000 025 050 0.75 07 0802 03

FicguraA 9. MS-GARCH: distribuciones finales de los pardametros.

TABLA 4. MS-GARCH: resumen de las estimaciones de los pardmetros.

Media SE Media SD 25% 25% 50% 7% 97.5% neff Rhat

(l) 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 293.615 0.999
Oc(()Q) 0.001 0.000 0.000 0.000 0.001 0.001 0.001 0.002 250.704 1.002
0451) 0.033 0.000 0.009 0.018 0.027 0.032 0.037 0.055 340.355 0.999
0452) 0.621 0.013 0.202 0.222 0.476 0.639 0.793 0.928 252.491 1.007
ﬁ%l) 0.918 0.001 0.021 0.871 0.909 0.921 0.931 0.947 233.346 0.999
52) 0.347 0.013 0.212 0.024 0.160 0.323 0.500 0.764 247.781 1.006
P 0.938 0.001 0.016 0.902 0.927 0.939 0.950 0.963 361.554 0.998
P2 0.062 0.001 0.016 0.037 0.050 0.061 0.073 0.098 361.554 0.998
P>1  0.547 0.005 0.090 0.378 0.480 0.549 0.609 0.740 315.908 0.998
P>o  0.453 0.005 0.090 0.260 0.391 0.451 0.520 0.622 315.908 0.998

alphaO[1] L ]
P[1,1] -9
alpha0[2] L ]
alphat[1] . P[1,2] -
alphai[2] PI2A]
, ——
betal[1] — @
 ———
betal[2] P[2,2]

Ficura 10. MS-GARCH: estimaciones puntuales e intervalos del
95 % de probabilidad para los pardmetros.

6. CONCLUSIONES

En este trabajo se ha abordado la teoria de los modelos ocultos de Markov,
describiendo sus principales caracteristicas. También, hemos ilustrado un ejemplo
simple de aplicacién de los HMM, como lo son las series temporales financieras.

Hoy en dia la aplicacién de los HMM no se limita al reconocimiento de voz,
sino que areas de investigacion como la robética mévil, ingenieria genética, finanzas,
mantenimiento predictivo industrial, psicologia, nanotecnologia, comunicaciones, entre
muchas otras, hacen uso de las herramientas matematicas de estos modelos para
analizar eventos que ocurren en forma aleatoria a través del tiempo.
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Estimaciones de las Varianzas 2019-01-03 / 2022-12-30
0.10 0.10
0.08 0.08
0.06 0.06
0.04 0.04
0.02 0.02

19-01  19-07  20-01 20-07 21-01 21-07 22-01 22-07 22-12

Ficura 11. MS-GARCH: estimaciones medias finales de las varian-
zas instantaneas.

Prob Posterior Estado Alta Volatilidad2019-01-03 / 2022-12-30 Prob Posterior Estado Baja Volatilida@019-01-03 / 2022-12-30

T w“m(' T .
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0.6 0.6

19-01  19-07 20-01 20-07 21-01 21-07 22-01 22-07 22-12 19-01  19-07 20-01 20-07 21-01 21-07 22-01 22-07 22-12
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Ficura 12. MS-GARCH: probabilidades estimadas finales de los
estados de alta y baja volatilidad.

Secuencia mas probable de estados ocultos

n
Z

2019 2020 2021 2022 2023
t

Trayectoria mas probable @  Estado 1 ® Estado2

Ficura 13. MS-GARCH: secuencia estimada més probable de los
estados ocultos.

El analisis de series de tiempo financieras es importante hoy en dia para gestionar
y proyectar resultados. Estas series se componen por variables de mercado que
incorporan incertidumbre, de ahi que se necesitan pronosticar. Muchas de las series
financieras han sido estudiadas a través de distintos modelos como son: AR, MA,
ARCH, GARCH, etc., sin embargo, ninguno de ellos captura la volatilidad cuando hay
cambios de régimen, de ahi surgen los modelos MS-GARCH, los cuales actualmente
son muy usados en finanzas.

En este trabajo incrustamos los HMM en los MS-GARCH para cambiar entre dos
procesos latentes tipo GARCH, esto debido al agrupamiento de volatilidad presente
en la mayoria de las series financieras. Estimamos los pardmetros de estos modelos a
través de la estadistica Bayesiana y usando Stan, pues resulta ser una herramienta
facil y eficaz en la implementacion de estos modelos.
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Debido a su naturaleza Markoviana de los HMM, éstos no toman en cuenta la
secuencia de estados que conducen a un estado determinado, sélo depende del estado
anterior. Ademads, no se captura explicitamente el tiempo que la cadena estd en un
estado dado. En resumen, el HMM basico proporciona un modelo t1itil para muchas
aplicaciones. Sin embargo, éstas pueden estar limitadas por la estructura intrinseca
del modelo. Existen muchas extensiones que aumentan el poder de representacién del
HMM, aunque los parametros adicionales requeridos a menudo complican las tareas
de aprendizaje e inferencia.
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CONVERGENCIA PUNTUAL Y UNIFORME DE LAS SERIES DE
FOURIER

FERNANDO BRAMBILA PAZ & LUIS ANDRES DIAZ LEAL MERINO

RESUMEN. En este articulo de divulgacién se exponen criterios de convergencia
puntual y uniforme para las series de Fourier. Se trata el caso de las funciones que
cumplen las condiciones de Dirichlet y el criterio de Dini. Este tltimo se aplica a
las funciones Holder continuas. Finalmente se exponen ejemplos particulares.

1. INTRODUCCION

Una funcién f: R — C es integrable en X C R, si sus partes real e imaginaria son
Lebesgue-integrables. En tal caso, se define su integral mediante:

/Xf(z)da::/Xu(x)deri/Xv(x)dx,

donde u y v son las partes real e imaginaria de f, respectivamente. La funcién f es
L—periddica si cumple:

fle+L) = f(x),
para toda z € R. Sea p € [1,00). Se denotard por TP(L) al conjunto de funciones
L—periddicas tales que:

L
/0 |f(2)|P dz < oo.

Es importante enunciar el siguiente teorema, el cual es bien conocido y puede encon-
trarse como ejercicio en [1].

TEOREMA 1. Una funcién f : R — C es integrable en X, si y solo si la funcion |f|
es integrable en X. En tal caso:

] [ @i < [ 1s)as

Definicién 2. Sea f € T(27). Se define el k—ésimo coeficiente de Fourier, denotado
ek (f), mediante la ecuacion:

1 27

1 = — dx.

1) awlf) = 5= | f@)da

La n—ésima suma parcial de Fourier, denotada S, (f), esta definida por la siguiente
férmulas:

k
(2) Su(fi2) = ci(f)e”.
Jj=—k
2010 Mathematics Subject Classification. 60J99.
Palabras clave. Serie de Fourier, coeficiente de Fourier, convergencia puntual, convergencia
uniforme.
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Las ecuaciones (1) y (2) contienen nidmeros complejos que no tienen sentido si la
funcién es real. Una forma de evitar esto es definir:

an(f) = cn(f) + c=n(f),
bn(f) = i(en(f) = c=n(f))-
Sustituyendo lo anterior en la ecuacién (2) se obtiene:

(3) Sp (f,2) = fao )+ Z {ar(f) cos(kzx) + by (f)sen(kx)} .

De la ecuacién (1) se obtienen las siguientes identidades:

0 onl$) =% [ fw)cosna)
(5) an(f) = % ; 7rf(:c) sen(nz) dx.

Por lo tanto la ecuacién (3) no contiene ntimeros complejos si f es real.

TEOREMA 3. (Lema de Riemann-Lebesgue) Sea f € T(2w). Entonces:
h’lgn ek (f) =0.

De acuerdo al lema de Riemann-Lebesgue, la sucesion c(f) converge a cero. La
velocidad a la cual dicha cantidad converge estd relacionada con la convergencia de
las series de Fourier, como se vera en la siguiente seccién. El propésito de la siguiente
definicion es introducir una clase de funciones cuyos coeficientes de Fourier convergen
a una velocidad adecuada.

Definiciéon 4. Una funcién f : R — C es de variacion acotada en un intervalo
[a,b] C R, si existe M € R tal que, si a =ty < t1 < ... < t,, = b es una particién del
intervalo, entonces:

n—1
Z |f(tee1) — f(t)] < M.
k=0

Se denotard por BV [a,b] al conjunto de funciones de variacién acotada en [a, b].

Observacion 1. Una funcién f : R — C es de variacién acotada en un intervalo
I = [a, b] si sus partes real e imaginaria lo son. Si f € BY [a,b] N BV [b, c], entonces es
facil verificar que f € BY [a,c|. Toda funcién de variacién acotada en I es integrable
y sus limites laterales existen en cada punto de I. Esto tultimo es consecuencia del
teorema de Jordan (seccién 6.3 de [5]), el cual afirma que una funcién de variacién
acotada es la diferencia de dos funciones mondétonas.

El siguiente conjunto de definiciones permite dar condiciones sencillas bajo las
cuales una funcién resulta ser de variacién acotada. Cabe destacar que la Definicién 6
ya incluye una amplia familia de funciones descentes, por ejemplo, la funcién = — /z
es suave a pedazos en el intervalo [0, 1].

Definicién 5. Una funcién f : R — C es absolutamente continua en I = [a,b] si
tiene las siguientes propiedades:
1. f’ existe para casi todo x € I.
2. f’ es integrable.
3. Se cumple la siguiente identidad:

ﬂmzﬂw+/UﬁMt
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Definicién 6. Una funcién f: R — C es suave a pedazos en I = [a,b] si tiene las
siguientes propiedades:

1. Existe una particiéon a = ¢y < ... < t, < b tal que f es diferenciable con
continuidad en cada intervalo (ag, ag+1).

2. f posee limites laterales en cada punto de I.

3. La funcién f’ es integrable en I.

Definicién 7. Una funcién f es mondtona a pedazos en I, si existe una particion
a=ty<..<t,=>bdelintervalo I tal que f es monétona en cada intervalo [ax, ax+1).

A continuacion se da un conjunto de condiciones que aseguran que f sea de variacién
acotada.

TEOREMA 8. Supdngase que una funcion cumple alguna de las siguientes condicio-
nes en el intervalo I = [a,b]:

1. Es absolutamente continua.
2. Es suave a pedazos.

3. Es mondtona.

4. Es mondtona a pedazos.

FEntonces es de variacion acotada en I.

Los incisos 1 y 3 pueden consultarse en [5]. Los otros incisos son consecuencia de
los anteriores.

Definicién 9. Una funcién f : R — C, 2w-periddica, satisface las condiciones de
Dirichlet en I = [0, 27] si cumple alguna de las siguientes condiciones:

1. f es de variacién acotada en I.

2. f tiene una cantidad finita de discontinuidades infinitas' en I. Cuando se
excluyen vecindades arbitrariamente pequenas de estas discontinuidades, la
funcién es de variacién acotada en cada uno de los intervalos restantes. Ademéds
se tiene:

27
/O £ (2)] dz < oo.

TEOREMA 10. Supdngase que f satisface las condiciones de Dirichlet en el intervalo
[0,27]. Entonces existe C' € R tal que:

sik #0.

Demostracion. La demostracién para f € BV [0, 27| puede consultarse en [6]. La otra
parte es una consecuencia del caso anterior. O

Definicién 11. Una funcién f : R — R es Hélder continua si existen a € (0,1] y
C € R tales que:

|f(z) = f(y)| < Clz —y|™.
Observacion 2. Con a = 1 se obtienen las funciones Lipschitz-continuas. Obsévese

que toda funcién Hélder continua es uniformemente continua y por lo tanto, es
continua.

1Una funcién f tiene una discontinuidad infinita en o si los limites f(tOJr) y f(ty ) son ambos oo,
o bien —oo.
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2. CONVERGENCIA PUNTUAL Y UNIFORME

La convergencia puntual de las series de Fourier es un tema delicado. Se sabe
por ejemplo, que si 1 < p < ooy f € TP(27), entonces se puede asegurar la
convergencia puntual casi donde quiera. Esta afirmacién es conocida como el teorema
de Carleson-Hunt (Teorema 4.4 de [9]). Para p = 1 no puede decirse nada: existen
funciones integrables cuya serie de Fourier diverge casi donde quiera. El ejemplo clasico
se debe a Kolmogorov [10]. La continuidad tampoco asegura la convergencia: existen
funciones continuas cuya serie de Fourier diverge en una cantidad numerable de puntos
(Ejercicio 2 de la seccién 2, capitulo 2 de [7]).

En esta seccion se demostrard un resultado que asegura la convergencia puntual
de las series de Fourier para funciones de variacién acotada. También se demuestra el
criterio de Dini, y este tltimo se usara para demostrar la convergencia uniforme en el
caso de funciones Holder continuas.

Primero se demostrard el teorema de Féjer, el cual implica que la suma Césaro
de S, (f,t) converge a f(t) bajo condiciones muy débiles. En principio, y debido a
que dicha suma es computacionalmente ineficiente, el resultado no parece ser ttil en
la practica. Sin embargo, esta suma tiene la ventaja de no presentar el fenémeno de
Gibbs. La demostracién de este sorprendente resultado estd contenida en [8]. Una
introduccién mas intuitiva al fenémeno de Gibbs puede consultarse en internet, ver
por ejemplo [4].

Definicion 12. Se define el kérnel de Fejér, denotado k,, mediante la ecuacion:
(6) Kn(t) = i i 1— ¥l etit
2w = n+1

Para n > 2 el kérnel de Fejér puede expresarse mediante la siguiente féormula:

7) o (t) = = (“)

2mn \ sin %

2

Con esta expresion a la mano, el siguiente teorema es muy facil de demostrar.

TEOREMA 13. FEl kérnel de Fejér tiene las siguientes propiedades:

1. Para toda n € N, Kk, es no negativa e integrable:

27
/ o (1)t = 1.
0

2w —§
lim / o (£) it = 0,
n )

2. Para toda 0 < 6 < 7:

3. Para toda 0 < 6 < m:

lim  sup ky(f) =0.
nos<t<2m—4
4. Para toda t € R:
Kn(t) = Kp(—t).
Demostracion. Para el inciso 1 basta integrar la ecuacién (6), notando que &, es no
negativa por la ecuacién (7). Los demds incisos se siguen de (7). O

Sea f € T(2x). Se define o, (f) mediante la siguiente férmula:

2T

(8) on(f,t) = f(t —x)kn(z) da.

0
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Como f es 2m-periddica, es claro que o, (f) también es 2r-periédica para toda n € N.
El siguiente teorema es conocido como el teorema de Fejér?.
TEOREMA 14. ([7], [8]) Sea f € T(2w). Supdngase que t € R es tal que:

exite y es finito. Entonces:
lim o, (f,t) = £(t).
n

El resultado también es vdlido si £(t) = oo 0 £(t) = —oo. En particular, si f es continua
en t, entonces o,(f,t) = f(t) si n — co. Mds ain, si f es continua en un intervalo
cerrado I C R, entonces o,(f) converge uniformemente a f en dicho intervalo.

Demostracion. Primero se supondrd que £(t) € R, el caso en que £(t) € {—o0,00} es
muy similar como se vera despuds. Del inciso 1, Teorema 13 se tiene:

2m
£(t) :/0 Kn(w)l(t) du.
Por lo tanto: )
Tuld.0)= ) = [ (L6 =) = )] d

El integrando es una fucién 2mw-periddica, lo cual permite cambiar el intervalo de
integracién por (—6,2m — 0):

2m—0
(9) on(fot) — £(t) = / (W) [ (£ — ) — £(t)] du.

-5
Si 0 < § < 7, entonces la integral en la ecuacién anterior es igual a la suma de las
integrales sobre los intervalos (—4,0), (0,9), (6, 7) y (m, 27 — ). Usando el inciso 4 del
Teorema 13 y realizando el cambio de variable u — —u se verifica que:

0 s
(10) / o ()L (£ — u) — £(2)] du = / b () [ (E + ) — €(2)] du.
_5 0

Mediante un argumento similar se obtiene:

2m—6 T
(11) / Kn(W)[f(t —u) — £(t)] du = /5 En (W) [f(t +u) — £(t)] du.

Insertando (10) y (11) en (9):
S T
(12) onF) = 0 = [ gultiu) dut [ ga(tiu) du.
0 s
donde:
gn(t,u) = En(u) [f(E+u) + f(E—u) = 20(1)] .
Ahora bien, dado € > 0, por hipdtesis existe w > § > 0 tal que:
(13) lul| < 6= |ft+u)+ f(t—u)—20(t)] <e.

Multiplicando ambos lados por k,, e integrando desde 0 hasta § se obtiene:

5
(14) /0 lgn (t,u)| du < e.

Como § < 7, usando el inciso 3 del Teorema 13 se deduce que para n suficientemente
grande:

sup  Kn(u) < e
d<u<2mr—4

2El teorema sigue siendo vélido si Ky se sustituye por cualquier sucesién v, : R — C cumpla el
Teorema 13.
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De lo anterior se deduce que:

(15) /; |gn(t,u)| du < Ry,
donde: ,
m:Aﬂﬂm—wmm.
Insertando (14) y (15) en (12) se obtiene:
|on (£ 1) = €(t)] < e+ €Ry,

lo cual completa la prueba.

Si f es continua en un intervalo cerrado I, entonces es uniformemente continua en
dicho intervalo. Por lo tanto, puede elegirse 0 < § < 7 tal que (13) es valida para toda
t € I. También ndtese que R; es acotada en I ya que, en este caso, f es continua en
I. El resto de la prueba es idéntica.

Finalmente, si £(t) = oo, en la demostracién se sustituye £(t) por gM > 0, excepto
que (13) se expresa de la siguiente forma:

\m<5:fa+w+fu—m—mwz%M.

Se multiplica ambos lados por x,(u) y se integra:

0 1 )
/ gn(t,u) du > fM/ Kn(u) du.
0 2 Jo

De acuerdo a los incisos 1 y 2 del Teorema 13, el lado derecho de esta desigualdad
converge a M. La otra integral en (12) converge a cero por el mismo argumento de
antes. 0

Observacion 3. Puede demostrarse usando las ecuaciones (6) y (8) la siguiente
identidad:

(16) oulf) = —— 3" 8u(f).
k=0

n+1

En otras palabras, la sucesién o,,(f) es la suma Césaro de las sumas parciales Sy, (f),
o bien, el promedio de S,, (f).

El siguiente teorema da condiciones que garantizan la convergencia de una serie de
Fourier.

TEOREMA 15. ([7]) Sea f € T(27) y supdngase que para |k| suficientemente grande,
existe C € R tal que:

c
a(f) < Tl
Entonces Sy, (f,t) converge al mismo limite que o, (f,t), siempre que esta dltima
sucesion tenga un limite. En particular, si f es continua en t, entonces Sy (f,t)
converge o f(t). Mds aun, si o,(f) converge uniformemente en un intervalo cerrado
I C R, entonces S, (f) converge uniformemente a f en dicho intervalo.

Demostracion. Usando la hipdtesis se tiene la siguiente serie de desigualdades:

> < Yo

n<|k|<[An] n<k<[An]

)\nl
§2C’/ — dx
n x

= 2C'log A
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para alguna C' > 0 y n suficientemente grande. Haciendo A — 1, se concluye que para
toda € > 0, existen A > 1y N € N tales que:

a7 > el <e
n<k<[An]
para toda n > N.
Ahora bien, sea € > 0 y sean A > 1y N € N tales que se cumple (17). La
siguiente identidad puede deducirse directamente de la Definicién 12 si n € N es
lo suficientemente grande (de forma que |An| > n):

1) S0 = e (@ (0 = ) -

donde

n+1

mgn(ﬁ t),

1 ; .

m .
n<|j|<[An]

Supéngase que o, (f,t) converge a £(t). Nétese que si n — oo, entonces:

[An] +1 n+1 A 1
DA — t)— ——— o (f,t ot) — 0(t) = ().
I_A’I’LJ—’I’LJLA"J(f’) I_/\TLJ_nJ (f )_>A—1() A—l() ()
Por lo tanto, basta verificar que para valores grandes de n:
|An] +1
1 O — .
(19) ] <

Esto implicard que S, (f,t) — £(t) debido a la ecuacién (18). Para probar (19) nétese
que:

[An] +1 _ 1 [An]+1 _ ¥l e Fetit
[An] — n|%(t)| 27 | An] —n Z (1 |An] + 1) i(f)

n<|j|<[An]
>

[An] +1— 5]
: Mn’ le; ()]
n<|j|<[An]

> luDli<e
n<|j|<[An]
donde la dltima desigualdad se debe a (17).
Finalmente, si 0,,(f) converge uniformemente en un intervalo cerrado I, entonces

Sy, (f) también converge uniformemente en dicho intervalo, pues la desigualdad (19)
no depende de t.

IN

IN

O

Si f € BV[0,27] es 2m-periddica, entonces de la Observacién 1 se extrae que
f e T(2n), y ademas:
() = 1 10 h)+ f(t+h)
h—0*+ 2
existe y es finito para toda t € [0, 2x]. Estas son precisamente las hipétesis del Teorema
de Féjer. Juntando lo anterior con el Teorema 10 se obtiene el siguiente resultado.

TEOREMA 16. Sean f : R — C una funcion 2w-periddica que satisface las condi-
ciones de Dirichlet en [0,27] y t € R. Entonces f € T(27) y se tiene:

i, (7.0) = 1 ORI

En particular, si f es continua en t, entonces la serie de Fourier de f converge a f(t).
Si ademds f es continua en un intervalo cerrado I C R, entonces su serie de Fourier
converge uniformemente en dicho intervalo.

El siguiente teorema es conocido como el criterio de Dini.



108 FERNANDO BRAMBILA PAZ & LUIS ANDRES DfAZ LEAL MERINO

TEOREMA 17. ([7], [8]) Sean f € T(27) y to € R tales que:

/1 [t +1to0) — f(to)
i ‘

dt < 0.

FEntonces:

h’y{n Sn (fito) = f(to).

Demostracion. Se supondrd que que to = f(tg) = 0, el caso general se sigue de esto.
Obsérvese que:
n n
Z ekt _ o—int Z ei(kJrn)t
k=—n k=—n
2n
— e—int Z eikt
k=0
e+t _
eit —1
sen(n + 1/2)t
sent/2

_ e—z’nt

de donde:

n

- +1/2)t

20 ikt _ sen(n '
(20) k;ne sent/2

Ahora bien:

n

> el

k=—n

1 2 n )
— t —ikt qt.
3 ARV DE

k=—n

Sn (f,0)

Insertando (20) en la ecuacién anterior:

1 [ 1 [* f(t)cos(t/2)
21 L (f,0) = — t t) dt + — EA AN s t) dt.
@) S (0= 5 [ f@eostne) dtt o [ EIEEE sennt)
La hipotesis implica que la funcién:
p oy SV C0s(t/2)

sen(t/2) ’
es integrable en (0,27). Por lo tanto, el teorema de Riemann-Lebesgue (Teorema

3) implica que las integrales del lado derecho en la ecuacién (21) tienden a cero si
n — 00. O

El criterio de Dini puede aplicarse a las funciones Holder continuas para demostrar
la convergencia puntual. Con un poco de esfuerzo adicional se obtiene un resultado
més fuerte.

TEOREMA 18. Sea f : R — R wuna funcion 2w-periddica y Holder continua en el
intervalo [0,27]. Entonces S, (f) converge uniformemente a f.

Demostracion. La prueba requiere una definicién. Sea I = [a,b]. Una sucesién de
funciones g, : I — R es uniformemente equicontinua, si para toda € > 0, existe § > 0
tal que para cualesquiera z,y € I:

[z —y| <& = |gn(z) — gnly)l <e,
para toda n. Un corolario del Teorema de Arzela-Ascoli afirma que, si una sucesién
gn : I — R de funciones continuas converge puntualmente a una funcién f, y
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dicha sucesién es uniformemente equicontinua®, entonces f es continua y g,, converge
uniformemente a f (ver el Ejercicio 7.35 de [11]).
Ahora bien, se define la siguiente sucesién:

gn(x) = f(x) = Sn (f,2) -
El criterio de Dini (Teorema 17) implica que g, converge puntualmente a cero. Se

probara que la sucesion g,, es uniformemente equicontinua, y esto completara la prueba
de acuerdo al parrafo anterior. Para la prueba se define:

Dn(x) = Y e

k=—n

Se reescribe la n—ésima suma parcial de Fourier de la siguiente forma:
n

Sn (f7 l‘) = Z cn(f)eikm

k=—n

n 1 27 . .
Z - / f(u)efzku du e
k=—n 2 0

1 2 n e
ik(z—u
2, f(uw) ( Z e )> du,

k=—n
de donde:
1 27
Sy (fiz) = — f(uw)Dp(z — u) du.
2 0
Al realizar el cambio de variable © = —z en la ecuacién anterior y notando que el

integrando es una funcién 2m-periddica, se obtiene:

Sp (f,z) = %/j f(u+ x)Dyp(u) du.

Aplicando la ecuacién anterior, se deduce que:

@) lgale) —9n)] = 5 [ Du@If@ ) = @) + Sy +u) — )] do

Ademids nétese que, como [ es Holder continua, existen Cq,Co € R tales que:

(23) {f(@+u) = f(@)} +{f(y+u) = F(y)}] < Ciful®
(24) {f(@+u) = fly+u)}+{f(2) = FW} < Calz —y[?,

para cualesquiera z,y,u € R. Finalmente, puede elegirse C5 € R tal que:

|sen(u/2)| > Cslul,
para toda u € [—m,w]. Juntando con la ecuacién (20) se obtiene la siguiente cota
superior:

(25) Da(w)] < &2

= Jul
Aplicando las desigualdades (23), (24) y (25) en la ecuacién (22):

|| >t du—|—C’§|x—y|a/ %du.

le—y|<u<m W

(26)  2mlga(z) — gay)| < O} /

lu|<|z—y

3De hecho, basta pedir que la sucesién sea equicontinua, lo cual es una condicién més débil.
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Como u — u®~! es integrable en cualquier intervalo (—r,7), la primera integral del
lado derecho en la ecuacién (26) converge a cero si |z —y| — 0. Para la segunda integral
se tiene:

(0% 1 (e
9] / L du =z — gl (log 7 —log |z —y]).
|z—y|<u<n U

Dado que el lado derecho converge a cero si |z —y| — 0, la cantidad en el lado izquierdo
de (26) converge a cero si |z — y| — 0, independientemente de n. Esto concluye la
demostracién. ]

3. EJEMPLOS Y APLICACIONES.

La convergencia de las series de Fourier juega un papel importante en muchas
areas de la ciencia. Un ejemplo sencillo consiste en buscar una solucién a la siguiente
ecuacion diferencial:

y" () + by (@) + ey(a) = f(=),
cuando f € T(2w). La técnica consiste en utilizar la ecuacién para encontrar los
coeficientes de Fourier de y. Esta idea puede explorarse con méas profundidad en [3]. El
autor utiliza las series de Foruier para resolver la ecuacién de calor. En el mismo texto
se expone otra aplicacion interesante, el cdlculo de sumas infinitas como la siguiente:

= 1
>
k=1
Algunas dreas aplicadas utilizan las ideas expuestas anteriormente. En el andlisis
de circuitos eléctricos se utilizan series de Fourier cuando el voltaje de un circuito
eléctrico no es sinoidal. En [2] se da una excelente exposicién del tema.
Esta secciéon se concluye con algunos ejemplos sencillos que exponen la utilidad
de los teoremas. Se invita al lector a graficar las sumas parciales junto a la funcién

original, y prestar atencion al fenémeno de Gibbs. Considérese tmabién graficar las
sumas de Césaro.

Ejemplo 1. Sea f : R — R la funciéon 27-periddica definida en el intervalo
I = (0, 27) mediante la siguiente férmula:

f(x) =log (2 sen g) ,

y cero en cualquier otro caso. La funcién f es diferenciable con continuidad en cada
intervalo compacto contenido en I. Tiene discontinuidades infinitas en = = 0, 2m.
Ademsés es integrable en I, y se tiene:

ao(f) =0.

Por lo tanto f satisface las condiciones de Dirichlet en [0, 27]. También, dado que f
es una funcién par:

be(f) = 0.

Para calcular ai(f), k > 1, definase:
T t
I, = / cot — sen(kt) dt.
0 2

Usando integracién por partes y aprovechando la paridad de f, se obtiene:

2w

(27) f(t) cos(kt) dt = —lfk.
0 k

Ahora bien, tomando la parte real de la ecuacién (20):

k
1+2 Z cos(jt) = sen(kt) cot % + cos(kt).

j=1
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Integrando ambos lados desde 0 hasta 7 se obtiene:

k—1 T T
Iy =7+ Z/ cos(jt) dt — / cos(kt) dt = .
=i/ 0

Insertando en (27):

1
ar(f) = s
Por lo tanto, el Teorema ?7 implica que:
x = cos(kx)
og (2sen 5 kEZI 3

para toda z € [0,27]. Algunos valores interesantes se obtienen sustituyendo x = 7,1
en la igualdad anterior:

o (=D)*
1 =—
0g(2) ==
k=1
1 = cosk
log (2sen2) = —Z A

b
Il

1

Ejemplo 2. Sea f: R — R la funcién 27-periédica dada por:
r—7
f(l‘) - 2 ’
para x € [0,27). Entonces f es de variacién acotada en [0,27]. Al encontrar los

coeficientes de Fourier de f, se obtiene:

T—T = sen(kz)
2 ; ko

para toda x € (0, 27).
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CEROS DE POLINOMIOS ALEATORIOS TRIGONOMETRICOS

VERANIA HERNANDEZ ORGAZ & LILIANA PERALTA

RESUMEN. En este trabajo damos una deduccién detallada de la férmula de Kac-
Rice y la utilizamos para calcular el valor esperado del nimero de raices, N, en un
intervalo finito de cierta clase de polinomios aleatorios trigonométricos. Ademas,
probamos la regularidad en LP para p > 1 de la variable aleatoria N.

1. INTRODUCCION

El comportamiento de las raices de polinomios aleatorios es un area de investigacién
que ha sido desarrollada desde mediados del siglo pasado (vea por ejemplo [12], [13]).
Este tema es relevante para la teoria de Probabilidad y otras areas de la ciencia
por encontrarse en la interseccién de varias ramas de la Matemdtica y la Fisica.
Dentro de las clases de los polinomios aleatorios, es de particular interés la de los
trigonométricos debido a sus aplicaciones en Fisica Nuclear [17]. En 1966 Duannage
[7] probé que el ntmero medio de los ceros reales de polinomios trigonométricos con
coeficientes gaussianos es asintéticamente proporcional al grado del polinomio. A partir
de este trabajo muchos resultados han sido desarrollados hasta nuestros dias (el lector
interesado puede consultar por ejemplo [8], [9], [1]).

El objetivo principal de este trabajo es probar la regularidad en LP, para p > 1,
de los ceros de polinomios aleatorios trigonométricos sobre el intervalo [0, 1]. Adem4s,
deduciremos la férmula de Kac-Rice y la aplicaremos al caso de polinomios aleatorios
trigonométricos.

Para lograr nuestro objetivo, en la Seccién 2.1 introduciremos la férmula de Kac, la
cual cuenta el nimero de raices de determinadas funciones deterministas de variable
real. Posteriormente, en la Seccion 2.2, extenderemos la férmula de Kac al caso
estocéstico y la aplicaremos en la Secciéon 3.1 para encontrar el valor esperado del
nimero de ceros, en el intervalo [0,1], de los polinomios aleatorios de la forma

(1) Fo(t) = jﬁé <aj sen (if) b, cos (3;)) ,

donde {a;}1<j<n ¥ {b;}1<j<n son variables aleatorias independientes con distribucién
normal estandar. Finalmente, en la Seccién 3.2 probaremos la regularidad en LP de la
raices de los polinomios definidos en (1).

2. FOrmuLA DE KAcC-RICE

2.1. Férmula de conteo de Kac. Mark Kac (1914-1984), fue un matemético
polaco que tuvo varias contribuciones en matematicas, entre ellas, su férmula de conteo
para el niimero de raices reales de funciones que cumplen determinadas caracteristicas,
las cuales llamaremos funciones convenientes.

Definicién 1. Una funcién f : A C R de clase C*(A,R), es decir, continuamente
diferenciable sobre A, se dice que es conveniente si satisface las siguientes condiciones:
1. Todas sus raices son no degeneradas, es decir, {t € A: f(t) =0y f'(t) =0} =
0.
2. Si A= [a,b], f(a)f(b) #0.
3. Si A=R, f es una funcién propia, es decir, la imagen inversa de compactos es

compacta.
113
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De aqui en adelante, cuando hacemos referencia a una funcién conveniente, su do-
minio determina, por supuesto, las hipdtesis que esta cumpla, es decir, si consideramos
una funcién conveniente en un intervalo compacto entenderemos que en los extremos
de dicho intervalo no deberd anularse y sus ceros seran no degenerados, por otra parte,
si la consideramos en el conjunto de todos los reales, esta funcién debera cumplir la
caracteristica de ser propia ademds de no tener ceros degenerados.

Ejemplos 1. Se muestran algunas funciones que ejemplifican la Definicién 1.

1. Las rectas f(z) = max + b, con m # 0, son funciones convenientes tanto en un
intervalo cerrado como en los reales, pues f no tiene puntos donde su derivada
se anule y tiene por raiz zoy = _ﬁb. Si m = 0 debemos hacer b # 0 para que f
conserve la caracteristica de ser conveniente.

2. La funcién f(z) = sen(x) definida sobre el conjunto de los niimeros reales no
es una funcién conveniente, pues el conjunto {0} es compacto con la topologia
usual y f71({0}) = {# = n7 : n € Z} no lo es. Sin embargo, podemos restringir
a f en un intervalo cerrado que contenga un numero finito de raices y estas
no estdn en los extremos del intervalo, en tal caso, f si serfa una funcién
conveniente en dicho intervalo.

3. La funcién f definida para cada n € N\{1} como f(z) = 2™ no es una funcién
conveniente si consideramos el conjunto de los nimeros reales o un intervalo
cerrado que contenga al cero en el dominio de la funcién, puesto que x = 0 serd
un cero degenerado, ya que f'(r) = na" 1.

En la Figura 1 se muestran las graficas de dos funciones convenientes.

T T T 1.5 T T T
4+ / 1
/ 1F B
/"
2l y |
/ 0.5 R
o v o .
/
’/
/ -0.5 1
-2 / 1
1+ 4
al |
‘ . sl . . ‘
-2 -1 o] 1 2 -4 -2 o] 2 4

FicUurA 1. El gréfico de la izquierda representa un polinomio de la
forma p(z) = 23 + 1 y el de la derecha es la funcién f(z) = sin(x),
ambas son funciones convenientes en el dominio que se presenta.

Consideremos la siguiente definicién.

Definicién 2. Sea f: A C R — R una funcién. Definimos

(2) N(f,A)={te A: f(t) =0},

donde |B| se refiere a la cardinalidad del conjunto B. De esta manera N(f, A)
representa el nimero de raices de f en el subconjunto A.
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La proposicién que presentamos a continuacién es conocida como la férmula de
Kac (vea [14]). Hemos incluido un resultado obtenido en [6] en el primer punto de la
proposicién.

PROPOSICION 3.
I. Sea f:[a,b] = R una funcidn conveniente, entonces

1t
N(f,la,b]) :K%z—g/ sy <<l f/(B)]dL.

Mds ain, para 0 < e < min (|f(a)|, | f(b)],mingequ |f(E)] + ]/ (t)]), se tiene
b

N o) = g [ Dol ©lar

1. Sea f:R — R una funcion conveniente, entonces se satisface que

3 1
N(R) =l o / Lyop<el f/(Dldt.

. Sea A € {[a,b],R} y sea f: A — R una funcidn conveniente con v < oo raices
y ¢ < 00 puntos criticos. Entonces para € > 0, se cumple

1
?/ Iteanpny<ey |f' ()dt < v+ 2c.
€Ja

Demostracion.

I. Consideremos la funcién ¢(t) = |f(t)| + |f'(¢)| que es una funcién continua
sobre un conjunto compacto, entonces alcanza un valor minimo, es decir, existe
to € [a,b] tal que | (to)| + | (to)] = mingeos) [f(1)] + |f(£)] > 0, este minimo
es positivo porque las raices de f no son degeneradas. Sea gy > 0 tal que g¢ <
|f (to)| + |f'(to)|. Vamos a demostrar ahora que N(f,[a,b]) < oo, procedemos
por contradiccién como en [6]. Supongamos que existe {tn}neny C [a,b] tal
que t, < ty, sin < mcon mn € Ny f(t,) = 0,¥n € N. Dado que [a,b]
es un compacto, siempre podemos extraer una subsucesiéon convergente de la
sucesion {t, }nen, sea esta {tn, }ren, que converge a T € [a, b], para simplificar
la notacién, definimos ry := t,,, para todo k € N. Por el Teorema del Valor
Medio, para cada k € N existe s € (rg, rg+1) tal que:

F(s) = flriga) = fr)

Tk+1 — Tk
Como sy, € (rg, rrs+1) ¥y im0 7 = T entonces limy_, o s, = T, la continuidad
de las funciones f y f’ implica que f(T) = f/(T) = 0, de esta manera, T € {t €
[a,b] : f(t) =0y f'(t) = 0}, lo cual es una contradiccién. Se sigue entonces que
N(f,a,b]) < co. Notemos la validez de la férmula de Kac si N(f, [a,b]) =0, en
este caso f(t) # 0,Vt € [a,b] entonces |f(t)| > 0,V € [a,b], por la continuidad
de f, se tiene que el valor minimo de la funcién es también mayor que 0, sea
este | f(s0)| = mingepq 5 |f(t)] > 0, para € > 0 tal que € < |f(so)| se sigue que

b ,
{t € [a,b] : |f(¥)| < e} =0 por lo que fa I{te[a7b]:|f(t)|<5}|f’(t)\dt =0, y asf

=0.

1t
i{%i/ I{te[a,b]:|f(t)|<6}|f/(t)‘dt:0'

Supongamos ahora que f tiene al menos una raiz en [a,b], consideramos
entonces {s1,...,s,} el conjunto de raices de f en [a,b], tal que s < Sgiy1
con k€ {1,...,n—1} y sea e < min (|f(a)l, |f(b)], 3 mineqp | f(E)]+ (1))
Observemos que la componente conexa de s; en el conjunto {t € [a,b]

|f(t)| < €} es un intervalo de la forma (ay, by) por la continuidad de la funcidn,
de manera que las componentes de s; y siy+1 son disjuntas entre si, si se
intersectaran, tendrémos que dicha interseccién es un intervalo de la forma
(ak+1,br), que contiene a ambas raices, de ser asi, |f| restringida a este, es
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continuamente diferenciable, por el Teorema del Valor Medio, existe un punto
critico en la componente conexa, lo cual es una contradiccién a la eleccion de
e, pues al elegir € < minge(q ) [f(2)] +[f'(t)], si existiera un punto critico en tal
conjunto, digamos cgy, necesariamente

Fleo)l = If(eo)l + 1 (eo)] < min [£(2)]+1F(2)]

Esto 1ltimo no puede pasar. De esta manera, las componentes conexas de raices
distintas son disjuntas entre si, ademads, por la continuidad de f se cumple
|f(ak)| = |f(bg)] = €, como ya vimos que no puede haber puntos criticos en
la componente conexa (ag, bg), entonces f’ no cambia de signo, lo que implica
que f(ax)f(br) <0, ademds f es biyectiva en tal intervalo y sj es la tnica raiz
contenida ahi, por lo tanto:

by

£ (be) — flax)] = / () [dE = 2=

k

Vemos que para cada k € {1,...,n};
o[,
% | [F@)ldt=1.
Luego,

{t € la,0],1f ()] < e} = | (ar, ba)-
k=1
Asi, para todo € > 0, tal que

e <= min (1@ 17O 5 min 1£0]+17())

se sigue

1 b
5 | Luelabrismi<eyf (Bt = Z/ = N(f, [a,b]).

Como f es una funcién propia, se tiene que f~*([—1,1]) = [c,d] para algunos
c,d € R, la funcién restringida a ese intervalo es una funcién conveniente
siempre que f(c)f(d) # 0, si ocurriera que alguno o ambos de los extremos
fueran tales que la funcién se anule, basta considerar un intervalo de la forma
[z, ] tal que f~([~x,2]) = [¢,d] cumpla lo necesario para que la funcién f
sea conveniente, esto es posible por el teorema del valor intermedio. Més atn,
N(f,[c,d]) = N(f,R), utilizando el primer punto anterior, se sigue el punto (2)
de la proposicion.

Ya se ha mostrado que, para 0 < ¢ < § se satisface

7/I{t€A [f(t \<e}|f )|dt = Z/ t)|dt =v < v+ 2c.

Ahora, sea ¢ > 0 cualquiera, como la funcién f tiene ¢ puntos criticos,
por el Teorema de Rolle, f(t) = ¢ tiene una cantidad finita de soluciones,
por lo tanto, el conjunto {t € A : |f(t)] < €} tiene una cantidad finita
de componentes conexas. Digamos entonces que el nimero de componentes
conexas es n, dichas componentes tienen la forma (ag,by), son disjuntas y
cumplen que |f(ax)| = |f(bx)| = € para k = 1,2,3...,n. Note que si (ax,by)
no tiene puntos donde la derivada cambia de signo, entonces f es creciente,
o bien, decreciente sobre la componente (ay,bi), entonces f(ax)f(br) < 0, la
continuidad de f implica que hay una tnica raiz en la componente (a, by).
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Definimos los siguientes conjuntos:
Ky ={ie{1,...,n}: (a;,b;) contiene puntos donde
la derivada cambia de signo},
={ie{1,...,n}: (a;,b;) no contiene puntos donde
la derivada cambia de signo},
Por lo observado anteriormente |Ks| = v, ademds, |K;| < c¢. Luego, para cada

k€ Ky sean t; <ty < ... <, los puntos de cambio de signo de la derivada
sobre la componente (ag, by), entonces

b t to b
| irwlae= [Ciroias (ol [

k

= [f(t2) = flaw)l + [f(t2) = f(E)| + - + [f(br) — f ()]
< 2e(lp +1).

Escribimos lo siguiente

Z/ (t)|dt

INLES WNLD)

b
|Ka| + — Z/ (t)|dt

1
2*/ I{teA:\f(t)\<s}|f/(t)|dt
€Ja

<v+c+ Z lg;

ke K,
< v+ 2c

Note que en el caso en que f(t) = € no tiene soluciones, la componente conexa
de {t € A :|f(t)] < e} es el intervalo (a,b), el cual tiene a lo mds ¢ puntos
donde la derivada cambia de signo, entonces, sean estos t1,ts,...,t., por lo que

b t t b
%/ |f(B)ldt = % (/ If’(t)dt+/tl f’(t)|dt+~--/tc |f’(t)dt>

oz (F(00) = F(@)l 4 1 (t2) = F(en)| + -+ +156) = S

1
< 2—625(04— 1) <wv+2c

Por lo que obtenemos el resultado deseado.
d

Antes de establecer el principal resultado de esta seccién, introducimos la siguiente
definincién.

Definiciéon 4. Una funcién aleatoria de variable real t € A C R es una funcién tal
que para cada t, el valor que toma la funcién es una variable aleatoria. Es decir, una
funcién aleatoria es un proceso estocastico.
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En este andlisis centraremos la atencion en funciones aleatorias de la siguiente forma
n
(3) F(t) = F(t) = 3 Xu(w) fu0),
k=0

donde fo, f1, f2,.-., fn : A = R son funciones continuamente diferenciables y {X}, :
k=0,1,2,...,n} son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas
con media cero y varianza vy.

La funciones de covarianza y media de (3), respectivamente, estan determinadas
por

(4) K(s,t) =Y opfr(t) fi(s).
k=0

y
pe =E(F(1) =Y E(Xe) fu(t).
k=0

2.2. Férmula de Kac-Rice. Stephen Oswald Rice (1907 - 1986), fue un informati-
co estadounidense que tuvo una gran influencia en la teoria de la informacién y las
telecomunicaciones. Rice es a quien se le atribuye parte del nombre de la féomula sub-
yacente de la teoria de polinomios aleatorios, es decir, la llamada férmula de Kac-Rice.
Ahora aplicaremos la férmula de Kac, presentada en la Proposicién 3, a la funcién
F definida en la ecuacién (3). Ademds, necesitaremos hacer uso de las siguientes
hipétesis.
Sea (€2, F,P) un espacio de probabilidad.
= Hipétesis 1: La funcién aleatoria F' es casi seguramente conveniente, es decir,
el conjunto de puntos donde F' no es conveniente tiene probabilidad cero.
» Hipétesis 2: IM > 0 en los reales, tal que N(F, A) + N(F', A) < M, donde
N(F,A)y N(F', A) son como en (2). Aqui A =R 6 A es un intervalo compacto.

El nimero de raices reales de la funcién aleatoria F' es una variable aleatoria
discreta, asi que encontrar el valor esperado de esta variable aleatoria es equivalente
a contar las raices de F' haciendo uso de la Proposicion 3, para cada w € 2.

Supongamos que F' satisface la Hipdtesis 1, por lo tanto, la férmula de conteo de
Kac implica que

N(F,,A) =1lim N.(F,, A).
N0
Y en consecuencia
E[N(F,A)] = / N(F, A)P(dw) = / lim N, (F,, A)P(dw).
Q QN0

El teorema de la convergencia dominada nos permite intercambiar la integral con
el limite en la ecuacién anterior. Para aplicarlo se requiere que para m € N, N.(F,, A)
converja puntualmente y este acotado. En efecto, considerando ¢ = %, vemos que
converge a N(F, A) y por la Hipétesis 2, tenemos que N(F, A) es acotada. Ademds,
por el punto III de la Proposicién 3 podemos asegurar que N (F,,, A) < v,+2¢, < 2M,
para todo m € N, asi que utilizando el teorema de Fubini podemos intercambiar la
esperanza con la integral, obteniendo lo siguiente

lim N, (F,, A)P(dw) = lim | N.(F,,, A)P(dw
| i NP AYB() = Y [ N (P AP

= lim E(N.(F, 4)

, 1
= hmE(2/ I{teA:|F(t)|<5}|F/(t)|dt)
€JA

o1
= lim % /AE [Tt <y | F' (1)]] dt.
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En resumen

1
(5) E[N(F, 4)] = lim = /A E [Iea: pe|<ey | F' (1)]] dt.

OBSERVACION 5. Note que todo lo que se ha realizado a partir de las hipdtesis 1
y 2 se ha hecho sin hacer alguna suposicion adicional sobre las variables aleatorias
involucradas en la definicién de la funcion F.

Ahora supondremos que Xy ~ N(0,vg), la razén de hacer esta suposicién adicional
es que conocemos varias propiedades de variables y vectores aleatorios Gaussianos que
simplifican considerablemente los célculos.

Al querer calcular la esperanza en (5), buscamos entonces la densidad conjunta
del vector aleatorio (F(t), F'(t)), pues E [I{teA:|F(t)|<E}|F'(t)|] es el valor esperado de
una funcién H que depende de las variables aleatorias X = F(¢t) y Y = F'(t), H esta
definida por H(x,y) = I|z<c|y|-

Para cada ¢, F(t) y F'(t) son una combinacién lineal de variables aleatorias
normales, entonces tienen distribucién normal; mostraremos que el vector (F(t), F'(t))
es un vector Gaussiano, en efecto, basta probar que cualquier combinacién lineal de
las componentes del vector se distribuye normal, asi que consideramos a,b € R, tales
que

() )

aF(t) +bF'(t) =a ) X +bZXk Zxk )(afi(t) +bfi (1))
k=0

La funcién definida en la ecuacién (6) se distribuye normal, ya que es una combinacién

lineal de variables aleatorias independientes normales, lo cual es suficiente para afirmar
que (F(t), F'(t)) es un vector aleatorio Gaussiano. Su matriz de covarianza M, estd

determinada por:
_ (A By
M, = ( o Cﬁ).

Como E(X}) = 0 para toda k, entonces E(F(t)) = E(F(t)) = 0 y por tanto:
A; = Cov(F
B; = Cov(F(t), E
Cy = Cov(F'(t),F'(t)) =E

F(t) = )] = E[F(t)?].
(F'(t) = mp)] = E[F (1) F'(1)].
(F'(t) = ) (F' () — )] = E[F'(£)?)].

Supongamos ahora que A; > 0 asi que definimos U; := % donde A; := det M; =
AyCy — B2, Wt € A. Note que si A; >0y A; > 0 entonces C; > 0.

Es momento de hacer una hipdtesis adicional:

Hipétesis 3: A, > 0,Vt € A.

La intencién de esta tercera hipétesis es asegurar la existencia de la funcién de
densidad conjunta de (F(t), F’(t)), la cual, en este caso es normal bivariada.

Por lo tanto,

(7) E [Iireasre<ey | F (t //I|l\<a|y|g x,y)dxdy.

Donde,

g(z,y) = 277;\/& exp {—;(w, yM; (z, y)T}
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es la densidad conjunta del vector aleatorio (F'(t), F’(t)). Completando cuadrados en
el argumento de la exponencial que se encuentra en la definicién en g se obtiene:

(@, )M (z,y)T = — (Cra® — 2By + Ay

B? B?
Awy? — 2By + Ti’ + (Ct - =t ) x2>

Con lo anterior,

( ) 1 At Bt 2 .132
T,Y) = ——==€exps ——— (y— —x | —— .
KLY = 5T, P oA, \Y T g, 24,

Asf que, sustituyendo en la ecuacién (7), se tiene:

E [Iearay<ey [F (2)]]

//I e As < Bt:c>2 2 e

= zl<elY|l o 7= X T AaA - ~ aaA

e IS yQWvAt P 24 Y Ay 24, 4

1 At ( Bt )2 1'2

— [ I expd -t (y—2te) —Z Ly ) de
/RQ’JT\/E ol (/RL”' Xp{ 28, \Y " a,") T aa (Y
5 2
/ exp /|y\exp A— y—&z dy | dz
—€ 27T\/7 2At 24 Ay

:/ O, (x)dx.

Usando la notacién
= o {2} (e e [ (o2 o
t\T) = Xp : Ylexpy o~ \Y— —— Yy
2T A 2A A, 2A A
A t Qﬁft R t t

1 {:ﬁ/ 1 e 1( Bt;z:>2d
= ——ex Xp ——— [y — — .
Vord, P\ 24, | J vorT, VP e, A, Y
Definimos w( Byx AUt)(y) como la funciéon de densidad de la variable aleatoria Y ~

N (B“’C Ut), de esta manera

1 2
wuo) = s on { 55 b [l oy iy
2

—ﬂ%exp{ 2A} g

Luego,

.1 o1 fF
® B lueairoca PO = lin o [ @@= 000)
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La ultima igualdad se da por la aproximacién a la Delta de Dirac, ya que podemos
pensar a la funcién ®; como una funcién de prueba que se anula fuera del intervalo
(—¢,¢€), debido a que € > 0 es lo suficientemente pequefio (vea por ejemplo [15]).

Ahora, queremos utilizar el resultado obtenido en (8) para calcular el valor esperado
del nimero de raices de F con la férmula en (5), por lo que debemos intercambiar la
integral con el limite, para esto, se sabe por la desigualdad de Cauchy-Schwarz que

|Y| \/Var (Y))2.

Como la Var(Y) =U; y E[Y] = A Lz, se sigue que

Blvl < v+ (5 ) <7+ 2

Se observa que ®;(x) es siempre positiva, mds ain, si consideramos |z| < 1, que

exp{ } < 1y definimos p(t) := L <\{4§ + IAB§>, entonces

Var

t

1 I2 |th‘ 1 At |Bt|
o < - U, < = ().
@< gmper{ gy | (VI 5 ) < 2 (G B ) =ew

Es decir, para |z| < 1, ®:(x) < o(t), notemos que la condicién || < 1 no afecta al
resultado que queremos obtener, puesto que X = F(t) la cual en la Férmula de que Kac
(vea Proposicién 3) estd acotada por €. Ahora, como queremos utilizar nuevamente el
Teorema de la convergencia Dominada de Lebesgue para intercambiar el limite y la
integral en cuestién, necesitamos agregar la siguiente hipdtesis:

Hipétesis 4: La funcién ¢(t) es integrable sobre el conjunto A, lo cual significa
que, [, p(t)dt < oc.

De esta manera, E[I|pu <o [F' ()] = [7. ®i(x)dz < [, @(t)dt . Se sigue entonces
que

1 £
= lim — P
/Agl\r‘ré 5 [6 +(z)dx

1
:/A\/T—At/R\ZJWO,Ut(y)dZ/

Por la simetria de la distribucién normal, se obtiene

y2
2:(0)= m/ 2wUtyeXp{ 2Ut}d
U,
/AUy
7,
Ay
VA,
TA

Notemos ahora que

Ki(s,1) kafk )fie(t) kafk )fi(t) =E[F(s)F'(1)],

por lo que By = Kj(t,1). A51 mismo,
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?
Kji(s,t) = D501 Z vk fi(s kafk )fi(t) = E[F'(s)F'(1)],
=0
de este modo, C; = K;’t(t,t) y Ay = K(1,1).
Finalmente,
82 _ K, t)K(t,t) — Kj(t,t)?  AC,— B} Ay

De esta manera, concluimos que

E[N / \/8581? log(K (t,t))dt.

Asi hemos demostrado el siguiente Teorema que lleva por nombre “Férmula de
Kac-Rice” (Vea Teorema 2.3 de [14]).

TEOREMA 6. Sea F una funcidn aleatoria definida como en (3) con Xy ~ N(0,vg),
tal que cumple las Hipdtesis 1, 2, 8 y 4. Entonces se satisface lo siguiente

E[N / \/asat log(K (t,t))dt

donde N(F,A) y K(s,t) estan definidos en (2) y (4), respectivamente.

3. POLINOMIOS ALEATORIOS TRIGONOMETRICOS

Si en la funcién definida en la ecuacién (3) se toma fi(t) = cos(kt) 6 fi(t) = sen(kt),
entonces F' es un polinomio trigonométrico con coeficientes aleatorios. En esta seccién
vamos a considerar las funciones fo, f1,..., fan : [0,1] = R de la siguiente forma:
Jo=0y

t : _
o 1 sen(r), si k=2r
k() = —=

v cos(), si k=2r+1,
donde r € N. Ademds, vamos a considerar X = ay si k es par y Xy = by si es
impar, para k = 1,2,...,2n con {ay}, {by} variables aleatorios independientes e
identicamente distribuidas con distribuciéon normal estandar. De esta manera, F}, tiene
la forma de un polinomio aleatorio trigonométrico de grado n normalizado:

(9) Fo(t \Fz<ajsen( )+b cos(f))

3.1. Valor esperado del niimero de raices. Vamos a calcular el valor esperado
del nimero de raices de F;, utilizando el Teorema 6, para lo cual debemos verificar las
cuatro hipotesis que se plantean en el teorema.

Comenzamos observando que F,, es casi seqguramente conveniente en el intervalo
[0,1]. Para esto es necesario enunciar el siguiente resultado de E. V. Bulinskaya [4,
Teorema 1] el cual proporciona condiciones generales para asegurar que un proceso
estocastico no tenga puntos criticos en ciertos puntos.

3

PROPOSICION 7. Sea {X(t) : t € [a,b]} un proceso estocdstico con trayectorias de
clase C*. Suponga que para cada t € [a,b] la variable aleatoria X (t) es absolutamente
continua con densidad uniformemente acotada en t € [a,b]. Entonces

P{t:te]a,b], X(t)=0,X'(t) =0} #0)=0.

Como a; y b; son variables aleatorias independientes con distribucién normal
estandar el resultado se sigue directamente de la Proposicién 7 (el lector interesado
puede ver el trabajo de Ylvisaker [18] para ver una prueba complementaria de esta
afirmacién).
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Ahora veamos que se satisface la hipdtesis 2. Los polinomios trigonométricos no
normalizados, es decir, F(t) = 2?21 (a; sen (jt) + b, cos (jt)) tiene a lo més 2n ceros
(vea [14, pp. 7]). Por lo anterior, como el polinomio que estamos trabajando si
es normalizado, el nimero de raices es a lo méds n ya que los argumentos de las
funciones sin y cos estan divididos por n, més atin F) (t) es también un polinomio
trigonométrico de grado n entonces F,, tienen a lo mas n puntos criticos, de esta
manera N(F,,[0,1]) + N(F.,[0,1]) < 2n+ 1.

Para la hipdtesis 3 debemos verificar que el determinante A, = A, C; — By > 0.
Recordando que A; = K (t,t), By = K{(t,t) y C; = K/,(t,t), es necesario establecer la
funcién de covarianza para el polinomio trigonométrico F;,, entonces

=25 (e () (2) som () (2))

1< (s —t
=— E oS (‘7()) .
n 4 n
Jj=1
Cabe mencionar que la funcién de covarianza depende solamente de la diferencia

s —t, es decir, los polinomios trigonométricos son procesos estacionarios. Calculamos
las parciales de K, lo cual nos permite determinar A;, B; y C;

K'(s,t) = sten( t)),
K (s, Zi: cos(I t)).

Ahora bien, se tiene que

1 & jt
A = ZZ (sen (‘771) + cos? (i)) =1,
Jj=1
B, = K{(t,t) Z] sen(0

1 &~ I, (+1)@2rn+1)
" 2 _ 2 _
Cy =K., (t,t) = 3 JE_IJ cos(0) = 3 ]E:lj = 2 .

Lo anterior implica que el determinante en cuestién es A; = Cy, es decir,

1)(2 1
A, = (n+1)(2n + )>0.
6n2
De esta manera, se satisface la Hipotesis 3.

Resta comprobar la hipdtesis 4. Sea

Ver \ A At% 27 2nv3m ,
entonces @ es una funcién constante que sobre el intervalo [0, 1] es integrable.

Como consecuencia de lo anterior podemos usar la férmula de Kac-Rice (vea
Teorema 6), recordemos que

: (log K (t,t)) = A
9sot " 8 A2

En el caso de polinomios trigonométicos, resulta entonces que

Ay (n+1)(2n+1)
Az 6n2 '
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Por lo tanto,

E[N(Fy, [0,1])] / (n+1)2n+1) VT D01

6n2 Vérn

Observemos que

\/(n+1)(2n+1)\/2n2+3n+1 \/ 3 1

n n? 2+ +7

Y- (”H)(%H = /2. Entonces

lim E[N(F,,[0,1])] = g <1.

Luego, cuando n — oo, se tiene que

En realidad, si analizamos la expresiéon obtenida para el valor esperado del niimero de
raices de F),:

(n+1)(2n+1)
Vérn

notamos que siempre es un numero estrictamente menor que 1. Esto se verifi-
ca al realizar algunos calculos y observar que para todo n € N se satisface que
(2 — 672)n% + 3n + 1 < 0; esto tltimo es cierto ya que al considerar la pardbola
descrita por y = (2 — 67%)z? + 3z + 1 se puede mostrar que es una parabola vertical
GEVIE2M) 1 entonces todo z > 1

—d¥12w
cumple (2 — 672)2% + 32 + 1 < 0 y de manera particular W < 1 para todo

n € N.

que abre hacfa abajo con sélo una raiz positiva

Dicho de otra manera, para cualquier grado del polinomio trigonométrico, el valor
V3

¥2, es decir, se esperaria

esperado del nimero de raices reales tiende al valor constante
que no haya raices en el intervalo [0, 1].

OBSERVACION 8. La warianza del mimero de raices reales de polinomios trigo-
nométricos ya se ha estudiado en [10]. En este trabajo se puede encontrar una es-
timacion de la varianza para polinomios de la forma 2?21 a; cos(jt), en el intervalo
(0,27), si bien, la forma del los polinomios y el intervalo no son los que estamos
considerando en este trabajo, se puede realizar un cambio de variable para ajustar los
resultados.

3.2. Regularidad LP. El objetivo de esta seccién es probar la siguiente proposicién.

PROPOSICION 9. Sea N(F,,I) el nimero de raices sobre el intervalo I = [0,1] del
polinomio trigonométrico F,, definido en (9). Entonces
E[N(F,,I)’] < >
para toda p > 1.

Para esto, vamos a utilizar, entre otros resultados, el siguiente lema que generaliza el
Teorema de Rolle y el error de interpolacién polinomial de Lagrange (vea por ejemplo

[5])-

LEMA 10. Suponga que f : [a,b] — R es de clase C*¥ con k > 1, y que existen
Z1,%9,..., %k € la,b] tales que f(x;) =0 parai=0,1,2,...,k. Entonces para j < k
existen Y1, ..., Yp—; € [a,b] en los cuales f'(y;) =0 coni=0,1,2,...,k —j, mds ain,
para todo x € [a,b] existen &, 1 € (a,b) que satisfacen:

k—1

1 b . 1
Fl) =M E(x —a) v V@)= g/ @ -,

i=1
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Demostracion. Se hard un argumento inductivo para probar la afirmacién anterior, si
j =0, sélo se debe probar que f(z) = & f*)(¢) Hle(ac — x;), lo cual se sigue de usar
el polinomio de interpolacién de Lagrange (vea [5]), el cual establece que si conocemos
los valores que toma la funcién f en k puntos, entonces existe £ € (a,b) tal que

k
F® ()
£(@) = Pla) + T ] - ),
i=1
donde P(z) = Zf:o f(zs) Hf Lsti 2o, como f(z;) =0parai=12,..., k sesigue
que P(x) =0y asi
k
RIS
CEEAUY | ()
Toi=1
Ahora, para j = 1, consideramos los k — 1 intervalos de la forma [z;,z;11] con
i =1,2,...,k — 1, en cada uno de estos intervalos f es continuamente diferenciable

y se anula en los extremos, por lo que podemos hacer uso del Teorema de Rolle, lo
que significa que para cada i =1,2,...,k — 1 existe y; € (x;,2,11) tal que f'(y;) =0,
entonces conocemos el valor de f’ en k — 1 puntos, dicho valor es cero y tal como se
hizo arriba, por el teorema de interpolacién de Lagrange, existe 7 € (a,b) tal que

(k) () Bt
£o) = =18 T =

i=1

Supongamos vélido el caso k = n, es decir, existen w; € (a,b) tales que f) (w;) =0
parai=1,2,...,k — n, de manera que

£ () = 1:[

Para algin 7 € (a, b). Consideramos ahora los k—n—1 intervalos de la forma [w;, w;41]
coni=1,2,....,k—n—1, en los cuales es vélido el teorema de Rolle para f(") asf
que existe y; € [w;, wiy1] tal que fOHD(y;) = 0 con n + 1 < k, utilizando el mismo
argumento que en el caso anterior, existe n € (a,b) tal que

k—n—1

(k)
f(nH)(x) = (kji n(f)l)' Z1;[1 (T —yi),

con lo cual queda probado el resultado.

También haremos uso del siguiente resultado obtenido de [2].

LEMA 11. Sea I un intervalo fijo de longitud |I|. Para cualquier k € N

2
E [sup | P (0] < T+ 1T
tel [1]
donde F¥ representa la derivada k—ésima de F,.

Demostracion. Haremos la demostracién utilizando los siguientes dos puntos.

1. Si f: [a,b] — R es una funcién de clase C*, escribimos las siguientes igualdades:

(/f ds—/f ds—/f )ds + ( —a)f()>
/f ds+</t (s—a)f()ds+/at(s—b)f(s)ds>.

A partir de esto, se tiene
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b t b
o< = | If(s)lds+b_1a< | =@+ [ Ia—bllf’(s)ds>
b b
<5 [ s+ 17

Por lo tanto,
sup\f /f ds+/|f )|ds.

Recordamos que para z,y € R se satisface (x + y)? < 222 + 22, entonces,
consideramos z = ;1 f; |f(s)|dsyy= f |f/(s)|ds, asf

(stteu;f(t)l>2 < ﬁ ( / b f(s)d5> +2 ( / b If’(s)lds>2

Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz se sigue que

b 2 b 2
(1)2)< / If(8)|d8> +2< / f’(8>|d8>
b b
< o | Fras2 [ s

De esta manera, por transitividad

sup () /f ds+2/ £

2. Paran,m € N, se observa que

n .\ 2m .
FEm) () = \}ﬁ;aj(—l)m (fl) oS (it)
+b;(—1)™ <j)2m sin (jt>
n n
-\ 2m .
7(L2m+1) \/» Zaﬂ m+1 (i) sin (it>

2m—+1 .
+b;(—1)m*! J cos [ Lt).
/ n n

Entonces, por las suposiciones sobre a; y b; se sigue que:

w e 505 (G) () )=

j=1

La desigualdad (10) nos permite utilizar el teorema de Fubini de manera que
9 b b
E (sup |F£k><t>|2) < oy [ EED s +2 [ BERIR)s
tel (b - a) a a

2
< ——4+2(b—
— b —a + ( a>7
concluyendo asi la prueba. ([

Demostracion de la Proposicién 9. La variable aleatoria N = N(F,,,I) es discreta,
ya que cuenta el nimero de raices reales en el intervalo I, entonces

NP) = i KPP(N = k) < i kPP(N > k).
k=1

k=1
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Para acotar la suma del lado derecho de la desigualdad anterior vamos a trabajar con
P(N > k) usando el Lema 10. Resulta que si suponemos que sup,c; |[F*)(¢)| < M con
M > 0 se satisface lo siguiente

M1}
(k—)!

con ¢ = “T'H’. Asi, podemos descomponer esta probabilidad de la siguiente manera:

M|I|* ,
Fal < MLy 1F0) <

P(N > k)= P(N > k,sup |F¥) ()| < M) + P(N > k,sup |F\F (t)| > M)
tel tel

< P(N = k,sup |[EP(1)] < M) + P(sup |[F{F ()] > M)
tel tel

=T, +1Ts.

Analizamos primero T, se observa que {N > k,sup,c; |F7gk)(t)| < M} implica que
estamos considerando que existan al menos k raices y que sup,c; |F7(Lk)(t)\ < M, asf
que por lo discutido antes, tenemos

M|I|k , k—j
Ty = P(N > k,sup |[F{P ()] < M) < P (Fn(c)| < 7] JED(e)] < M|I|)
tel k! (k‘—j)!
: M|I|’w‘)
<P FTSJ) o) <
< ( (o) < =)

Por la desigualdad de Markov, que establece que para una variable aleatoria X y a € R
se cumple a?P(|X| > a) < E(X?), se sigue que:

1
12 = p (sup O 0] > 01) < 1 (sup |07 )
tel tel

Ademds por el Lema 11, E(sup,¢; | F,(£)]?) < ‘27‘(1 + |I)?), de esta manera

2
(k) < 2
P(ilel?wn @®)] >M> < MQ‘I‘(1+|I| ).

Entonces,

P(N > k)

. M|k
1+m%+P(waﬂs")

< -
= 3221 (k-

Para trabajar con la ultima expresién, enunciamos el siguiente lema, cuya demos-
tracién se puede encontrar en [11]:

LEMA 12. Sea j € Ny fijo. Eziste una constante C = C(j) > 0 tal que para todo
neN, T>0ype|0,2n] se cumple

(7)
P(Xn@)

nJ
donde X,, = Y p_; arsin(kt) + bycos(kt).

2541y

)

< T) <CO(T+TY*n~

El lema anterior es valido para § € [0, 27|, en particular es valido para f = £, de

n’
() ; e
manera que, % = Ffﬂ )(c), y considerando T' = ]\?]lilj); resulta que

, k—j k—j N
P(FT(LJ)(C)SW) §C<M|I| + (k J)-n_4+>

(k=) (k—j)! M1+
Entonces,
1 M (k—=4)! 20
P(N > < —_— -
( —k*—O<Mﬂ G- T\ "
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Estamos considerando I = [0, 1] entonces la expresién anterior se reduce a

1 M (k=)' _2m
(11) P(Ngk)gC(MQ+(k_j)!+ 7" 4).

Lo que sigue es acotar (k — j)! inferiormente, para esto se utiliza una aproximacién
del factorial. En [3] se menciona que, para cualquier natural, en particular k — j se
satisfacen las siguientes desigualdades

(12) w 27r<k‘—j+é> <(k—j)!§(k;kj)jk_j\/27r<k—j+e2_l)

ek 2
Entonces, podemos considerar que
(k=)= (k=) Te= ek — j)1/2.

Donde c es alguna constante que puede ir cambiando a lo largo del siguiente analisis,
pero que no deja de ser constante.

Supongamos que j = | Sk| para § > 0, donde estamos considerando |z ] = méx{k €
7 | k < 2}, de esta manera, como |Bk| < Bk entonces (k — |Bk|)'/? > (k — Bk)*/2,
por lo tanto (k — 5)Y/2 > (1 — B)1/2kY/2. Asi

(k=) > e(k = )T em = (1= )1 /2k1/2.
Como Bk —1 < |Bk] y k > 1 se sigue que

k—j=k—|Pk|<k—-Bk+1<k—-pk+k=(2-p)k.
Por lo tanto e~ (=9 > e=(C=Ak Asi (k — j)! > (k — j)*Te= =Bk — p)1/2E1/2,

En cuanto a (k — j)¥=7, vemos que como |Sk| < Bk entonces k — |Bk| > (1 — Bk,
ademés, si consideramos 3 € (0,1) vemos que (1 — 3)¥=7 > (1 — 8)¥, por tanto, para
k>1

(k= j)F7 = (= [ Bk])"
> (k — Bk)F
= (1L B

Hemos encontrado entonces la siguiente cota inferior para (k — j)!

(k= )! 2 (1 = )te™C-O(1 — p)1/2R-B+1/2
Como (1— ﬂ)l/ 2 es una constante que depende sélo de 3 podemos reescribir la cota
como sigue

(k=) >Cs(1 - B)re= =AMk (A=Fk+1/2
Ahora, como la desigualdad (11) también requiere que acotemos (k — j)! superior-
mente, entonces para alguna constante ¢, por la ecuacién (12) se tiene

(k=) < elk = ) e D\ an(k = j),
como antes, j = |Bk| con 8 € (0,1), sabemos entonces que —|Sk| = —j <1 — Bk, lo
que implica
k—j<k+1-Bk=0-Bk+1<(1-)k+k,

en consecuencia

(k—NYV2 < /0 =B)k+k=(2-p)2%k2

(k=)< C(k —j)k_je—(k—j)(Q _ 5)1/2161/2.

Entonces
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Ademés, k —j > (1 — B)k, por lo que e~ =7 < ¢=(1=A* de manera que
(k=) <clk—j)F e a- B)k( B)l/Qk‘l/z.

Luego, sabemos que |Bk| > Bk — 1, por tanto k — |Bk| <1+ (1 — B)k, asi que

(k=" = (k= |Bk])*
< (14 (1= B)k)k7
< (k+ (1 =Bk
<(@2-p)F KR
< (2= B)F RO pues 2 — 8 > 1.

Resultando que
(k— ) < cp(2 — B)Fe 1Ak pA-BIk+3/2,

Tenemos asi, las siguientes desigualdades:

Cs(1 - 5)ke*(2*3)kk(lfﬁ)k+1/2 < (k=5 <ecp(2— 5)ke*(175)kk(1*5)k+3/2.

Dado que P(N > k) < C (A}Q + (k]X[])' 4+ 4/ Mn*(2j+1)/4 donde n es el grado

del polinomio, entonces necesariamente, k < n, por tanto n~(2+1/4 < =@i+1/4 A
su vez, como j = |Bk| > Bk — 1, se satisface que k~ @+1)/4 < (= 2Bk+1)/4 Entonces

1 M (k=5 _2per1ya
> < .
P(N > k) C<M2+(k_j)!—|— gk

Con las cotas encontradas, tenemos que Y oo kP P(N > k) < > 72, Cay, donde
estamos considerando C' = méax{cs, CLB} y

_kp 1 M
w=\aE T as ﬁ)ke—(2—6)kk(1—ﬁ)k+1/2

\/(2 BYke—(1-B)k (1~ ﬁ)k+3/2k 2ﬁk+1)/4)
i )

Asi que, descomponemos a, = by + ¢, + di, donde

kP
bh=3m
Mk»

(1 _ 6)k67(2fﬁ)kk(lfﬁ)k+1/2 ’

i \/ (2= B)re”ARKODRIZ ot iya
M )

C =

de manera que, si vemos que las series de by, cx y di convergen, entonces la
de aj también. Para ello, por simplicidad, vamos a considerar M = k*® donde
«a € R se determinara de manera adecuada para que las series en cuestién converjan.
Asi pues comenzamos analizando la suma de ¢, utilizamos el criterio del cociente

de d’Alembert, que establece que es suficiente con que limy_, o c’zzl < 1 entonces

Y peq ek < oo. Hacemos a =1— 3 — «
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e (k1N (1= p)ke (=P fpk+1/2
Ck N k (1 — 5)ke*(2*ﬁ)(k+1) (k 4 1)a(k+1)+1/2
1 p 1 k ak+1/2 1 a
(48) g () (50)
1\? 1 1 ak+1/2 1 a
= 1 + — - L .
k) (1—=pB)e = \1+ ¢ k41

Cuando k£ — 0o tenemos:
1 p
14— 1
(1+5) -1
1 ak+1/2 1 E\ ¢ 1 1/2
= 14— 14— @
() (1)) (=) =

1 a
(k—&-l) — 0, siysolosia>0.

Asf que Y7 | ¢ converge si a < 1 — f3.
Procedemos a verificar la suma para dj, nuevamente, usando el criterio del cociente:

i1 k+1\?[(2— ﬂ)ef(lf )}(k+1)/2 Ela—1)k/2+8k—1
d; _( k > [(2—B)e=(=B)k/2 (k4 1)@= (k+1)/2+B(k+1)—1

1 s B\ (@-Dk/2+8k-1 1\ (D248
:(1+k> (2 8)e 7] <k+1> <k+1> '

Haciendo k£ — oo se verifica que:

1 p
1+—-] =1
(1+7) -1

(a—1)k/2+Bk—1 (a—1)k/2 —Bk

1 1 1 1
- =(1+4- 14— 14— ) —»ele /268
(=) (i) (g) (g) e

1 (a—1)/24+p8
<l<:—|—1> — 0, siysélosia>1-24.

Por lo tanto, Y p-; di converge si & > 1 — 2. Resta verificar la convergencia de
> e ) by Tenemos que

bk+1 B E+1 p k.Zak
b - k (k+1)2ak+2a

B 1+1 p 1 2ak 1 2a
B k) \1+¢ k+1

De la dltima igualdad vemos que cuando k — oo el cociente b’ZZI — 0 siempre que
a > 0. Hemos necesitado que la constante « sea positivay 1 —28 < a < 1— 3, por lo
tanto, si elegimos a =1 — %6 siempre que 8 < % podemos concluir que E(N?) < oo.
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FORMAS = DE LA REGLA DE L’HOPITAL

RENE BENITEZ LOPEZ

RESUMEN. En esta nota, se da una nueva demostraciéon de las formas % de la

Regla de L’Hopital en un punto a, y en +oo.

1. INTRODUCCION

La regla de L’Hopital surge a fines del siglo XVII, fue descubierta por Jean Bernoulli
(1667-1746) quien por razones econdémicas firma un pacto con Guillaume Francois
Antoine marqués de L’Hopital (1661-1704); en ese pacto, Jean Bernoulli a cambio de
un salario se comprometié a enviarle sus descubrimientos matematicos al marqués
de L’Hopital para que éste los utilizara como quisiera; asi, el ano 1696 en Paris
el marqués de L’Hopital publica un libro de Célculo Diferencial titulado “Analyse
des infiniment petits pour l'intelligence des lignes courbes” el cual histéricamente se
considera el primer libro de Célculo Diferencial, y en él da a conocer la famosa regla
conocida como Regla de L'Hopital, la cual descubre Jean Bernoulli en 1694 y la envia
escrita al marqués para cumplir el referido pacto (véase la seccién 4 del capitulo
XX en [2]); ademads, en la introduccién de esta obra el marqués reconoce que se ha
servido libremente de los descubrimientos de Leibniz y de Bernoulli. En 1694, Jean
Bernoulli descubri6 que, si f(x) y g(z) son funciones diferenciables en « = a tales que
f(a) = g(a) =0, y si existe el limite

o 1),

ava g'(z)]

!
ttm L&) _ g £@)
r—a g(x) T—a g’(x)
Esta regla es una herramienta muy eficaz para el cdlculo de limites indeterminados de la
forma %; con el paso de los anos la regla evoluciono y se demostré para resolver limites
indeterminados de la forma 22. Hoy en dfa, hay varias (quizd muchas) demostraciones
de las formas 22 o i% de la Regla de L'Hopital, y en este articulo doy a conocer una

entonces,

nueva demostracion de las referidas formas % de la Regla de L’Hopital en un punto
a'y en oo.

2. PRELIMINARES Y NOTACION

Vale la pena mencionar que, todas las funciones aludidas en este articulo son funciones
reales de variable real. En la siguiente seccién, se demuestran dos sencillos lemas,
los cuales simplificardn la demostraciéon de la Regla de L’Hoépital para las formas
% en un punto a real. Para ello, se utilizard la teoria de limites infinitos y al
infinito, la cudl puede consultarse en [1], en [3], en [4] y en [5]; aqui, s6lo se recuerdan
algunos conceptos vertidos en la definicién 1 dada mas adelante, en donde +oo se
lee “mds infinito”, —oo se lee “menos infinito” e oo se lee “infinito sin signo” y debe

interpretarse como 400, lo cual se lee “mas o menos infinito” es decir, co = +oo

2010 Mathematics Subject Classification. 00A05, 00A06, 26 A06, 26A24, 97140.
Palabras clave. Regla de L’Hépital, formas indeterminadas, infinito entre infinito, limites infinitos,
limites al infinito.
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y deberd entenderse como una forma abreviada de referirse a las opciones +oo y/o

—o0; por ejemplo, z — oo es lo mismo que x — £o00, y expresa en forma abreviada las

posibilidades ¢ — 400 y/o x — —o0; asimismo, lim f(z) eslo mismo que lim f(z),
T—00 z—+o0

lo cual expresa las opciones lim f(z) y/o lim f(x). Por ejemplo, lim z* = +o0
T—+00 T——00 T—00

es lo mismo que lim z? = +o0, lo cual expresa las opciones lim z? = +oo y
r—+o0 r—+00

3

lim 2 = 400, mientras que, lim 2® = oo expresa las posibilidades lim z* = 400,
Tr—>r00

T——00 T—+00
y/o lim z® = —oco, y/o lim 2® = 400 y/o lim 2® = —oo, de las cuales sélo
T—+00 T—r—00 T—r—00
ocurren dos; a saber, lim z® = 400y lim 2% = —oo. También es oportuno
r—+00 T——00

mencionar que, +00, —00 € 00 se comportan opcionalmente en relacién con los puntos

1
de acumulacion en los limites. Por ejemplo, lim — = oo es equivalente a lim — = £o0,
z—0 I z—0 I

lo cual se precisa como sigue:

1 +oo siz— 0T
lim — = .
U —o00 sixz—0"
1 .1 . .
en este caso, lim — = +oo se traduce como lim — = +ooy lim — = —oo; mientras
z—0 T z—0t T z—0~ T

1 . s 1
que, lim — = oo se traduce en una tnica posibilidad; a saber, lim — = +o00, de donde
z—0 I z—0 T

1 .
lim — = lim — = +0c0. Ademds, +00 y —00 no son nimeros, son puntos ideales
z—0t X z—0— T

y representan, por asi decirlo, los extremos de la recta real, la cual se expresa como el

intervalo abierto | — oo, +00[; es decir, R =] — 0o, +0o0o[. Por tanto, co también es un
punto ideal, y como puntos, +00, —oco e oo son considerados puntos de acumulacién en
los limites; mds atin, para cualquier N > 0 los intervalos |N, +oo[={z € R: 2 > N}
son vecindades de +00, los intervalos | — co, —N[= {x € R: © < —N} son vecindades
de —o0, y los conjuntos abiertos | — co, —N[U]N,4+oo[= {# € R : || > N} son
vecindades de co. Mds ain, los intervalos abiertos Ja — d,a + d[={z € R: |z —a| <
d}={zxeR:a—-J <z <a+d} cond >0 son vecindades de un punto real a.

Definicién 1. Suponga que f es una funcién de dominio D tal que (I'\{a})ND # 0
para toda vecindad I de un punto a.

1. Si a es un ndimero real, entonces

lim f(z) = +o0

r—a

si y s6lo si para cada N > 0 existe 6 > 0 tal que
O0<|xr—a|<dyxeD= f(x) > N.
2. Si a es un numero real, entonces
lim f(z) = —o0

r—a

si y s6lo si para cada N > 0 existe 6 > 0 tal que
O<|z—a|<dyzeD= f(z) < —N.

3. Si a = 400, entonces
lim f(z) =400

xr——+00
si y s6lo si para cada N > 0 existe M > 0 tal que
r>MyxeD= f(z) > N.
4. Si a = —o0, entonces
lim f(z) = +o0
Tr—r—00

si y sélo si para cada N > 0 existe M > 0 tal que
r<—-MyxeD= f(x) > N.
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Si a = +0o0, entonces
i f7) = 00
si y sélo si para cada N > 0 existe M > 0 tal que
x>MyxeD= f(x) <—N.
Si a = —o0, entonces
lim f(z) = —oc0
r—r—00
si y sélo si para cada N > 0 existe M > 0 tal que
r<-MyzxeD= f(r) < —N.
Si el limite es oo, léase “infinito sin signo” entonces
lim f(z) = o0
r—a
si y s6lo si para cada N > 0 existe 6 > 0 tal que
O<|zr—a|<dyzeD=|f(x)] > N.
Si el punto de acumulacion es oo, entonces
lim f(z) = +o0
Tr—r0o0
si y sélo si para cada N > 0 existe M > 0 tal que
|z > MyzeD= f(z) > N.
Si el punto de acumulacién es co, entonces
lim f(z) = —o0
T—>r00
si y sélo si para cada N > 0 existe M > 0 tal que
|z] >MyxeD= f(xr) < —N.

135

Si el limite y el punto de acumulacién son ambos oo, entonces

lim f(z) =0

T—00

si y sélo si para cada N > 0 existe M > 0 tal que
|z| > M yxeD= f(z) > N.

Ademsds, para demostrar la Regla de L’Hopital en cuestion, se utilizard el Teorema
del Valor Medio de Cauchy, llamado también Segundo Teorema del Valor Medio, cuya
demostracién también puede verse en [1] o en [4], y cuyo enunciado es como sigue:

TEOREMA 2. Suponga que f y g son funciones reales de variable real, tales que

1.
2.
3.

f vy g son continuas en [a,b], con a # b;
f vy g son diferenciables en |a,b];
g'(x) # 0 para todo x en |a,bl;

entonces, hay un punto ¢ en la,b| tal que

f(0) = fla) _ f'(e)
9(b) —g(a)  g'(c)

+

También, es conveniente mencionar que, la notacion 22 es equivalente con £22, la cual

+oo 4o —0o0

es un manera abreviada de referirse a los casos ===

+o00? —oo? +oo
+oo

y —oo de la regla de

L’Hopital en cuestion, y que utilizando las formas 2> alrededor de un ntimero real a,

=+

se demuestran las formas 332 de la Regla de L’Hopital en +o0o; es decir, en +00 y en

—0Q.
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3. ForMmAs i% DE LA REGLA DE L’HOPITAL EN UN PUNTO a, Y EN $oo0.

Para simplificar la demostracién de las formas % de la Regla de L'Hopital en un

punto a, se utilizara el siguiente lema.
LEMA 3. Si lim f(x) = too, entonces existe una vecindad I de a tal que f(x) #0
Tr—ra

para todo x en I\ {a}.

Demostracidn. Suponga primero que @ es un nimero real, y que lim f(x) = to0, lo
T—ra
cual implica que lim f(x) = +o00 0 lim f(x) = —oo; ahora, considere cualquier nimero
Tr—ra r—a
N > 0, entonces lim f(x) = +oo implica que existe §; > 0 tal que f(z) > N > 0
r—a
para todo z en |a — d1,a + 61[\{a}, y si lim f(z) = —oo, entonces existe dy > 0 tal
r—ra
que f(x) < —N < 0 para todo x en Ja — da,a + d2[\{a}; en consecuencia, al tomar
d = min{dy, 2} se tiene que f(z) # 0 para todo = en I =]a — d,a + §[\{a}.
Por otra parte, suponga que a = +00 y que lim f(x) = +oo, entonces lim f(x) =
r—a T——+00
400 0 HI—P f(z) = —oo. Para cada una de estas posibilidades, se demostrard que
Tr—r+00

existe una vecindad I de a = +oo tal que f(z) # 0 en I\ {a} = I. Para este propdsito,
considere cualquier nimero N > 0, entonces h’rf f(z) = +oo implica que existe
xr—r+00

M > 0 tal que f(z) > N > 0 siempre que > M; por tanto, existe una vecindad
I =]|M, 4o00[ de +o00 tal que f(z) # 0 para todo x en I\{a} = I; y si Erf f(z) = —o0,

entonces existe K > 0 tal que f(z) < —N < 0 siempre que = > K; asi, existe una
vecindad I = {z € R: z > K} de a = +o0 tal que f(x) # 0 para todo z en I'\{a} = I.
Similarmente, cuando a = —oo existe una vecindad I = {x € R: 2 < =M} de —oo en
donde M > 0, tal que f(z) # 0 para todo z en I\ {a} = 1. O

Mas atin, para la demostracién de las formas % de la Regla de L’Hopital en un punto
a, también se utilizardn la definicién de limite restringido a un conjunto S dada en [3]
y enunciada enseguida, y el lema 5 demostrado a continuacién.

Definiciéon 4. Sean f una funcién de dominio D y S un conjunto. La funcién f
restringida a S se escribe fs, se lee “f restringida a 8" y tiene dominio SN D, y se
define como

fs(z) = f(z) para ze€8SND.

El limite de f en xq restringido a S se escribe lim fs o lim fs(z), y se define asi
xo T—T0
lim fs = lim fs(z) = lim f(x) para ze€SND.
Zo T—To T—To

LEMA 5. Sean f una funcion de dominio D, S C D, y a un punto de acumulacion

de D y de S.

1. Sia y L son numeros reales, entonces
lim f(z) =L = lim fs(z) = L.
r—a r—a
2. Si a es numero real, entonces
lim f(z) = +00 = lim fs(z) = +o0.
T—a r—a
3. Sia es nimero real, entonces
lim f(z) = —co = lim fs(z) = —oc.
Tr—ra r—ra
4. Sia=+o00 y L es nimero real, entonces

lim f(z)=L = ££rf_100 fs(x) = L.

T—r 400
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Sia=—oo0 y L es numero real, entonces
lim f(z)=L = lim fs(z)= L.
Tr—r—00 r——00

Si a = 400, entonces

lim f(z) =400 = lim fs(z) = +oc.

Tr—+00 r—+0o0

St a = 400, entonces

Jm  f(z) =00 = lim fs(z) = —c0.
Si a = —00, entonces

lim f(z) =400 = lim fs(z) = +o0.
——o0

T—r—00 x
Si a = —o00, entonces
lim f(z)=-00 = lim fs(z)=—o0c.
T—r—00 Tr—r—00

Si a es numero real, entonces

11’_r>n f(z) =00 = lim fs(z) = oc.

r—a

Si a = oo, entonces

lim f(z) = +00 = lim fs(z) = +o0.

T—> 00 r—r00

Si a = oo, entonces

lim f(z) = —0co = lim fs(z) = —o0.

T—r 00 Tr—00

Si a = 0o, entonces

lim f(z) =00 = lim fs(x) = cc.
TR0 Tr—r00

Demostracion. Utilizando las definiciones 1 y 4, se demostrarédn sélo las partes 1, 8,
10 y 13, las otras partes se demuestran de igual manera. Ahora, dado que S C D, en
la demostracién de cada una de las partes se dara por hecho que SND = S.

1.

Suponga que lim f(x) = L, entonces por definicién, para cada € > 0 existe
r—a
§ > 0 tal que

O<|z—al|<dyxreD=|f(z)— L| <e;

ademds, por la definicién 4 se sigue que fs(z) = f(z) siempre que z € S; en
consecuencia, dado que S C D se tiene

O0<|z—a|<dyzeSCD=|fs(zx)—L|=|f(z)—L| <e¢

entonces, por la definicién de limites finitos en un punto real a se obtiene que

lim fs(z) = L.

r—a

Suponga que 1lim f(x) = 400, entonces por la parte 4 de la definicién 4, para
Tr—r— 00

cada N > 0 existe M > 0 tal que

r<-MyzeD= f(z) > N; (*)

ademds, la definicién 4 afirma fs(x) = f(z) siempre que x € S; en consecuencia,
dado que S C D de (x) se sigue que

r<-MyxreSCD= fs(x)= f(z) > N;

entonces, por la parte 4 de la definicién 4, lim fs(z) = +oo.
Tr—r—00
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10. Suponga que lim f(x) = oo, entonces por la parte 7 de la definicién 1, para
r—ra
cada N > 0 existe § > 0 tal que
O<|z—al|<dyzeD=|f(x)] > N; (xx)
ademds, por la definicién 4, fs(x) = f(x) siempre que x € S; en consecuencia,
dado que S C D de (xx) se sigue que
O0<|z—al<dyreSCD= |fs(zx)|=|f(zx)] > N;
entonces, por la parte 7 de la definicién 4, lim fs(z) = oo.
Tr—a
13. Suponga que lim f(x) = oo, entonces por la parte 10 de la definicién 1 para
Tr—r00
cada N > 0 existe M > 0 tal que
|z| > M yzxeD=|f(x)| > N; (3 % %)

ademds, la definicién 4 afirma fs(x) = f(z) siempre que x € S; en consecuencia,
dado que S C D de (* * *) se sigue que

z[>MyzeSCD=|fs(z)|=|f(z)] > N;
entonces, por la parte 10 de la definicién 4, lim fs(x) = co.
xr—r0o0

O

Utilizando las definiciones 1 y 4, los lemas 2 y 5 y el teorema 2, se demuestra el si-
guiente resultado, conocido como la Regla de L’Hopital para las formas % en un

punto real a.

TEOREMA 6. Suponga que f y g son funciones tales que:
1. f y g son diferenciables en Ja—6,a+ [ para todo § > 0, excepto quizd en x = a.
2. ¢'(x) # 0 para todo x # a en |a — d,a + 4.
3. h’mf(x) = to00, y limg(z) = too.
r—a

f'(x) .
4 alc_mg ) existe.
Entonces lim @ = lim f'(z)

z—ag(x) e—ag(x) ’

Demostracidn. Suponga que I =]a — d,a + 6. Entonces, de la hipdtesis 3 y el lema 3
se sigue que f(z) # 0y g(z) # 0 para todo z en I \ {a}, por lo que las funciones

son funciones bien definidas para todo z en I\ {a}; asi, al considerar las funciones

F(z)z{f(lz) sizfa y G(z)z{ i siza

0 siz=a 0 siz=a,

la hipdtesis 1 implica que F'y G son funciones diferenciables en I\ {a}, y para todo
zen I\ {a} se tiene

F(s) = - (f(lz))Qf'(z) y G =- (g(lz))zg%z); ()

por tanto, F'y G son continuas en I \ {a}; adem4s,

1 1
lim F(z) = lim —— =0=F(a) y limG(z)=1lm — =0= G(a),

z—a z—a f( ) z—a z—a 9(2)
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por lo que F'y G son continuas en todo R; méas atn,

. Fla+h)—F(a . Fla+h
Pita) = Jim T =T iy TEED) o,
G h)—G G h
) = Jim AR ZED o EEE)

en consecuencia, las funciones F' y G son diferenciables en todo R. En particular, al
fijar cualquier punto = en Ja — d,a + §[\{a} se tiene que, las funciones F' y G son
continuas en [a, x] y diferenciables en ]a, x[; y también, F' y G son continuas en [z, a] y
diferenciables en ]z, a[. Ahora, la hipétesis 2 e (i) implican que G'(z) # 0 para todo z
en I\ {a}, en particular G'(z) # 0 para todo z en |z, a[ o en ]a, x[; también, dado que
g9(z) #0en I\ {a}, entonces G(z) = G(z) — G(a) = g(z) # 0 para todo z en I \ {a};
por tanto, al aplicar el Teorema del Valor Medio de Cauchy a las funciones F' y G se
tiene que, para el referido punto x existe y = y, en |a, z[ tal que

9() _ 7o _ Fl2) _ F(2)—F(a) _ F'(y)

@) oL TG G -G O "

(z
o bien, existe y = y, en ]z, a[ tal que
1

g(x) _ T _ F(x) _ —F(x) _ F(a) — F(x) _ F'(y) (i)
f@) oo Gl -G Gla)-G=) Gy’
en consecuencia, de (i) y (it), o de (¢) y (4i7) se sigue que

() (ﬁ)Q f'(v)

/(@) (ﬁ)QQ’(y)

2 2
de donde, por el hecho de que (%) 0y (ﬁ) # 0 para todo y en I\ {a},

)

resulta )
(gé))zg(w) _ ')
(ﬁ) f(x) q'(y)

Ahora, dado que a es punto de acumulacién de S = {y e R:a <y <a+d} C I;
entonces, de (iv) y el lema 5 se infiere que

(iv)

tm L@ gy L0y W 2
z—at g’(:c) y—at g’(y) y‘)G“F( 1 ) 1) s (%) ;
S

(@)29@) oy . f@

lim D E— = hm — = hm —_—.
y—at (ﬁ)) f(y) y—at g(y z—at g IE)
Y

De igual manera, considerando & = {y € R : a —J§ < y < a} se obtiene que

!/
(@) = lim M Asi, de la hipétesis 4 se concluye que
T—a~ g’(x) T—a~ g(m)

) x . fl(
lim = lim -
z—a g(T T—a g (x)

O

Vale la pena mencionar que, si en el enunciado del teorema anterior se cambia z — a
por x — at en Ja,a+ [, 0 x = a” en ]Ja — §,a[, y/o se reemplaza la palabra “existe”
por = Fo00, se obtiene un resultado verdadero, cuya demostracién es similar a la del
teorema 6. Por ejemplo, estos cambios dan como resultado el teorema que sigue.
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TEOREMA 7. Suponga que f y g son funciones tales que:

1. f y g son diferenciables en |a,a + [ para todo § > 0, excepto quizd en x = a.
2. ¢'(z) # 0 para todo x en |a,a + 4.
3. lim f(z) =00, y lim g(z) = +o0.
z—at z—at
f'(x)
" zlat gl(l'>
!/
Entonces lim M =1 / (x)
z—at g(x) z—at g’(x)

= +00

Demostracion. Es andloga a la demostracién del teorema 6. O

Finalmente, se utilizara el teorema 6 para demostrar las formas % de la Regla

de L’Hopital en +o00, la cual se enuncia enseguida, en donde la expresién “para todo
|z] > N” debe traducirse como “para todo x en | — oo, —N|[si  — —00” 0o “para todo
x en |N,+oo[ si x — +00”, y como se menciond en la seccién 2 anterior, la notacién

lim f(x) = 4oo es una forma abreviada de enunciar que lim f(z) = +o0, 6
r—+o0 T——+00

lim f(z) =—00,6 lim f(z)=400,6 lim f(z)=—cc.
T—-+00 T——00 T——00

TEOREMA 8. Suponga que f y g son funciones tales que:

1. f y g son diferenciables para todo |x| > N y todo N > 0.
2. ¢'(x) # 0 para todo |x| > N y todo N > 0
3. lim f(x)==+o0,y lim g(x)= £oo.

T—Fo0 T—Fo0

4. h’rin ;:Ezg existe.
xr—r oo
!
FEntonces lim @: lim f,(a:)
r—+oo g(gg) a:—)ioog (17)

Demostracion. Considere las siguientes funciones.

() siz#£0 ] g(d) siz#£0
F(z)_{ 0 siz=0 ° G(z)_{ 0 siz=0.

Note que, por la propiedad arquimediana (véase la seccién 3 del capitulo 9 de [3]) para
cada § > 0y cada z en | — 4,6[\{0} existe N > 0 tal que £ > N si 2> 0,0 —% > N si
z < 0, lo cual implica que |%’ > N para todo z en | — 6, 6[\{0}; entonces, F'(z) = f (%)

y G(z) = g (£) para todo z en ] —4,5[\{0}; en consecuencia, de la hipétesis 1 se infiere
que F'y G son diferenciables en | — 6, 0[\{0}; en tal caso, para cada z en | — J, 6[\{0}

O 00 ()
o)+ () () +() (2)

Més adn, de (x) y la hipGtesis 2 se sigue que F'(z) # 0y G'(z) # 0 para todo z en
] —6,6[\{0}. Ademds, para todo z en | — 4, 5[\{0} de (%) se obtiene

P 1) (<) )

Gz g2 (%) dG)

1 . .
—, se tiene que x — +oo es equivalente
z

Ahora, al considerar el cambio de variable x =

con z — 0% = 0; precisando se tiene,  — 400 si s6lo si z — 01, y 2 — —o0 si y sélo
si z — 07 ; entonces, con este cambio de variable resulta

F'(z (L "(x

Iim ():Hmf(f)z lim (@)

z—0 G’(z) 2—0 g'( ) z—+oo g’(;z;)

z

; (%)
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F'(2)
0 G(z)

asi, de la hipétesis 4 se infiere que hm existe; ademas, con el cambio de variable

aludido y la hipétesis 3 se tiene

lig Fe) = Jiy (1) =t 7o) = 4oc, v
lim G(z) = I 1—1 (z) = Lo
li 6 = lio (£ ) = g, o(0) = 00

por tanto, al aplicar el teorema 6 a las funciones F' y G se obtiene

tm 28 g £,
z—0 G(z) z—0 G’( )

en consecuencia, de (xx), (x % x) y el cambio de variable multicitado se tiene

i 1@ D gy P g )y, L)

(s s %)

_— = 1, = = =
s g(z) | am0 (L) 2h0G(z)  2o0 Gl(z) | a—iee g/()

I
o
v T@ o f@
8 deCII‘7 TB)I:EIOO M - Tkr:iloo g (x) |:|

También aqui, vale la pena mencionar que esta Regla es valida si en el enunciado del
teorema 8 se reemplaza la palabra “existe” por = 4o00. La demostracion esencialmente
es la misma.
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ELEMENTOS MATEMATICOS DE LA MECANICA CUANTICA

JORGE R. BOLANOS SERVIN
ROBERTO QUEZADA BATALLA
JOSUE L. RIOS CANGAS

RESUMEN. En estas notas se exponen con detalle y de manera autocontenida las
herramientas béasicas de la teoria de los espacios de Hilbert complejos de dimensién
infinita, que son necesarias para un primer estudio, mateméticamente riguroso, de
la mecénica cuantica. En la dltima parte incluimos una introduccién axiomaética
a la mecénica cudntica y una breve exposiciéon del modelo del oscilador arménico
y de la teoria de estados cuanticos Gaussianos.

INTRODUCCION

La mecénica cudntica es la rama de la fisica que estudia los fenémenos fisicos que
ocurren en escalas de longitudes muy pequenas. El calificativo “cudntico” surge
de, en contraste con la mecénica clésica, considerar algunas cantidades que toman
solamente valores discretos i.e., en “paquetes” o quantum-quanta en latin. Adn
cuando hay muchas nociones de la mecénica cuantica que atn suscitan controver-
sia, esta teoria se aplica exitosamente para describir el comportamiento de sistema
fisicos y sus predicciones son consistentes con los experimentos.

Los sistemas fisicos que estudia la mecédnica cudntica, exhiben propiedades ondu-
latorias que se pueden describir mediante una ecuacién de onda, por ejemplo, la
bien conocida “ecuacién de Schrodinger”, que describe la evolucién temporal de
una particula subatémica con masa, en el contexto no relativista. En estas notas
trabajamos con el formalismo de matrices de densidad, que permite describir es-
tados que son mezclas de estados puros. En consecuencia, este enfoque resulta ser
una herramienta poderosa para describir sistemas cuédnticos mas generales, por
ejemplo, acoplamientos (ensambles) de muchos sistemas cudnticos idénticos.

El material que se presenta en este trabajo estd dividido en cuatro seccio-
nes compuestas de la siguiente manera: la seccién 1 contiene una seleccién de
resultados de indole geométrico y analitico de la teoria de espacios de Hilbert: or-
togonalidad y descomposicién ortogonal, convexidad, operadores lineales, norma
de operadores y funcionales lineales.

La seccion 2 se concentra en la clase de los operadores compactos, particu-
larmente en los operadores de la clase de traza y de manera especial, en los
operadores de Hilbert-Schmidt. Es relevante mencionar que los estados cuanticos
se representan mediante operadores positivos de traza uno.

La seccién 3 se dedica al estudio de operadores no acotados que pueden no
estar densamente definidos en un espacio de Hilbert. Abordamos también el
estudio de operadores cerrados y cerrables, el adjunto de un operador y una
introduccién a la teoria espectral de operadores. Una parte esencial de esta seccién
son los operadores simétricos e isométricos, los cuales exhiben similitudes en sus
propiedades geométricas y espectrales. Cabe sefialar que las observables fisicas se
representan por operadores simétricos tipicamente no acotados.

Por dltimo, en la seccién 4 se discuten brevemente postulados de la mecénica
cudntica en el marco del formalismo de matrices de densidad, se revisa el modelo
del oscilador arménico cudntico y se ofrece una introduccién a los estados cuanticos
Gaussianos.

Al final de cada seccién incluimos una seleccién de problemas que sirven para
complementar estas notas. El lector interesado puede profundizar en el estudio de
resultados aqui expuestos, desde los mas bésicos hasta los més avanzados, en la
literatura clésica de operadores lineales, por ejemplo en [1, 2, 3, 4, 13, 20].

Una versién preliminar de estas notas se elaboré para un curso corto de la Escuela
Taller de Verano 2022 realizado en la Facultad de Matemaéticas de la UAGro en
Chilpancingo. Agradecemos el apoyo de CONAHCYT para la escritura de este
texto y la retroalimentacién por parte de los estudiantes que las han utilizado.

2010 Mathematics Subject Classification. 46C05; 47A05; 47B07; 47L60; 81Q10.
Palabras clave. Espacios de Hilbert, operadores lineales acotados y no acotados, mecé-
nica cuéntica.
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1. EspACIOS DE HILBERT

Iniciaremos esta seccion con el estudio de los elementos que le dan estructura geométri-
ca a un espacio de Hilbert.

1.1. Productos internos y funcionales lineales. A menos que se diga lo con-
trario todos los espacios vectoriales considerados son complejos, es decir, sobre el
campo de los nimeros complejos. Recordemos que una transformacién lineal de un
espacio vectorial V' en otro espacio vectorial W es una funcién A de V en W tal que:

(1) Alaz + By) = al(z) + BA(y),

para todo z,y € V y «,8 € C. En el caso particular cuando W = C, A se llama
funcional lineal. Por lo tanto, un funcional lineal es una funcién que toma valores
complejos y satisface (1).

Definicién 1.1.1. Un espacio vectorial H se llama espacio con producto in-
terno (o espacio unitario) si a cada par ordenado de vectores x,y € H se le asocia un
nimero complejo (x,y), llamado producto interno (o producto escalar) de = con y,
que satisface las siguientes propiedades:

(a) (y,z) = (z,y) (la barra denota conjugacién compleja).
(b) (2 +y,2) = (2, 2) + (9, 2).

c) (z,ay) = a(zr,y), con o € C.

) (z,x) > 0 para todo = € H.

) (z,z) =0solosiz=0.

Entonces un espacio con producto interno es un par de la forma (# (-, -)). Listemos

algunas consecuencias inmediatas de estos axiomas:

(1) Elinciso (c) implica que (0,y) = 0 para todo y € H.

(2) Los incisos (b) y (c) se pueden combinar en sélo una proposicién: para cada x € H,
la funcion y — {(x,y) es un funcional lineal en H.

(3) Los incisos (a) y (b) implican que (z,z +y) = (2, 2) + (2,y) (se distribuye en la
segunda coordenada).

(4) Incisos (a) y (c) implican que (ax,y) = @(x,y). Es decir, para cada y € H la
funcion x — (x,y) es lineal conjugada (o anti-lineal).

(5) Los incisos (1) y (e) implican que (z,z) = 0 si y s6lo si x = 0.

El producto interno es una funcién (-,-) : H x H — C que es lineal en la segunda
coordenada y anti-lineal en la primera. Es importante remarcar que la anterior es una
eleccion arbitraria y es la convencién tipicamente usada en la literatura de la Fisica y
Fisica-Matemaética. En contraposicién a esto es comin encontrar textos matemaéticos
donde se usa el producto interno como una funciéon que es anti-lineal en la segunda
coordenada y lineal en la primera. Ambas corrientes dan origen a teorias equivalentes,
sin embargo aconsejamos al lector que cada vez que consulte material de un nuevo
autor verifique a cudl de estas convenciones se adhiere.

Dicho lo anterior, de manera general una funcién S : H x H — C que es lineal en
una de las coordenadas y antilineal en la otra se llama forma sesquilineal.

Como una consecuencia de (d), podemos definir la norma ||z|| del vector = € H,
como la raiz cuadrada no negativa de (z, ). De manera que

|]* = (,2) .
LEMA 1.1.2 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Para z,y € H, se cumple que
Kz o) < [l lyll -

Demostracion. Para A = ||z||?, B = |(z,y)| y C = ||ly||?, existe un nimero complejo
a de médulo unitario |a| =1 tal que a(y, ) = B. De hecho,

el
o= (y,x> ’ <y7 >7é0
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Ademas, para cualquier \ real tenemos que
0 < (x— Ay, z — Aay)
= (z,x) = Aa(y, z) — Aafz,y) + N (y,y)
— Jle2 = 2Al(, y)| + AZllyl2
De esta manera se cumple que
(2) A—2BA+CXN >0,
de donde si C' = 0, entonces B = 0, pues en caso contrario (2) es falsa para A > 0

grande. Si C' > 0, tomando A = B/C en (2) se obtiene que B2 < AC. O

Observacion 1.1.3. La demostracién de la desigualdad de Cauchy-Schwarz se puede
extender al caso de formas sesquilineales que satisfagan las propiedades de un producto
interno. Ciertamente, basta tomar la forma sesquilineal S(z,2) = A > 0, |S(z,y)| = B
y S(y,y) = C. De esta manera, se cumple la siguiente desigualdad de Cauchy-Schwarz
para formas sesquilineales que satisfacen las propiedades de un producto interno:

(3) 1S(z,y)| < S(z,2)2S(y, y)% .

Definiciéon 1.1.4. Un espacio vectorial complejo X se llama espacio lineal
normado (o espacio vectorial normado) si cada © € X tiene asociado un ndmero
real no negativo ||z| , llamado la norma de z, tal que para todo z,y € X y a € C,

(@) llz+yll < [zl + [yl
(b) [loz]| = |af[l].
(c) Si|jz|| =0, entonces z = 0.

Entonces un espacio lineal normado es un par (X, || - ||). Ademds, de (a) se cumple
la desigualdad del tridangulo

o =yl <llo =zl +lly—=, =zyzeX.
Definiendo la funcién d : X x X — Ry U {0} mediante
d(z,y) = [l = yll,
se obtiene que cada espacio lineal normado es un espacio métrico (X, d).

Es bien conocido que un espacio de Banach es un espacio vectorial normado que
es completo en la métrica d inducida por la norma. Ademads, una seminorma sobre un
espacio vectorial X es una funcién real p : X — R que satisface

p(z+y) < plx) +ply),
para todo x,y € X y para o € C,

plaz) = |alp(z) .

A diferencia de una norma, una seminorma puede anularse sobre vectores no nulos
de X. Un par (X,p) donde X es un espacio vectorial y p una seminorma se llama
espacio semi-normado.

Si s es una forma sesquilineal definida positiva en H x H, entonces p(z) = /s(z, x)
es una seminorma en H. Si ademds satisface la implicacién: s(z,z) = 0 = = = 0,
entonces p es una norma. En efecto, aplicando el lema de Cauchy-Schwarz a la forma
sesquilineal positiva se tiene que

plz+y)* =s@+y.2+y)

s(z,x) + s(y,2) + s(z,y) + s(y, y)

s(z,x) +2|s(z,y)[ + 5(y,)

< p()? + 2p(2)p(y) + p(y)* = (p(2) + p(y))*-
De esta manera p(x + y) < p(z) + p(y).
plaz) = s(ax,ax)% = [o@s(w,x)]% = |alp(x).

IN

Note que



ELEMENTOS MATEMATICOS DE LA MECANICA CUANTICA 147

Por lo tanto p es una seminorma. Si s(x,z) = 0 implica 2 = 0, entonces p(z) = 0
conlleva x = 0, es decir, p es una norma.

Todo espacio unitario (H,(-,-)) puede considerarse como un espacio vectorial
normado (H, ||-||) con la norma inducida por su producto interno, y también puede
considerarse como un espacio métrico (H,d) con la métrica inducida por su norma. Si
este espacio (H,d) es completo, i.e., si cualquier sucesién de Cauchy converge en H,
entonces el espacio unitario original se llama espacio de Hilbert.

TEOREMA 1.1.5. Para cada y € H fijo, las funciones:
(4) z— (z,y), z— (y,z), x— |z,

son uniformemente continuas en H. Ademds, el producto interno es una funcion
continua en el espacio H X H.

Demostracion. Para x,y, h,h' € H, se sigue de la desigualdad de Cauchy-Schwarz que
|<m,y> - <.%' +h,y+ h/>| = |<h7y> + <:L‘,h/> + <h7h/>|
< R0yl + N2+ IR
de donde haciendo h = 0 o I/ = 0 se obtienen las continuidades. De hecho se cumple
la continuidad uniforme de las dos primeras funciones en (4). Ademds se obtiene que

(x+ h,y + Ry = (x,y) cuando ||A']| + ||h]| = 0, lo cual demuestra la continuidad del
producto interno. O

Ejemplo 1.1.1.

1.1.I1.1 Si la aplicacién f : X — C es un funcional lineal, entonces p(z) = |f(z)| es
una seminorma en X.
1.1.1.2 Sea L1(R) el conjunto de las funciones Lebesgue integrables en R, i.e.,

Ll(R){f:R%(C:f es medible y /R|f|<oo}.

La funcién p : L1(R) — R U {0} dada por:

o= [ 17

es una seminorma, pero no una norma, debido a que se anula en las funciones
que son cero casi en todas partes.

1.1.1.3 Paran € N, el conjunto C™ de todas las n-uplas = = (&1, ..., &, ), donde &1, ..., &,
son numeros complejos, es un espacio de Hilbert con el producto interno

(x,y} :Zgﬂh, Yy = (7717“'77771)-
j=1

1.1.1.4 El espacio vectorial de todas las funciones complejas continuas en [0, 1] es un
espacio con producto interno definido por

1
(fq) = / TOg(t)dt

pero no es un espacio de Hilbert.
1.1.1.5 El espacio Lo (E, p) de todas las funciones f : E — C con (E, u) un espacio
de medida, que satisfacen la condicién

Je>0 talque p(f)=p({zeE:|f(z)|>c})=0.

Es decir, el espacio de las funciones esencialmente acotadas, es un espacio
vectorial complejo. El par (Lo (E, 1), ||-]loc) €s un espacio seminormado, donde
la seminorma ||-||s estd definida mediante

[Iflloo = inf{c >0 : p.(f) =0}.
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La seminorma ||-||» no es una norma, pues se anula en las funciones que son
cero p-c.d (casi dondequiera).

1.1.1.6 Denotemos por ¢5 el espacio de todas las sucesiones complejas © = (z,,) tales
que > o, |7,|? < o0, la estructura de espacio vectorial de £, es clara. Definase
el producto interno en ¢, mediante

<$7y>12ﬂyn7 y:(yn) :

n>1

£o es un espacio de Hilbert. Queda como ejercicio demostrar la completez.

1.1.1.7 Los espacios L,(X, ), p > 1, donde (X, %, i) es un espacio de medida, son
espacios de Banach y £o(X, i) es un espacio de Hilbert.

1.1.1.8 El espacio de las matrices complejas 2 x 2 es un espacio de Hilbert con las
operaciones de suma de matrices y producto por escalares y el producto escalar
Hilbert-Schmidt definido por

{a,b) == tr (a™d) ,
donde tr (a) represente la traza de a. jPuede dar una demostracién de esto?

1.2. Subespacios. Un subconjunto M de un espacio vectorial X’ se llama subespa-
cio de X si el mismo M es un espacio vectorial con las operaciones de X’ restringidas a
M. Una condicién necesaria y suficiente para que un subconjunto M C X sea subes-
pacio es que sea cerrado bajo las operaciones de suma y producto por escalares, i.e.,
para cualesquiera z,y € M ya € Csetienex +ye M y ar € M.

Ejemplo 1.2.1.

1.2.1.1 Si X es el espacio de todas las funciones complejas sobre un conjunto F, el
conjunto de las funciones acotadas es un subespacio de X.

1.2.1.2 Si X es como en el ejemplo 1, el conjunto de las funciones que cumple | f(z)| < 1,
para todo x € X, no es un subespacio de X, pues no es cerrado bajo las
operaciones de X.

1.2.1.3 El espacio vectorial R? tiene los siguientes subespacios y solo estos:
a) El espacio total R3.
b) Todos los planos que pasan por el origen.
¢) Todas las rectas que pasan por el origen.
d) El espacio trivial {0}.

1.2.1.4 En 45 el conjunto de sucesiones complejas (x,,),~; tales que:

Tn

§ -9,
n

n>1

es un subespacio de £5.
1.2.1.5 Sea C|0, 1] el espacio de las funciones complejas continuas en [0, 1] y considere
M como el conjunto de las funciones derivables; este es un subespacio.

Un conjunto de vectores 1, .., 2, es linealmente independiente (abreviado l.i.),
si cualquier combinacién lineal
a1z + -+ apry, =0,

implica que a; = - - = «a, = 0. Caso contrario se dice que el conjunto es linealmente
dependiente (abreviado 1.d.). Un subconjunto S es Li. si cada subconjunto finito de
S es li.

Un conjunto de elementos 1, zo, ... de un espacio vectorial X' se dice que generan
a X, si cualquier elemento de y € X se puede representar de manera tnica como

oo
y:Zajxj, a;€C.
Jj=1
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Ademas, los vectores x1, xa, ... forman una base de X si lo generan y son Li.

Un subespacio M de un espacio vectorial X es de dimensién finita igual a k, si
tiene una base con k elementos. Si ningin conjunto finito de vectores genera a M,
entonces M tiene dimensioén infinita.

TEOREMA 1.2.1. Sea X un espacio vectorial y M un subespacio de X de dimension
k. Entonces, el mdxrimo nimero de vectores l.i. en M es k.

Demostracion. Bastard demostrar que cualquier subconjunto de k + 1 vectores es l.d.
Por induccién, sea k = 1y x1 una base de M. Si y;,y2 € M y ninguno de estos vectores
es nulo, entonces existen escalares no nulos ay, as tales que y; = a1x1 v y2 = aaxs.
Asi, asy; — a1y2 = 0 y no todos los escalares son nulos.

Supongamos ahora que cualquier subconjunto de k vectores en un subespacio de
dimensiéon k — 1 es 1.d. Sean y1,¥s, .., yp+1 vectores en un subespacio M C X de
dimension k, tales que ninguno de ellos es nulo. Si 1, .., ) es una base de M tenemos
paracada j =1,2,...,k+ 1, que

Yj = 121 + QT2 + Qg Tk
con ay;’s no todos iguales a cero. Suponga aq; # 0 y considere los k vectores
a11Y; — 1541, .7:27377k+1

Estos vectores pertenecen a My, el subespacio generado por xo, .., x), pues

Q11Yj — QY1 = Q110 T1 + 11022 + Q11 Qg Tl — Q10 T] — QT2 — ...

ce T ORI TE
= (Oéuoégj — aljagl)xg + ...+ (auakj — Oéleékl)LL‘k .

Por hipétesis de induccién existen escalares fa, .., Bx+1, no todos nulos, tales que

Ba(a11y2 — ci2y1) + .. + Bryi(@11Ye41 — a1p41%1) =0,

es decir,

Baar1ya + ... + Prrion1Yrr1 — (Baaiz + Brr1ik41)yr =0

de donde se sigue la afirmacion. O

Un subespacio cerrado M de un espacio de Hilbert H es un subespacio que es
cerrado con la topologia inducida por la métrica de H.

Ejemplo 1.2.11.

1.2.I1.1 En el espacio vectorial R?, se cumple lo siguiente:
a) El tinico subespacio de dimensién 3 es el mismo R3.
b) El tnico subespacio de dimensién cero es {0}.
c¢) Los subespacios de dimensién dos son todos los planos que pasan por el
origen.
d) Las rectas que pasan por el origen son los subespacios de dimensién uno.
e) Todo subespacio de R3? tiene dimensién finita menor o igual a tres.
1.2.I1.2 Sobre el espacio ¢5 se tiene que:
a) El subconjunto M de vectores (sucesiones) de la forma (x1,...,2,,0,...)
es un subespacio de dimension n.
b) El subespacio M de todas las sucesiones (z,),, tales que:

an
7:0,
n

n>1

es un subespacio de /> de dimensién infinita. Ademads, uno verifica que el
conjunto de vectores {(1,—-2,3,—4,...,2k —1,—2k,.. .)}k21 es 1i. en M.
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1.2.I1.3 En L»[0,1], el subconjunto de las funciones que satisfacen la condicién:

/1f(t)dt 0,
0

es un subespacio de dimensién infinita. Esto debido a que el conjunto de
funciones {sin(27k)}r>1 es Li. y

1
/ sin(2knt)dt =0, paratoda k>1.
0

1.2.I1.4 En {5, el conjunto M de las sucesiones con solo un ntimero finito de coorde-
nadas distintas de cero es un subespacio pero no es un subespacio cerrado de
£o; la sucesion {x,}, -, definida por:

1 1
n=11=,...,—,0,0,...
T < 5 nOO >

es una sucesién en M que converge en {3 al punto (1,3, %,...) ¢ M.
1.2.I1.5 En {5, el subconjunto M de las sucesiones (x,,),>1 tales que

T
E “n_
n
n>1
es un subespacio cerrado de f5. En efecto, si {z) = (l‘k’n)nzl}k>1 es una
sucesién en M que converge en {3 a & = (,,)p>1, €ntonces como

<x0,xk>zzxk—’":0, k=1,2,...

n
n>1

donde g = (1,3, %,...) y como el producto interno es una funcién continua
en la segunda componente, tenemos que
LTp .
g = (xg,x) = hin (xo, ) =0,

n>1

es decir, z € M.

1.3. Ortogonalidad. Dos elementos x,y en un espacio de Hilbert H se dicen
ortogonales si (z,y) = 0 y se denota por z L y. Como (z,y) = 0 implica que
(y,x) = 0, entonces L es una relacién simétrica.

Mediante el simbolo ' denotaremos al conjunto de todos los y € H que son
ortogonales a x. Si M es un subespacio de H, M~ denota al conjunto de todos los
y € H que son ortogonales a cada x € M. Se le llama conjunto ortogonal a M.
Obsérvese que x+ es un subespacio de H debido a que si z L y y 2 L 3 entonces
zly+y yxrLay,conacC. Ademds,

at={yeH: (z,y =0},

es decir, es la imagen inversa del {0} bajo la funcién continua y — (z,y), por lo
tanto 2+ es un subespacio cerrado de H. Més atin, de la definicién se sigue que
M+ = m l’l,
zeM
por lo tanto M también es un subespacio cerrado de 7, al ser interseccién de
subespacios cerrados.

Introduzcamos el siguiente concepto sobre espacios vectoriales. Decimos que un
subconjunto F de un espacio vectorial X es convexo si tiene la siguiente propiedad
geométrica:

Para cualesquiera x,y € F'y 0 <t < 1, el punto

también pertenece a E. Ademads, se cumple lo siguiente:
(a) Cualquier subespacio de X" es convexo.
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(b) Si E C X es convexo, entonces cada uno de sus trasladados
E+xz={y+z:ye€FE}

también son convexos.
(c) La bola abierta unitaria B en un espacio normado es un subconjunto convexo.
Ciertamente, si x,y € By 0 <t < 1, entonces:

[(1=t)z+tyl| < (T =t)flzll+tlyl| <A —-1) +t=1.
El siguiente teorema es uno de los resultados geométricos mas importantes en la

teoria de los espacios de Hilbert.

TEOREMA 1.3.1 (Beppo-Levi). Cualquier subconjunto convezo, cerrado y no vacio
E de un espacio de Hilbert H tiene un unico elemento de norma minima.

Demostracion. Debemos demostrar que existe un tnico z¢ € E tal que ||zg] < ||z
para cualquier x € F. De la definiciéon de producto interno se puede obtener, después
de algunos cdlculos, la siguiente identidad del paralelogramo (Tarea):

() e + 9l +llz = yl* = 2(|2l* + lyI]*), 2,y eH.
Sea ¢ = inf{||z|| : = € E}. Este infimo existe pues el conjunto estd acotado
inferiormente por 0 y por consiguiente § > 0. Sea {xn}n21 una sucesiéon en FE tal
que lim, ||z, || = §. Como E es convexo, (zn + 2, )/2 € E, con m,n € Ny
1
Usando (5) y (6), uno tiene que
1 1 1
ZHIH - xm||2 = QHanz + iH‘TmHZ - ZH% +1'm||2

1 1

debido a que ||z, ||?, ||zm|[* — 8, es decir, {z,},~, es una sucesién de Cauchy. Como
H es completo y E es cerrado, entonces existe g € F tal que x,, — zo y como la
norma es una funcién continua, ||xg|| = lim, ||z,|| = 6. O

Veamos a continuacién dos consecuencias del teorema de Beppo-Levi 1.3.1.

COROLARIO 1.3.2. Sea E un subconjunto convexo, cerrado y no vacio de un espacio
de Hilbert H. Entonces, para cada x € H, existe un unico vector xg € E tal que

7 — = inf ||z — y||.
(7) [l = oll = fnf ||z —yli
Demostracion. Considerando E, = {x—y : y € E}, uno comprueba de manera simple

que E, es cerrado, convexo y no vacio. Por lo tanto, aplicando el teorema 1.3.1 a E,
se obtiene la existencia de un 1nico z € tal que (7) se cumple. g

COROLARIO 1.3.3. Sea M un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert H . Sea
x€H yxg €M el dnico vector que satisface:

— 20|| = fof ||z —y]|.
o= o]l = inf [Jo— |

Entonces, x — xq pertenece a M.
Demostracion. Como zg € M para todo y € M, con ||y|| =1y o € C. Entonces,
|z — 20 — ayl|® > ||z — 20l
de donde se sigue que
0<(x—xo—ay,r—x0—ay) — (T — X0, T — Tg)

= _Oé<y7.’1,‘ - .’130> - a<m - .'lfo,y> + |O[|2 .
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Haciendo o = {x — zq, %), se obtiene 0 < —|{x —z0, y)|?, i.e., (x —x0,y) = 0, para todo
y € M. Por lo tanto, x — xg € M*. Note que la restriccién ||y|| = 1 no es esencial. [

Observacion 1.3.4. Al vector xg definido en el corolario 1.3.3 se le llama la proyec-
cion ortogonal de z sobre el subespacio cerrado M. Por consiguiente, cada elemento
de H tiene una representacién tnica de la forma:

x =z + (x —x9),
conxg € M yx—x9 € ML, es decir,
(8) H=Meo M,

donde @ representa la suma ortogonal. Més atin, six = z; + 29 € H,conxz;1 € M y
x9 € M. Entonces,

2] = (21 + 2, 21 + z2) = |21]]® + (21, 22) + (w2, 21) + [|22]

2 2
= [l + 2™,

(9)

que es una generalizacién del Teorema de pitagoras.

TEOREMA 1.3.5. Para un subespacio cerrado M de H, existe un unico par de
transformaciones P y Q tales que P envia H en M y Q envia H en M+ y

(10) r=Pr+Qx, xzcH.

Ademds, estas transformaciones cumplen las siguientes propiedades:
(a) Six € M, entonces Px =z y Qx = 0.

(b) Six € M*, entonces Px =0 y Qx = x.

(c) Para x € M, se tiene que ||z — Px|| = infycnr ||z — yl].

(d) ||=[|* = ||Pz||* + ||Q|[*.

(e) Py Q son operadores lineales.

Demostracion. Considere a P como la proyeccién ortogonal de x sobre M y defina
Qx = z— Pz € M~. Entonces los puntos (a), (b) y (e) se cumplen. Ademds, P envia H
en My Q envia H en M. Para la unicidad, si P; y Q1 son otro par de transformaciones
que satisfacen (10), entonces z = Pyx + Q12, con Pix € M y Qo € M~*. Asi,

Pz — Pxr=Qzr — Q:x,

como Pz — Pxr € M , Qr — Qix € M+ y M N M+ = {0} (que es una consecuencia
inmediata de la propiedad; (z, 2) = 0 implica 2 = 0), entonces Pyz = Pz y Q12 = Qx,
que demuestra la unicidad. El punto (c) es consecuencia directa del corolario 1.3.2 y
(d) se sigue de manera simple de (9). O

El siguiente resultado es una implicacién directa del teorema 1.3.5.

COROLARIO 1.3.6. Si M es un subespacio cerrado de H y M # H, entonces existe
y € H no cero tal quey 1. M, i.e., y € M+ (o bien M+ #0).

Definicién 1.3.7. Considere una transformacién lineal A de un espacio normado
X en otro espacio normado ) y defina su norma como

A
(11) ||Asup{”|;” Lz EX, :méo}.
Cuando [|A|| < oo se dice que A es una Transformacién lineal acotada (o un
operador lineal acotado).

No debe causar confusién en (11) el usar el mismo simbolo para la norma que
aparece en el numerador y la que aparece en el denominador, pues note que son normas
que actuan sobre vectores de espacios distintos. Trabajaremos de manera frecuente con
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estas expresiones. Ademsds, el conjunto sobre el que toma el supremo en (11) se puede
restringir a vectores al conjunto de vectores unitarios . Pues por una parte,

[Az| < (AL, zeX, [zl =1.

Mientras que por la otra, para todo € > 0 existe un vector unitario z € X, tal que
|[Az|| > [|A]l — €, de donde se cumple que [|A| = sup), =1 [|[Az|. Note que [|A[| es el
numero més pequeno que satisface la desigualdad |Az|| < ||A]] ||z]|, para todo = € X.

Geométricamente, se puede decir que un operador acotado envia la bola unitaria
cerrada en X en la bola cerrada en ) con centro en 0 y radio ||A||. En el caso cuando
Y = C al operador acotado A se llama funcional lineal acotado. Es decir, un
fuuncional lineal acotado es un operador lineal acotado cuyo contradominio son los
complejos.

TEOREMA 1.3.8. Para una transformacion lineal A entre dos espacios normados
X, Y, los siguientes son equivalentes:

(a) A es acotada.
(b) A es continua.
(c) A es continua en punto de X.

Demostracion. Como ||A(z1 — z2)|| < ||A]l||z1 — 22]| , es claro que (a) implica (b) y
a la vez (c). Supéngase que A es continua en xg. A cada € > 0 corresponde un § > 0
tal que ||z — zo]| < ¢ implica ||Az — Axg|| < e. En otras palabras, ||z|| < ¢ conlleva a

[|[A(zo + ) — Azmo|| < €.

Pero la linealidad de A cumple que ||Az|| < e. Por otro lado,

(i)

de donde se sigue que [|[Az| /||z|| < €/d1. Por lo tanto, por la propiedad del supremo,
IA|| < oo, por lo que (c) implica (a). O

(5118

]|

Ve£0 y 61 <6, = <=

’<6,

Dos subespacios cerrados Fy, Fs de un espacio vectorial normado X son [.i. si
E; N Ey = {0}. Ademads, si para cada x € X, existen e; € E1, e3 € Es, tales que

(12) T =221+ T2,

entonces X es la suma directa de F; y Fy y se denota como X = F; @& F5. Cuando
en X exista un producto interno, la suma directa se denota como + para diferenciarlo
de la suma ortogonal &.

Observacion 1.3.9. Siun espacio de Hilbert H es suma ortogonal de dos subespacios
cerrados E1, B, entonces By = E3. Ademss, es simple ver que la suma ortogonal
implica la suma directa.

Observacion 1.3.10. La descomposicién en (12) es unica. Ciertamente, si tenemos
T =1y + Y2, con y; € By y ys2 € Es, entonces se cumple que

e1—y1 =ex — Y2 € By N Ey = {0},
de donde se sigue la unicidad.

PROPOSICION 1.3.11. Para X = E; ® Es, la forma E1 x E; — X dada por
(x1,22) — 1 + 2, es un homeomorfismo si y solo si por lo menos una de las
proyecciones P; : X — E; sobre E;, para i = 1,2, es continua.

Demostracion. Sin perdida de generalidad, consideramos P, : X — F; continua.
Entonces, P, = I — P; es continua al igual que la funcién X — E; x Es dada por
z — (Pi(z), P2(x)). La funcién inversa Ey X Ey — X que actia (z1,x2) — x1 + 22 €s
continua, ya que las operaciones lineales son continuas en un espacio normado. Por lo
tanto, se tiene el homeomorfismo entre X' y Ey X Ejs. O
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Observacion 1.3.12. La proyeccion ortogonal P : H — M, sobre un subespacio
cerrado M de un espacio de Hilbert H, es un operador continuo. Ciertamente, de (8)
y (9) se tiene que

2 2 2 2 2
1P| = [[z1]” < [lzalI” + lz2lI” = [lz]”
de donde se sigue que P es acotado.

Hemos observado que para cada y € E, el funcional z — (y, x) es lineal y continuo
en H. Es un hecho notable que todos los funcionales lineales sobre H son de este tipo.

TEOREMA 1.3.13. Para cada funcional continuo L: H — C, se tiene un unico
y € H tal que para todo x € H,

(13) Lz = (y,z).

Demostracion. Si Lx = 0 para todo x € H, entonces basta tomar y = 0. En otro caso,
definase el conjunto

M ={z : Lv =0} = L"'[{0}].

La linealidad y continuidad de L muestra que M es un subespacio cerrado. Como
Lz # 0 para algiin z € H, el corolario 1.3.6 muestra que M+ # {0}. Entonces
tenemos la existencia de z € M+ unitario y consideremos u = (Lz)z — (Lz)z. Como

Lu=LxLz— LzLx =0,

tenemos que u € M y (z,u) = 0, que sustituyendo u se sigue que Lz = <(Lz)z,x>,

de donde se sigue (13). Para la unicidad, si existe § que cumple (13), entonces
(y — 9,z) = 0 para todo = € H, lo cual implica que § = y. O

1.4. Conjuntos ortonormales. Recordemos que un subconjunto S de un espacio
vectorial E es l.i. si cualquier subconjunto finito de S es 1.i. El conjunto generado
span S (también denotado por [S]) de S, consiste en todas las combinaciones lineales
de todos los subconjuntos finitos de .S y es un subespacio vectorial de E.

Un conjunto de vectores M = {uy}, .y en un espacio de Hilbert H es ortogonal si
para cada par de elementos distintos u,, u,, € M, se tiene {(u,,u,,) = 0. El conjunto
M es ortonormal si es ortogonal y sus elementos son de norma uno.

Observacion 1.4.1. Extendiendo el concepto de (9), podemos calcular de manera

directa que un conjunto ortogonal finito M = {un}ﬁ:1 C H, con k € N, es linealmente
independiente y cumple

2

k
D un
n=1

P k
Ademas, si M es ortonormal, para z = ) | apu, € H, con o, € C, entonces es

k
2
= llual® -
n=1

simple comprobar que ay, = (up, z) y ||lz||* = Ei:l |an |2

Si M = {un},c 4 es ortonormal, indexado con A, podemos asociar a cada r € H,
una funcién compleja sobre el conjunto A dada por

Z(n) = (up,x), mneA.

Algunos autores llaman a cada Z(-) coeficientes de Fourier de z relativos al
conjunto M.
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1.5. Bases ortonormales: un problema de aproximacién. Sean vy, vs,..., v
un conjunto de vectores Li. en un espacio de Hilbert H y € H. Surge el problema de
encontrar un método para calcular el valor minimo de

k
1’—5 cjvill, ¢;€C.

j=1

. k .
Si mostramos que M = span {v,}, _; es cerrado, uno puede aplicar el teorema de
Beppo-Levi 1.3.1 y deducir la existencia de un tnico elemento de norma minima,

k
g = E CjUj
j=1

que satisface  — o € M. Con lo anterior, podemos obtener informacién acerca de
los coeficientes c1, co, ..., Ck.

LEMA 1.5.1. Sea E subespacio cerrado de H yy ¢ E. Entonces, E, span{y} son
linealmente independientes y F + span{y} es cerrado.

Demostracion. Como y ¢ E se sigue que E y span {y} son Li. Luego, sea z un punto
limite de E + span {y}, i.e.,

z= lim (z, + \y) ,
n—oo

donde {z,} € E y {A,} C C. Toda sucesién convergente en un espacio métrico es
acotada, entonces existe n > 0 tal que

l|zn + Anyll <m, neN.

Si [An| — oo entonces

_ n
1A% e +yl] < DI

de manera que y € E, lo cual resulta contradictorio. Por consiguiente, { )\, } es acotada
y debe tener una subsucesion convergente {\,, },~; a algin X\. Como

Zn = Tp + Apy

se sigue que {zn}, >, {Any},~; son sucesiones de Cauchy al igual que {z,},~, v
converge a algin punto x € E. Por lo tanto, z = x + Ay y E + span {y} contiene a z,
es decir, es cerrado. O

El siguiente resultado se sigue de lema anterior aplicando induccion.

COROLARIO 1.5.2. Cualguier subespacio que es generado por un numero finito de
vectores es cerrado.

Pongamos a;; = (vj,v;) y b; = (x,v;). Si zo es la proyeccién ortogonal de x sobre
{Uj}le L.i., entonces

k
(14) To =Y v,
j=1

es el elemento minimizador. Debemos tener que
(15) (x —x0,v;) =0, i=1,2,...,k

lo cual nos lleva al siguiente sistema

k
(16) by = (x,v;) = (mo, v;) = Zaijcj , 1<i<k.
j=1
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Sabemos que z existe y es inico, entonces el determinante de a;; es diferente de cero
y las ¢;’s se pueden calcular de (16). Ahora, si § el minimo valor de ||z — 25:1 ;v
Entonces por (14) se tiene (x — xg, o). Asi,

(17) 6% = (x — 20,2 — w0) = (v, 2 — ) = <a:x chv]>—||x|2 ch

Esto resuelve el problema en términos de a;; y b;.

Consideremos ahora un caso especial: reemplacemos {vy,va, ..., v} por un subcon-
junto ortonormal {u1,us, ..., uxr}. Entonces a;; = 6;; (delta de Kronecker) y de (16)
se obtiene ¢;; = b;;. Ademds, (17) implica que

k
e T T
j=1

Con lo anterior hemos probado lo siguiente.
TEOREMA 1.5.3. Sea {uj}?=1 C H un conjunto ortonormal y x € H. Entonces

k

k
E uj, T)u; || < x—E Ajusl|
i=1

para todos los escalares Ay, )\2, oy Ak La igualdad se cumple si y solo si \j = (uj, ),
para j =1,2,... k. El vector

k
Z (uj,
j=1

es la proyeccion ortogonal de x en el subespacio span {u,}e_,. Si § es la distancia de
T a este subespacio, entonces:

k
(18) D ug, @) = [J]* = 6.
j=1

Lo siguiente se conoce como la desigualdad de Bessel y es consecuencia del
teorema anterior.

COROLARIO 1.5.4. Sea {uq}aca un conjunto ortonormal en H y x € H. Si
Z(a) = (ua,x) entonces
(19) > lE@)) < |2
a€A

Como A es cualquier conjunto de indices (posiblemente no numerable), la suma en
el lado izquierdo de (19) debe definirse de una manera apropiada. En general, para
0 < p(a) < o0, con a € A, donde el simbolo

(20) > ela)

acA
denota el supremo del conjunto de todas las sumas p(aq),...,¢(ax), con elementos
aq,...,a, diferentes de A, se tiene que (19) es consecuencia directa de (18).

Obsérvese que (20) es la integral de Lebesgue de ¢ con respecto a la medida de
conteo en A. Sea l3(A) = La(A) con respecto a esta medida de conteo, entonces (19)
asegura que & € l5(A) y

2]l < flll -
Lo siguiente es una consecuencia sencilla de (19).

TEOREMA 1.5.5. Para xz € H y {us} CH un conjunto ortonormal, el conjunto de
todos los indices a tales que () # 0 es a lo mds contable.
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Demostracion. Sea A = Y o, |&(a)]* = [|Z]]* < oo, debido a que ||Z[|* < [|z|], ¥
considere J = {a € A : &(«a) # 0}. El siguiente subconjunto de A

Jn = {aeA E(a))? € {ni\li” )

es finito para cada n € N, de lo contrario A = co. Ademds, J = U2, J,, de donde se
sigue que J es a lo mas numerable.

Sea F' la transformacién que asigna a cada xz € H, la funcién & sobre A. Para cada
a €A,z — (uy,z) = &(a) es lineal. Mds ain, F es una transformacién lineal de H
en la(A), ya que de (19), & € l5(A) v

12 = 9ll2 < llz —yll,

es decir, F' es una contraccién. En particular F' es continua. O

Veremos ahora que la completez de H implica que F' actia de H sobre ¢5(A) y que
es una isometria, i.e., ||Z||2 = ||z|| para todo z € H.

TEOREMA 1.5.6 (Teorema de Riesz-fisher). Sea {uq}aca un sistema ortonormal
en H y suponga que ¢ € lo(A). Entonces ¢ = & para algin x € H.

Demostracion. Para n € N, considere A, = {a : |p(a)| > 1/n}. Cada A, es finito
(de hecho, A,, tiene a lo mas n?||¢||3 elementos). Pongamos

Tp = Z o(@)ug, meN.
a€A,

Entonces 2, = oxa,, Zn(a) = (), para todo a € Ay |#,|> < |¢|?. En virtud del
teorema de convergencia dominada de Lebesgue [17, Teo. 1.34], |||, — |l¢|l5. Por
consiguiente, {4}, -, es una sucesién de cauchy en ¢3(A) y como cada 4, es finito,

[T — Zm|| = |20 — Zinll2,
ie., {ﬂr:n}n21 es de Cauchy en H y por la completez, x, — x € H. Por lo tanto,
(a) = (ug,x) = lm (ug,z,) = lim Z,(a) = p(a), a€ A
n—oo n—oo
lo cual completa la demostracién. O

El ingrediente crucial en la demostracién del teorema 1.5.6 anterior es la completez
de Ls. Este hecho es reconocido y frecuentemente se asigna el nombre Teorema de
Riesz-Fisher al teorema que asegura la completez de cualquier espacio Ly, p > 1,y
en particular, a la del espacio Ls.

Veamos en lo siguiente condiciones necesarias y suficientes para que un conjunto
ortonormal sea una base. Un conjunto ortonormal {uq } . 4 €s maximal si no existe un
vector en H que pueda adjuntarse a {uq}aca, de manera que el conjunto resultante
también sea ortonormal.

Un conjunto ortonormal maximal se llama frecuentemente un conjunto ortonor-
mal completo o base ortonormal.

TEOREMA 1.5.7. Para un conjunto ortonormal {us}aca C H, los siguientes enun-
ciados son equivalentes:

(a) El conjunto {uq}aca s mazimal en H.
(b) El subespacio S = span {uq taca €s denso en H.
(¢) Para cada x € H , tenemos

(21) lzl* = [2(a)l?.

acA

(d) Six,ycH, entonces (x,y) = > ca T()f(a).
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Demostracion. (a) = (b): Si S # H entonces existe un elemento no nulo en S*, lo
que implica que {u4}aca NoO es maximal.

(b) = (c): Sea x € H, ¢ > 0 fijos. Como S es denso, existe un conjunto finito
Uq,, -, Ua, Y escalares tales que la combinacion lineal de estos, digamos z, dista de z
en menos que €, en simbolos

z=2(a1) + - + ta, 2(an)ua, »
de donde ||z — z|| < e. Entonces ||z|| < ||z|| + €y

(22) (] = )* < (121> = |#(@)” + .. + [#(an)]* < D |d(a)
a€cA

Como € > 0 es arbitrario, (21) se sigue de (22) y la desigualdad de Bessel (19). Note que
(21) también puede escribirse en la forma (z,z) = (&, &), con los productos internos
en H y f2(A), respectivamente.

(¢) = (d): Sean z,y € H fijos y A € C. Entonces,

(x + Xy, x+ Ay) = (& + MJ, &+ AG) .
Luego, Az, y) + My, x) = M#,9) + M@, %) y haciendo \ = 1,4, se tiene que
Re(z,y) = Re(z,9) y Im{z,y) =Im(z,7).

(d) = (a): Si {un}aca no es maximal, entonces existe u € H de norma uno, tal que

() = (ug,u) = 0. Asi, 1 = [Jul® = ||f&||§ = 0, que resulta contradictorio. O
Ejemplo 1.5.1. En el espacio de Hilbert l3(N) (de sucesiones cuadrado sumables),
al conjunto {e;}; y con 3
e;=(0,...,0,1,0,...)

se le conoce como la base candnica de I5(N) y es en efecto, una base ortonormal.
Ciertamente, como (ej,ex) = Gjk, se tiene que {e;}; y es un sistema ortonormal.

Ademas, para z = (zp)nen € [2(N), considere

N

2N = (21, 29,...,25,0,...) = szej € span {ej}jeN .
j=1

De esta manera, para € > 0 existe N € N tal que
HZ —Z(N)H2 = H(Oa-~-7zN+1aZN+27~--)H = Z |ZJ|2 <eg,
j>N

ya que z € l5(N). Asi, z € span {e; }jeN y, por lo tanto, del teorema 1.5.7 se tiene que
{ej},en es base ortonormal.

Dos espacios de Hilbert Hi,Ho son isomorfos si existe una transformacion lineal
A uno-a-uno de H; en Hy que preserva (Az,Ay)y, = (x,y)n,, con x,y € Hi. Al
operador A se le conoce como un isomorfismo entre espacios de Hilbert .

COROLARIO 1.5.8. Sea {ug}taca C H ortonormal mazimal. Si Z(a) = (x,uq)
entonces la transformacion x — & es un isomorfismo entre H y lo(A).

Demostracion. Es suficiente mostrar que la transformacion es biyectiva. Para cualquier
a € A, si & =g, entonces (x,uq) = (Y, uq) lo que implica que (z — y,uy) = 0. Por lo
tanto, x — y = 0. La transformacién es suprayectiva, debido al teorema 1.5.6. O
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1.6. Existencia de bases ortonormales. En esta seccién mostraremos que cada

espacio de Hilbert no trivial (que no consista solo del vector cero) es isomorfo a algin

l5(A), lo que implica que cada espacio de esta clase tiene una base ortonormal. La

prueba requiere de una propiedad de los conjuntos que son parcialmente ordenados.
Un conjunto P es parcialmente ordenado por una relacién binaria < si:

(a) a<byb<cimplicaa<e.
(b) a < a para cada a € P.
(¢) a <byb<aimplica a="0.

Un subconjunto @ de un conjunto parcialmente ordenado P se llama totalmente
ordenado (o linealmente ordenado) si cada par a,b € @ satisface a <bo b < a.

Ejemplo 1.6.1. La coleccién de subconjuntos de un conjunto fijo X esta parcial-
mente ordenado por la relacién de contencion.

Un subconjunto totalmente ordenado @ de P se dice ser maximal si no existe un
elemento de P que pueda adjuntarse a () de manera que la coleccién resultante sea
totalmente ordenada.

Ejemplo 1.6.II. Sea P subconjuntos abiertos del plano, @ los discos circulares
abiertos con centro en el origen. @) es totalmente ordenado y maximal en P.

TEOREMA 1.6.1 (Maximalidad de Hausdorff). Cada conjunto no vacio parcialmente
ordenado contiene un subconjunto totalmente ordenado mazximal.

El teorema anterior es equivalente al axioma de seleccién, por lo que no lo demos-
traremos en este trabajo.

TEOREMA 1.6.2. Cada conjunto ortonormal B en un espacio de Hilbert H estd
contenido en un conjunto ortonormal maximal en H.

Demostracion. Sea P la coleccion de todos los conjuntos ortonormales en H que
contienen a B. Ordénese P parcialmente por inclusiéon. Como B € P ,P # (.
Consecuentemente, P contiene una subcoleccion €2 totalmente ordenada y maximal.
Sea S la unién de todos los miembros de €. Es claro que B C S. Afirmamos que S es
un conjunto ortonormal maximal.

En efecto, si u1,us € S entonces u; € Ay y us € Ao, para algunos A;, A; € Q.
Como 2 es totalmente ordenado, A1 C Az (0 As C Ap) de manera que uy,us € As.
Como Az es un subconjunto ortonormal que contiene a B, (u1,ug) = 0siu; # uz y
(uy,ug) =1 si u3 = ug. Por lo tanto, S es ortonormal.

Si S no es maximal, entonces S es subconjunto propio de un conjunto ortonormal
S*. Claramente S* ¢ Q y §* contiene cada elemento de 2 . Con esto que podemos
adjuntar S* a ) y obtener una clase totalmente ordenada. Contradiciendo la maxi-
malidad de €. O

Todo espacio de Hilbert no vacio contienen un conjunto ortonormal. El teorema
anterior implica de manera simple lo siguiente.

COROLARIO 1.6.3. Todo espacio de Hilbert no trivial tiene una base ortonormal.

1.7. El sistema trigonométrico. Abordamos en esta seccién un ejemplo especial
de bases ortonormales en espacios de Hilbert. Trabajaremos con las funciones de los
reales a los complejos, que son medibles y de periodo 2w. Consideremos el intervalo
real A = [0,27] y el espacio

1 1
Ly (A,zﬂdx> {f:A%(C : 271_/A|f(x)|2d:r<oo}.
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Uno calcula de manera simple que
1 1
7/ sin?(kx)dr = =, keN
27 A 2

Para n € N, considere los polinomios trigonométricos dados por

n

(23) pn(t) = Z(ak sin(kt) + by cos(kt)), ag,br € C.
k=1

Usando las férmulas de Euler y e?** = cos(kt) +isin(kt), podemos reescribir (23) como

n
t) = E cpettt
k=1

Ademids, uno tiene que

1

(et e'ht) = —/ e eMdt = 65, j k€N
A

2T

es decir, {ei’“}keN es un sistema ortonormal en Lo (A, 5
resulta ser una base, del teorema 1.5.7, basta demostrar que los polinomios (23) son
densos en Lo (A7 5 dm)

Dado f € Lo (A, 5 daz) y € > 0, debemos mostrar que existe un polinomio
trigonométrico p,,(t) = Y j_, cke** tal que ||p, — f||, < . Para ello, usamos el hecho
de que el espacio C (A) es denso en Loy (A, %dm) De manera que podemos suponer
f en C; (A), con norma dada por || f||,, = sup,.4|f(t)] < co. Ademas, para toda
f € Cy (A) se cumple lo siguiente:

dm) Para ver que este sistema

1712 = /|f (0 di < o sup | I/dt—l\fll

7Tte 0,27]

Por lo tanto,

2 2
11z < IFI1%

por lo que bastarfa demostrar que ||p — f|| ., <e.
Construimos una sucesién de polinomios trigonométricos ¢1, g2, - . ., donde

11 i £\
(24) qr(t) = ck (2—|—2(:ost) = ¢k (sin2> , keN

tales que los coeficientes ¢y, satisfagan

1
0 y %/Qk:L
A

Asi, de (24) y (25), los coeficientes ¢ son de la forma

t
cp = 2w /sink idt

A

(25) ax

WV

-1
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Sobre el intervalo [0, 7], utilizando el hecho de que la funcién sin § es decreciente en

este intervalo, la paridad del cost y de las ecuaciones (24) y (25), tenemos que

1 1]
1= f/qk (t)dt > f/qk sin tdt (pues 1 >sint, Vte [0,7))
™ T

0 0
g k 1,1 k+1
(26) Ck, 1 1 . —2c (5 + 5 cos t) ™
=% (=4 Zcost tdt =
- 5 + 5 €08 sin - ] (|)
0
_ 2¢y
ok +1)°

Como § + 3 cost es mondtona decreciente en [0, 7], entonces g (t) < gi(6) para toda
d tal que 0 < 0 < |t| < 7 (si esto no queda claro se pide al lector revisar la gréfica de
esta funcién en el intervalo de [—m,7]). Si definimos a 7y, (§) como

(27) e (6) =sup{qr (t) : 0< o < [|t| <7}.

Ademsds, para toda € mayor que cero tenemos que
€

2)|flle’
si k> 1, con § mayor que cero, esto gracias a la ecuacién (26), pues se tiene que
1
e < %

Nk (0) <

Entonces, para 0 < § < T,

m(k+1) (1 1 b
< — 7| = — 3
qr () < 5 (2 + 2cos6> ,

que haciendo r igual a % + %cost tenemos que r < 1y
g(kJrl)rk — 0, cuandok — 0.

Por lo tanto, g (t) converge uniformente a cero en 0 < § < |t| <, es decir, converge
uniformente en [—m, —§] U [0, 7r].
Ahora, para cada f € C1(R), definamos

1 s
(28) P = 5= [ £t 9a(s)ds.
s
Haciendo un primer cambio de variable s — —s, tenemos:
=L 1+ s)as)d
P () = 5 s)qx (s)as,

pues qi (—8) = ¢ (s) para toda s en [—m,w|. Haciendo nuevamente otro cambio de
variable con s = u — ¢ y despejando u tenemos que u = s + t, asi du = ds por lo que
pr. se ve de la forma (cuidado con los limites)

T+t
pr(t) = % / fu)gr (u—1t)du
—m+t

1 T
Q—/f (u) gk (u—t)du (cambiando otra vez de variable)
71'

%/ﬂs)qk(s—t)ds.
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Se deja al lector la justificacién de la segunda igualdad que incide en el siguiente
ejercicio (Tarea): Demostrar que para h de periodo 27,

T T+a
/h(t)dt: / h(t)dt, VYaeR.
-7 —7m+a

Ahora como f es continua en [—, 7] entonces es uniformemente continua, i.e., para
todo € > 0, existe § > 0, tal que |f (t) — f (¥')] <e/2 si |t —t'| <. Ahora calculemos

Ik () = f (D)l = sup |px () = f(1)] , pero

te[—m,m)

(0~ £ 0] = |52 [ £ =9 ()~ £ 10

™

|5z 190 - 57 ®) [as)as).

—T

En virtud de (25), la igualdad anterior implica

1

|5z [Gt-9— O ads| <5 [ 175~ F Ola(5)ds

1 1
=5 / \f(th)*f(tﬂq/c(s)dsqL% / 1F(t—s)— f ()| qn(s)ds
|sl<o s<is|<n
<§% Qk(S)dS+% / |f(t—3s)— f(t)|qr (s)ds,
[s|<o 5<|s|<m

donde se usé la continuidad uniforme de f. Para el segundo sumando es necesario
trabajar usando (27). Continuando el desarrollo

e 1

=i [adstonG) [ I5a-s) - swlds

ls|<s s<lsl<n

3
<+ Il <,

en donde la pentiltima desigualdad se obtuvo de (25) y usando propiedades del valor
absoluto, la norma de f y la definicién de 7 (9). Por lo tanto hemos demostrado que
el sistema trigonométrico {eikt}keN es denso en Lo (A, idx)

Problemas de la seccién.

p.1.1 Muestre la identidad del paralelogramo (5)
e +yll* + [l = yll* = 2(l|=[” + [lyl*), 2,y eH.
P.1.2 Muestre quue la identidad del paralelogramo implica la identidad de Apolonio
1 2

z— §(x+y)‘ , x,y,z€H.

P.1.3 Muestre que un subespacio de un de un espacio métrico que consiste en un
ndmero finito de puntos siempre es completo.

P.1.4 Siconsideramos sobre X = Q la métrica d(z,y) = |z—y|, calcule la completacién
de X con respecto a esta métrica. 3

P.1.5 Muestre que si (X, d) es un espacio métrico completo, entonces (X, d) es también
completo, donde d = ﬁ‘id.

P.1.6 Construya ejemplos que muestren que si Y y Z son subespacios de un espacio
vectorial X, Y N Z es un subespacio de X pero Y U Z podria no serlo.

2 2 1 2
w=al| e oll = glle -l +2
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P.1.7 Muestre que en un espacio de Hilbert
ylaxy,, z,—>2x = zxly.
P.1.8 Muestre que en un espacio con producto interno
xly < |lz+ayl >|z| para todo escalar «.

P.1.9 Muestre que el funcional definido en Cla, b] por

b
@) = / 2 Oyo()dt, yo € Cla, )

es lineal y acotado.
P.1.10 Encuentre la norma del funcional lineal definido en C[—1,1] por

glx) = /0 x(t)dt — /01 x(t)dt .

-1
P.1.11 Muestre que si f # 0y g # 0 son dos funcionales definidos en el mismo espacio
vectorial y tienen el mismo espacio nulo entonces son proporcionales.

2. CLASES ESPECIALES DE OPERADORES

Esta seccién estd dedicada principalmente a los operadores de clases de traza y de
Hilbert-Schmidt, los cuales son subclases de operadores compactos.

2.1. Operadores de rango finito y compactos.

Definicién 2.1.1. Si F es un espacio normado decimos que un conjunto A C E es
precompacto en F (o relativamente compacto), cuando A (la clausura de A) es un
conjunto compacto, i.e., un conjunto es precompacto si su cerradura es compacta.

Definicién 2.1.2. Sean X,Y espacios normados. Un operador lineal T': X — Y
es compacto (o completamente continuo) si manda conjuntos acotados de X en
conjuntos precompactos de Y, i.e., T' es compacto si y solo si TA es precompacto
para todo A C X con A acotado.

Ejemplo 2.1.1. Sea C([a,b]) el espacio vectorial de las funciones continuas con
dominio [a,b] y valores en un campo K. Recordemos que este espacio es de Banach
con la norma dada por || fllec = supgeiq [f(2)]- Sea p: [a,b] — R una medida y
K: [a,b] x [a,b] — K una funcién continua. Definimos lo siguiente.

Ax K: C([a,b]) = C([a,b])

b
(A% Kf)(z) = / K (2, 9) f (5)duly)

Se puede mostrar que A x K es un operador lineal continuo y compacto. Esto iltimo
usando el conocido Teorema de Ascoli cuya demostracién se puede encontrar en [18,
Ap. A].

TEOREMA 2.1.3 (Teorema de Ascoli). Para que F C C([a,b]) sea relativamente
compacto en C([a,b]) es necesario y suficiente que:

1. F sea puntualmente acotada, i.e., ¥§ € [a,b] , sup ;e 7 | f(§)] < oo.
2. F sea equicontinua, i.e., V& € [a,b] , Ve >0, 36 > 0 tal que

lf(z)—fO| <e, VreladN[—-6E+05], VfeF.

PROPOSICION 2.1.4. Para X,Y espacios normados, los siguientes son equivalentes:

(a) T: X =Y es un operador compacto.

(b) TA es precompacto, para todo A C X acotado.

(¢) TBy es precompacto, en donde By es la bola unitaria en X.

(d) Cada sucesidn acotada {x,} de elementos de X tiene una subsucesion {x,, } tal
que {Tx,,} converge en'Y.
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Demostracion. Es suficiente demostrar las implicaciones (a) = (d) = (a):
(a) = (d): En X, sea {, } una sucesién acotada por M. Entonces la sucesién {2z}

. . s Txn .
de elementos de B; tiene una subsucesion tal que { = } converge, digamos que a

y € Y, es claro que Tz, converge a (M + 1)y.

(d) = (a): Se usars el siguiente resultado de la cual se omitird su demostracién: En
un espacio métrico E, si K C E tiene la propiedad de que cada sucesion en K tiene
una subsucesion que converge en E, entonces K es un subconjunto compacto de E.

Ahora bien, sea A un subconjunto acotado en X . Veamos que T'A es compacto, para
lo cual sea {y,} una sucesién en T'A, es decir, y,, = T'z,, para alguna sucesién {z,}
en A. Por hipétesis, podemos extraer una subsucesién {z,, } con {Tx,, } convergente
en Y, y por el resultado mencionado concluimos que T A es compacto. (I

Ejemplo 2.1.I1. SiT: X — Y es un operador continuo y lineal de rango finito (i.e.,
su imagen o rango es de dimensién finita), entonces T' es un operador compacto. En
efecto, de la proposicién 2.1.4.(d) y el teorema de Bolzano-Weierstrass [15, Teo. 6.21],
para una sucesién acotada {x,} en X se tiene |Tz,| < ||T|||lzx||, es decir, {Tx,} es
acotada en su imagen T X. Por hipdtesis es un espacio isométrico a K" donde m es
su dimensién como espacio vectorial. El teorema de Bolzano-Weierstrass nos permite
concluir que {T'z,, } converge para alguna subsucesién de {x,}.

Ejemplo 2.1.ITI. Todo operador lineal T: X — Y compacto es un operador
continuo. Ciertamente, la imagen T B; de la bola unitaria abierta B; es un conjunto
compacto y por lo tanto existe M > 0 tal que ||Tz|| Y < M para todo = € Bj.

Ejemplo 2.1.IV. Sea X un espacio normado. El operador identidad I : X — X
tal que I(x) = x para todo x € X es compacto si y sélo si X como espacio vectorial
tiene dimensién finita. Esto es consecuencia inmediata del siguiente resultado cuya
investigacion y estudio dejamos a cargo del lector: La bola unitaria cerrada es compacta
en un espacio normado si y sélo si el espacio tiene dimension finita.

LEMA 2.1.5 (Lema de Riesz). Sea E un espacio normado; si S G E es subespacio
cerrado, entonces para cualquier 0 < & < 1, existe x. € E\ S tal que ||z.|| =1 y
s — z<|| > € para todo s € S.

Demostracion. Para x € E\ S fijo sea r = d(z, S) = inf{d(x,s) : s € S}. Como S es
cerrado entonces r > 0 y se sigue que r < r.. Por las propiedades del infimo, podemos
encontrar b € S tal que ||z — b|| < r.. Definimos x. como
o xz—=b

lz— ol -
De esta manera, ||z:|| =1y z- € E\ S, pues S es subespacio de E. Finalmente, para
s € S tenemos que

Te

lls — aell =

r—20b 1 r
- - Cbs4b—af| > ——.
: ||zb||H ooy Iz —blls + b=zl 2 2,

Concluimos que ||s — x|| > € por como se escogié a b. O
Definicién 2.1.6. El conjunto dual de un espacio vectorial X viene dado por
X" ={f: X > C : f eslineal y continua}.

Con la norma de operadores lineales, (X*, || - ||.) es un espacio de Banach. Ademas,
de manera similar podemos definir al dual de X* como
X ={f:X"—=C : feslineal y continua}.
Definicién 2.1.7. Dada una sucesién {z,} en X decimos que {z,} converge
débilmente a x siy solo si { Az, } converge a Az, para todo operador lineal y continuo

A. En simbolos,
Ty — ¢ < Az, — Az, VAe X*.
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Definicién 2.1.8. Sean X, Y espacios normados y T: X — Y un operador lineal.
El operador adjunto de T se define como

T:Y" - X*
(T°f)(z) = f(Tz), feY", zeX.
Es decir, a cada f € Y* se le asocia T™ f € X*,
f=Tf, donde f:Y—=C y T°f: X—>C.
PROPOSICION 2.1.9. La aplicacién " : H — H** satisface
2][ex = [|z]l,, Yz eH.

Demostracion. La primera desigualdad se sigue de la definicién de la norma || - ||,
pues si x € H, entonces

[Z]les = sup [&(f)| = sup [f(x)] <[[fll+ [lz] = [l]-

lfll=1 Il £1l-=1
Por el teorema de representacién de Riesz [14, Sec. 3.8] tenemos que para x € H la
aplicacién g(z) = (z,z) es un operador lineal y continuo que satisface ||g||« = ||z].
Defina al operador g como
. 9(2)
9(2) = T
[l
de donde se sigue que |||« = 1 y como consecuencia
. _ (z, z)
&l = sup |f(2)| = |g(2)| = =~ = |zl
I7].=1 ]
Como se queria. O

En otras palabras, la aplicacion de la proposicion 2.1.9 es una isometria.

PROPOSICION 2.1.10. Si una sucesidn {z,,} en H converge débilmente, entonces se
cumplen lo siguiente:
(a) El limite es tnico.
(b) {z,} estd acotada.

Demostracion. (a): Supongamos que {x,} tiene dos limites en H, digamos z y y. De
la definicién 2.1.7 tenemos que

Tn — 1 < Az, — Az, YAeH*,

similarmente para y. Como {Az,} es una sucesién convergente en C, su limite es
Unico y entonces A(x — y) = 0, para todo A € H*. Llamemos z = ¢ —y. Si z # 0,
por el teorema de representacién de Riesz tenemos que existe A, € H* tal que
A, (w) = (z,w), de donde se sigue que
0=A.(z—9y)=(z,2) = |]z]]* > 0.
(b): Definimos para cada n € N, la aplicacién Z,(f) = A(z,) (véase proposicién
2.1.9). Como {Az,} converge en C, entonces estd acotada para cada A € H*. Es decir,

para todo A € H*,
[Alzn)| < My, VneN, MyeR.

Del principio de acotacién uniforme y de la proposicién 2.1.9,
||x7l|| = ||i‘n||** < M, Vn € N,

de donde se sigue la conclusién. O

Los puntos claves de la demostracion anterior son: el teorema de representacién de
Riesz y principio de acotacién uniforme [14, Sec. 3.8 y 4.7].

TEOREMA 2.1.11. Para un operador compacto entre dos espacios de Hilbert T: H, —
Ha, se cumple lo siguiente: para toda sucesion {x,} de Hy débilmente convergente, la
sucesion {Tx,} converge en norma.
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Demostracion. Vemos que para todo A € H3 la diferencia
ATz, — ATz =T"Az,, — T*Azx

tiende a cero por la convergencia débil de {z,}, ya que es fdcil ver que el operador
T*A estd en Hi y por consiguiente Tz, - T

Supongamos que Tz, — Tx es falso. Entonces existe ¢ > 0y {Tx,, } subsucesién
tal que || Tzy, —Tz| > €. Como {z,} es acotada y T compacto existe una subsucesién
S de {T'z,, } convergente en Hsy, digamos a y € Hy. La desigualdad anterior implica
que y # Tz. Por dltimo, la convergencia de S implica convergencia débil por las
siguientes desigualdades:

[AS = Ayll = [AS —yll < IALIS —yll, VA eHs,

De este modo, S converge débilmente a y y a Tz con y # Tz lo cual es absurdo por
proposicién 2.1.10. O

En el siguiente resultado veremos algunas propiedades de operadores acotados.

TEOREMA 2.1.12. Para un operador acotado entre espacios de Hilbert T : Hi — Ho,
se cumple lo siguiente:

(a) Si {T,} es una sucesion de operadores compactos y T, — T, con la topologia
inducida por la norma de operadores, entonces T es compacto.

(b) El operador T es compacto si y solo si T* es compacto.

(¢) El producto de un operador compacto y un operador acotado es compacto.

Demostracion. (a): Sea {x,} una sucesién acotada en H; por M > 0. Como T}
es compacto, {z,} tiene una subsucesion {z, 1}, tal que {Thz, 1} converge en Ho.
Asi, {T1xn1} es de Cauchy. Como {z,1} es acotada, utilizando nuevamente la
proposicién 2.1.4, existe una subsucesién de {x, 1}, digamos {z, 2}, tal que {Toz, 2}
converge y es de Cauchy. Construimos de la misma forma las sucesiones subsecuentes.

Tenemos que {z, =z, } es subsucesién de la sucesién original. Si fijamos r € N,
cuando n > r, se tiene que {z,} es subsucesién de {z,, ,} y {T;2y »} es de Cauchy, ya
que es subsucesién de {T,z, ,}, la cual es de Cauchy, es decir, para toda r € N,

{Trxnnt, es de Cauchy, sin >r.

Sea € > 0 y como T,, converge a T, existe N; € N tal que, si n > Nj, entonces
T —T||« < €/3M. Sir = Ny, entonces ||T, —T||. < ¢/3M. Para esta r existe N € N
tal que [Tz, — Trzml|l < €/3 sim,m > N, pues {T;z,} es de Cauchy. Verifiquemos
que {Tz,} es de Cauchy; si n,m > N entonces

Tz, — Tzm|| = T2n — Trzn + Trzn — Tozm + Trzm — Tz
<|Tzn —Trzu|l + | Tr2n — Trzmll + | Trzm — Tzml|

SANT = Tolls Nlznll + (1 Tr20 = Trzmll + 117 = Tl |20
€ € €

<3MM + 3 + 3MM—5.
Como Hs es completo, {T'z,} converge y tiene una subsucesién convergente acotada,
pues es subsucesién a la vez de {T'z,, }. Por lo tanto, de la proposicién 2.1.4, se concluye
que T es compacto.

(b): Si T es compacto, entonces T B; es un conjunto compacto, donde B; es la bola

unitaria abierta de H;. Tomemos una sucesién {y}} de Bj, la bola unitaria abierta
de H5. Mostraremos que existe {y:k} tal que {T*y;k} converge en Hj.

Para ® la familia de cada funcional y; : H2 — C restringida a T'B;, tenemos que:

1. Como {y}} C Bj entonces ||y}|« < 1, para todo y; € @, i.e., ¢ es una familia
equiacotada.
2. Para y,y! € T By tenemos que:
wn W) = un WD = lyn(y =)l < llwplls ly—wll <lly—w/ll, Vy,y €TBy, y,c®

i.e., ® es una familia equicontinua.
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Por el teorema de Ascoli, existe una subsucesién {y; } que converge uniformemente
en TB;. Paraec >0y k,l > N €N, se tiene que

1Ty, — T yn, |l = sup [(T*y;, — T yn,)xl = sup [T yn,x — T yn, x|

r€B; r€B;

= sup |y, T2 —y, Tz[= sup |y, v —ynYl
zEB1] y€T B

< sup |yn,y—ynyl <e.
yeT By

De la convergencia uniforme de {y } se sigue que {T*y } es de Cauchy y, por lo
tanto, converge, es decir, T es compacto.

Reciprocamente, consideremos las inclusiones candnicas 4,j (véase la proposicién
2.1.9), dadas por

1:H1 — HY i(z) - H] — C
j:Ho — HI jly): Hy — C
y— j(y) g 9(y)

Donde x € H1,y € Ha, f € H y g € H5. Note que para A € H3 se cumple:
[T"i(z)] (A) = i(z) [T*A] = [T"A] (z) = ATz) = [j(Tz)] (A).
Afirmamos que
JjTBy] =T*i[By] C T* [By"] .

Ciertamente, si b € T**i[B1] entonces, existe x € B; tal que b = i(z). Por la
proposicién 2.1.9, uno tiene que b € B** de donde T**b € T** B**.

Luego, como T™* es compacto, T** también lo es, asi T**B{* es compacto. Es claro
que j[TBj] es compacto, de modo que j[Bj] es precompacto. Mostremos que

TB, C jTB| .

Considerando j(z) € j[TBi], para algtn z € j[TB;]. Existe {a,} C TB; convergente
a w. La sucesién {j(a,)} estd en j[T'B;] y por la continuidad de j se tiene que
jlan) — j(w) y j(w) € j[TBy]. Por ultimo, afirmamos que T'B; es compacto. En
efecto, para {w,} una sucesién en T By, tenemos que {j(w,)} C j[TB;] C j[TB].
Como j[TBj] es compacto, existe una subsucesién {j(wy,, )} convergente en j[TBj].
De modo que {j(wn, )} es una sucesién de Cauchy. Por la proposicién 2.1.9, la sucesién
{wn,, } es de Cauchy y converge en T By, por ser este cerrado. Concluimos que T es un
operador compacto.
(c): Para este punto analizamos los siguientes dos casos:

1. Si S: Hi — Ha es compacto y T: Ho — Hs es acotado. Sea {x,} una
sucesién acotada en Hi. Entonces, por ser S compacto, existe una subsucesién
convergente {Sz,,} en Ho. Ademds, por ser T continuo (pues es acotado)
entonces {T'Sx,, } converge en Hs. Asi, T'S es compacto.

2. SiS:Hy — Ha es acotado y T: Ha — Hs es compacto. Sea {x,} una sucesién
acotada en H;. Como S es acotado tenemos que || Szy,| < [|S||||zn|| < co. Por
ser T' compacto, {T'Sz,, } converge, siendo T'S compacto.

Lo anterior concluye la demostracién del punto (c). ]

El siguiente resultado es de gran utilidad en la secuela.

LEMA 2.1.13. SiH es espacio de Hilbert separable, entonces cada base ortonormal
para H es a lo mds numerable.
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Demostracion. Considera B = {¢, : a € I} una base ortonormal de . Como

e — ©8l1> = (Pa — 98, 0a — ©8) = llall® = (o, ps) — (@8, 0a) + 0l =

cada elemento de la familia de bolas abiertas { B(¢a,v2/2) : ¢o € B} contiene un solo
elemento de B por construccién. Por otro lado, como H es separable, existe S C H
numerable tal que S = H. Adem4s, para cada ¢, se tiene B(pa,v2/2) NS # 0,
escogemos Vo € B(pa,v2/2) N S. Para ver que B es numerable, consideramos la
funcién f: B — S tal que ¢, — v,. Afirmamos que f es inyectiva, pues si vo = vg,
entonces v,, v € B(¢a,v/2/2) NS, y por construccién ¢, = ¢gs. O

En lo que resta del capitulo H representara un espacio de Hilbert separable. Aunque
algunas veces para enfatizar algin resultado volveremos a recordar esta hipdtesis.

Observacion 2.1.14. Del ejemplo 2.1.11, tenemos que un operador de rango finito
siempre es compacto, y por el teorema 2.1.12, todo limite de compactos es compacto,
de tal manera que el limite (en norma) de operadores de rango finito es compacto.

A continuacién veremos que la afirmacién reciproca de la observacién 2.1.14 se
cumple cuando se trata de un operador compacto en un espacio de Hlibert (separable).
Esto es: Los operadores de rango finito son densos en los operadores compactos.

TEOREMA 2.1.15. Todo operador compacto T en un espacio de Hilbert H separable,
es limite en norma de operadores de una sucesion de operadores de rango finito.

Demostracion. Sea {¢,} una base ortonormal de H y para n € N, defina el operador
T,: H — H como

n

= Z Pjis L) Pj :Z<@j7x>T(@j)v

j=1

los cuales son de rango finito. Mostremos que ||T;, — T|| — 0. Sea = € H, utilizando la
o0

base ortonormal escribimos x = Z (), ) ¢j , luego

j=1
Te —Thx=T Z <¢j’$><pj =T¢n7
Jj=n+1
es decir,
Te —Tx=1v,, YneN,
para algin 1, € {1, @, ..., }+. Consideremos la sucesién {\,}, donde

An = sup [Tn] =T =Tl

YeE{p1,02,.-, Pn}
[Ynl=1

Es claro que {\,} es una sucesién de nimeros reales no negativos, decreciente, acotada

y por lo tanto, converge, digamos a A. Para terminar demostraremos que A =
Utilizando la desigualdad de Schwarz en el espacio [y calculamos que

|(hy )| = <h7 > <90j,z/fn>s0j> = Y s tn)h, g \<Z| @5 Un) (h, ;)]

j=n+1 j=n+1 Jj=1

> s va)l? Y hen)lP | = Il Z (h, )|
j=1 j=1 j=1

Tomando limite en ambos lados vemos que [(h,1,)| — 0, para todo h € H. Por lo
tanto, como T es compacto, entonces ||T(w,)|| — 0 por el teorema 2.1.11, lo que
implica que A = 0. O
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De ahora en adelante usaremos la notacién de Dirac |p) (1| para denotar al operador
de rango uno |p){(¥|n = {(¥,n)p. Por ejemplo, el operador T,, en la demostracién
anterior se escribe asi:

Ta@) =T | 3 lea)esle

TEOREMA 2.1.16 (Teorema analitico de Fredholm). Sea  un subconjunto abierto
y conexo de C, si f: Q — B(H) es una funcidn analitica operador-valuada tal que f(z)
es un operador compacto para cada z € ), entonces se cumple una y solo una de las
stguientes condiciones:

(a) (I — f(2))~! no existe para todo z € .
(b) (I — f(2))~" existe para todo z € Q — S, donde

S={2€Q: f(z)¢ =, para algin 0 # ¢ € H},
tal que S no tiene puntos de acumulacion en €.

Demostracion. Por la conexidad es suficiente demostrar que Vzo € 2 existe un disco
abierto centrado en Z; donde (a) o (b) se cumple. Por el teorema 2.1.15 existe un
operador de rango finito F, tal que ||[F — f(zo)|| < 1 y por la continuidad, existe r > 0
tal que ||f(z) — f(20] < 3 cuando z € D,(z9) = {z € Q : |2 — 20| <1}, es decir, para
z € Dy(29) se cumple || f(z) — F|| < 1 lo cual garantiza que la serie > >~ ,(f(z) — F)"
converge absolutamente a (I — (f(z) — F))~!, que resulta un operador analitico. Como

F tiene rango finito, existen vectores linealmente independientes {¢1,...,¥n} C H
tales que F'(¢) = Zjvzl a;(p)y;, para todo ¢ € H.
Cada o (-) es funcional acotado en H y el teorema de Riesz nos da {¢1,...,¢n} CH

tales que F(p) = Zjvzl (¢j,¢) 1, para todo ¢ € H. A continuacién, para cada
z € Dr(20) y 1 <m < N, definimos las funciones auxiliares

®n(2) = (I = f(2)+ F)7") 6n. g(z) = F(I - f(z) + F)7".
Al desarrollar ((I—f(2)+F) tzy (I—g(2))(I— f(z)+F) obtenemos respectivamente,

2

9(z) = (®a(2), )0y, (I=f(2)) =T —g(x))I = f(z)+F).

j=1

Usando estas dltimas dos igualdades y que (I — f(z) + F') es invertible, concluimos que
I— f(z) y I —g(z) son invertibles simultdneamente. Ademds, ¥ = f(2) y ¢ = g(2)p
tiene solucién no trivial simultdneamente. Nos concentraremos en la forma de las
soluciones de dicha ecuacion. Si ¢ es solucién, entonces

N N
Y= 9(2)80 = Z <(I)n(2)7@> Y = Zﬁnd]n ,

dénde B, = SN (U,,(2), ¢) y al usar la tltima expresion de ¢ obtenemos

n=1
N N
B = <<I>n<z>7 > 5m¢m> = B (Pu(2), Um)
m=1 m=1
es decir, obtenemos un sistema de ecuaciones, pues paran = 1,..., N, dados por

ﬁn = Z Bm <‘I’n(2)a¢m> :

Reciprocamente, si la N-dda (81, ..., Bn) es una solucién del sistema, entonces ¢ =
ZZ:I Bmm, satisface g(z)p = ¢ de manera que resolver (no trivialmente) esta tltima
ecuacién equivale a resolver el sistema N x N, dado por 3, = fo:l B AP (2), )
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o bien erle B (6nm — (Pn(2),¥m)), el cual tiene solucién no trivial si y solo si
d(z) = det(dpm — (Pn(2), ¥m)) = 0. Por la discusién anterior, son iguales los conjuntos

{z € Dy(20) : g(2) =1, paraalgin 0#£p e H} y
Sy ={z € D,(2) € N : d(z) =0}.

Por otra parte, como (®,(z),%,,), con n,m € N, y d(z) son funciones analiticas,
podemos utilizar el teorema de unicidad para concluir que S, no tiene puntos de
acumulacién, o bién, S, = D, (z). Para terminar veamos que (I — g(z)) € B(H) es
biyectivo para cada z € D,(z9) — Sy. En efecto, es inyectivo debido a que z ¢ S, y
entonces la ecuacién (I — g(z))p = 0 solo tiene la solucién ¢ = 0. Es sobreyectivo ya
que si 1 € H, entonces el sistema N x N, dado por

N

B = (@0 (2),80) = Y (®n(2), om)Bum

m=1
tiene como determinante a d(z) # 0. Asi, el sistema tiene una solucién (81, ...SyN); se

comprueba que el elemento ¢ = 1 + 2521 Bmm, satistace g(z)p = ¢ — 1, lo que se
ve simplemente desarrollando el lado izquierdo de la ecuacién. (I

Observacién 2.1.17. En el teorema 2.1.16.(b), (I — f(2))~! es meromorfa en Q — S
y se puede demostrar que los residuos en los polos son operadores de rango finito.

COROLARIO 2.1.18 (La alternativa de Fredholm). Para todo operador compacto
A € B(H), el operador (I — A)~! existe o A = 1) tiene solucion no trivial.

Demostracion. La funcién f: C — B(H) tal que f(z) = zA es analitica y no
cumple el teorema 2.1.16.(a), debido a que (I — f(0))~! existe. Entonces se cumple el
teorema 2.1.16.(b), es decir, (I — f(2))~! existe Vz € C — S, donde

S={z€C: f(z)¢( = para algin 0 # ¢ € B}.
Se cumple que 1 ¢ So 1€ S, ie., (I—A)"!existeo f(1)y = paraalginy #0. O

TEOREMA 2.1.19 (Riesz-Schauder). Si A € B(H) es un operador compacto, enton-
ces 0(A) es un conjunto sin puntos limites excepto, quizds, A = 0. Mds ain, todo
A € o(A) distinto de cero, es un valor propio de A de multiplicidad finita, i.e., el
correspondiente espacio de vectores propio tiene dimension finita.

Demostracion. La funcién entera f: C — B(H) tal que f(z) = zA no cumple el
teorema 2.1.16.(a), entonces cumple 2.1.16.(b), lo que significa que (I — f(z))~! existe
para z € C — S, donde S es un conjunto sin puntos limites. Ademads, todo elemento a
distinto de cero, a ¢ S, y tenemos que

(I—aA) ' =aa'T—-A)!

existe y, por tanto, a=* ¢ o(A), es decir, a € S. En consecuencia, o(A) no tiene puntos
de acumulacién excepto posiblemente A = 0y VA € o(A) — {0}, A= € S por lo que
existe ¢ # 0 tal que f(A"1)y = 1 si y solo si Ay = M\, i.e., todo X € o(A) — {0} es
un valor propio de A. Consideremos el espacio propio

Ex={ceH :Azv=Xdz}={oc eH: (A - Az =0}.

Como es un espacio cerrado de #, su bola unitaria cerrada By también es cerrada en
H. Ahora A\~' A es un operador compacto que restringido al espacio E es el operador
identidad. Por lo tanto, A\"'AB) es un conjunto precompacto y A\"'AB) = B, de
aqui que By es compacto. Concluimos la prueba usando el hecho de que un espacio
normado es de dimensién finita si y solo si su bola unitaria cerrada es compacta. [

El siguiente teorema también se le conoce como el teorema espectral para operadores
compactos autoadjuntos.
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TEOREMA 2.1.20 (Hilbert-Schmidt). Si A € B(H) es autoadjunto, entonces existe
una base ortonormal {¢,} para H, tal que Ad, = A\pdyn y en el caso no finito, A, — 0.
Ademads,

(29) A= Z)‘n‘wnanla

donde la convergencia es en la norma de operadores.

Demostracion. Por el teorema 2.1.19, los elementos de o(A)\{0} son valores propios
de A y cada espacio propio asociado tiene una base (vectorial) finita que podemos
suponer ortonormal. Por consiguiente, la unién de estas bases, que llamaremos 3, es
un conjunto ortonormal, ya que los vectores propios correspondientes a valores propios
distintos son ortogonales. Sea M la cerradura del espacio vectorial generado por 3y
sabemos que

H=Me M.

Afirmamos que M=+ = (): es inmediato verificar que A(M=*) C M= y al restringir A a
ML, obtenemos un operador A: ML — M, que es compacto y autoadjunto (pues A
mismo posee dichos atributos), que ademds no tiene valores propios distintos de cero,
de lo contrario, ML, M tendrian un elemento no cero en comin. Asi, o(A)\{0} = 0

y 0 =r(A) = ||Al|, esta tltima por ser A autoadjunto. Entonces A =0y M+ =0, de
lo contrario, M N ML # ). Concluimos que H = M y que 8 es una base ortonormal
numerable, debido a que H es separable y el conjunto de valores propios de A es a lo
més numerable, pues siempre se encuentra dentro de o(A).

Para el caso no finito, el conjunto de autovalores de A por ser subconjunto del
compacto o(A) tiene un punto de acumulacién, que es necesariamente cero por el
teorema 2.1.19. Por tltimo, es sencillo verificar utilizando la norma de operadores que

A =Ty oo SN A t0) (], i, (29). O

A la expresion (29) del resultado anterior se le conoce como representacién espectral
de un operador autoadjunto. Por conveniencia, denotamos como B(H) al conjunto de
todos los operadores acotados con dominio todo H.

COROLARIO 2.1.21. Si A € B(H) es un operador compacto y autoadjunto, entonces
lo siguiente se cumple:

(a) Los autovalores {\,} de A pueden ser ordenados como |A1| > |A2| > |As] > ...
Cada |\;| se repite pj-veces, donde p; = Aim N (A — \;I).

(b) | M| = [ All.

(c) 1Al = i [(Az, z)|.

Demostracion. (a): Sea o(A) el espectro de A y consideremos la funcién v: C — R
definida como v(z) = |z|. La continuidad de v se sigue directamente de

[l20] = |2[] = [v(20) = v(2)] = |20 — 2]
Por el teorema 2.1.20, se tiene que o(A) es numerable. Consideremos
[AMil= mix v(z), |A= mix v(z),
o(A\{o} a(A\{0,A1}
El conjunto que resulta en cada paso es compacto y se cumple la existencia del maximo.
(b): Se deja de ejercicio mostrar que ||A[| < sup; |A;], es decir, [[A]| < [A;]. Ademis,
como ||[A]| > [|A¢1]] = |M1] (se ha conservado la notacién del teorema de 2.1.20), Por

lo que se tiene la igualdad.
(¢): Uno calcula que

méx (x, Az) > [(¢1, Ap1)| = [(d1, Md1)| = |A1].

llzll=1

Por otro lado,
|z, Az)| < [|Az] =] < [Allll=]* = [|A],
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que tomando el maximo se llega a lo buscado. O
Veamos una implicacién del resultado anterior.

COROLARIO 2.1.22. Para A € B(H) un operador compacto autoadjunto, lo siguiente
se cumple:

(a) Si M es un subespacio cerrado de H, entonces max,e v [(x, Az)| = ||[Pagr All.
(b) Si|A\1| = |A2| = |A3| = ..., es una enumeracidn de los valores propios de A,
entonces
An| = max |{(z, Az)|.

TE(P1,P2,50- s Pn—1)T

Demostracion. (a): Consideremos la restriccién Py A: M+ — M+ donde Py1 es
la proyeccién ortogonal sobre M= Se tiene que Py, A es acotado, pues es el producto
de un operador compacto y un operador acotado. Para verificar que es autoadjunto,
para x,y € M=+,

(y, Ppqr Az) = (y, Az) = (Ay, x) = (Ppr Ay, x) .
Luego, por el corolario 2.1.21 tenemos que

[Ppr Al = méx |(z, Py Ax)| = méx [(z, Az)|.
T Tt
z||=1 z||=1

(b): Sea M = span {ap}?;ll el espacio generado por los primeros n — 1 vectores

propios de A. Consideremos A = Al pqe. Asi, A: MLt = ML, pues AM*) ¢ M+
Puesto que A es compacto y autoadjunto, por el corolario 2.1.21 tenemos que

Aol = 4] = méx |(z, Az},
jall=1

como se queria. O

Antes de proseguir, comentemos que la representacién espectral de un operador
autoadjunto A = Y A\, |¢,)(¢n|, enunciada en el teorema de Hilbert-Schmidt es inica
en el siguiente sentido: Si {A1, Ag, ...} es el conjunto de valores propios no cero de A
distintos entre si y P, es la proyeccion ortogonal sobre el correspondiente espacio
propio asociado a A, entonces A = Y A, P,. Ciertamente, si A # 0 es cualquier
valor propio de A y ¢ un vector propio asociado con A, entonces
2

0= AT = )¢l = o = Ag? = [+ S APup = S APup = S P
n n n

Se deja al lector verificar que (Ap — Y iAPe, > (A — A)Pap) = 0y como
consecuencia de (9) obtenemos

ST = NPl HAR e = SR,
J J

de donde [A — A;|[[Pj¢ll = 0 para todo j € Ny ¢ =3, Pjp. Como ¢ # 0, existe jo
tal que Pj,¢ # 0y por tanto A = Aj,. Por consiguiente, para j # jo se cumple A # A,
y Pjp = 0, que implica ¢ € R(P},), es decir, en la segunda representacién aparecen
los valores propios no cero de A.

Lo anterior implica que A* =" AP, con k € N. Asi, seleccionando )\}/ ¥ como

la raiz de argumento mas pequeno, 0 < arg )\i/k < 27 /k, el operador (AY/RYE = A,

Definicién 2.1.23. Un operador A: H — H es positivo (o no negativo para
algunos autores) si (¢, Ap) > 0, para todo ¢ € H.

Como consecuencia del ejercicio P.2.1 es claro que todo operador acotado y positivo
es autoadjunto.
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TEOREMA 2.1.24. Para n > 2, cada operador compacto autoadjunto A € B(H)
tiene exactamente una raiz n-ésima AY™ que es un operador compacto cuyos valores
propios estan en

{z€eC:0<argz<2nm/n}.

En particular, cada operador compacto positivo tiene eractamente una raiz n-ésima
que es también un operador compacto positivo.

Demostracion. El operador AY" = >, )\;/”Pj con 0 < arg )\}/" < 2m/n tiene las
propiedades enunciadas. Si B =3 Mg (); es otro operador compacto autoadjunto con
las mismas propiedades, entonces

J J

Por la unicidad de la representacion utilizada se concluye que uj = A\; y Q; = P;.
Las desigualdades 0 < argp; < 27/n implican que p; = )\;/ "y consecuentemente
B = AY". Si A es positivo entonces Aj > 0, para todo j € N y la condicién
0 < arg /\;/n < 27 /n implica )\;/n > 0. O

Para un operador A compacto, tenemos que A*A es compacto, positivo y autoad-
junto. Se puede definir el valor absoluto de A como |A| = (A*A)%, que es la tinica
raiz cuadrada positiva de A*A. Es claro que |A| es un operador compacto y positivo.

TEOREMA 2.1.25 (Forma candnica para operadores compactos). Si A € B(H) es
compacto, entonces existen conjuntos (no mecesariamente completos) ortonormales
{on} v {én} y nidmeros reales positivos {\,} tales que A = Y A\p|on)(¢n|. Esta
expresion puede ser una suma finita o una serie que converge en norma. Los nimeros
{An} son llamados valores singulares de A.

Demostracion. Como A es compacto y autoadjunto, es claro que A* A, que es compacto
y positivo. Por el teorema 2.1.20, existe un base ortonormal de vectores propios {,, },
con {u,} los valores propios de A*A. Sean {p,} C {¢,} los elementos tales que
on & N(A), luego A* Ay, = pin@n v in > 0y, por tanto, para n € N, existe A, > 0
tal que A2 = pu,,. Para cada n € N, definimos ¢, = Ap, /N, y como (@, p,) = 0, si
m # n entonces {y,} forma un conjunto ortonormal. Asi, cada h € H se puede ver
como h =) amtm donde an = (Ym, h). Aplicando A en h obtenemos

=D AntmApmn/An =Y Antmdm -

Por lo tanto, A=) An|@m)(dm]-

Para ver la convergencia (en norma) de la serie; supongamos que {u,,} es un
conjunto infinito, entonces p,, — 0 y por ende )\, \, 07 lo que implica para todo
e > 0 que existe N € N, tal que si n > N entonces 0 < A\, < €. De esta manera, si
r € H yn > N, entonces

n 2 oo 2 oo
HA"’”—Z/\J‘@%@% = || X Nlepaies|| = Do Piles 2 Pligsl?
J=1 j=n+1 j=n+1
= > WPlenaP < Y Sleg )
j=n+1 j=n+1

=2 ) s o) =l

j=n+1
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La segunda igualdad se calcula directamente usando la ortonormalidad de {¢,} y la
dltima desigualdad es la de Bessel, utilizando el conjunto ortogonal {¢,, }. Por lo tanto,

HA_Z)‘J‘|¢J‘><'|<PJ‘ <e, n>N,
j=1 B(H)
de donde se concluye la demostracion. 0

Se puede verificar que, cuando P es un operador positivo, A es un valor propio de
P si y solo si VX es valor propio de v/P.

LEMA 2.1.26. Sean M, N C H subespacios de dimensidn finita. Sidim M < dim N
entonces ML+ NN # 0.

Demostracion. Como M+ @ M = H, entonces N N M+BN NM = N. Por lo tanto,
si M+ NN =0, se cumple que dim M = dim . O

El siguiente resultado es conocido como el principio del minimax.

TEOREMA 2.1.27. Sea A € B(H) compacto y positivo. Si A\y > Ag > A3 > ..., son
todos sus valores propios positivos (incluyendo multiplicidades), entonces
(30) Ap = min  mix (z, Az).
MeN — gept
dim M=n—1 llzll=1
Demostracion. Del teorema 2.1.20, existe una base ortonormal {¢,} para H, tal que
Apy, = M. Dado M un subespacio de dimensiéon n — 1, por el lema 2.1.26 existe
xo € span{¢y, -, bn} tal que zg € MLy |lzo| = 1. Si zg = > or_q akdy, entonces
lzoll® = >k laxl* =1y

<.’170,A$0> = Z)\k|ak|2 Z )\n Z |ak|2 = )\n>
k=1 k=1

de donde méx, . (x, Ar) > Ay, el maximo existe por el corolario 2.1.22.(a). Ademas,
[lz]|=1
por 2.1.22.(b) tenemos para My = span, {¢1,- - ,dn_1} que

An = méx (x, Ax) .
xe Moy
ll=ll=1

Por lo tanto, conjuntando ambas conclusiones llegamos a (30). O
Del teorema 2.1.27, se cumple que ||Az|? = (x, A*Az) = (z,|A|?z). Como los

valores propios de |A|? son los cuadrados de los valores propios de |A|, entonces hemos
probado lo siguiente.

COROLARIO 2.1.28. Para A € B(H) compacto, si Ay > Ay > ..., es una enumera-
cion incluyendo multiplicidades, de todos los valores propios positivos de |A|. Entonces

Ap = Ar}u'% mé}iHAa:H .
dim Me:nflrﬁgﬁ\il

2.2. La clase de traza. A partir de aqui, H representa un espacio de Hilbert
separable y por consiguiente, contiene una base ortonormal numerable.

Definicién 2.2.1. La traza de un operador positivo A € B(H) viene dada por

(31) tr(4) = Z<§0mA90n> )

n

donde {¢, } es una base ortonormal de H.
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Observacion 2.2.2. Note de (31) que tr (A) = >, (Apn, ¢n), ya que A es también
autoadjunto. Ademds, como (p,, Ap,) = (AY2p,, AY2p,) = ||A?p,|?, entonces

(32) tr(4) = 420

PROPOSICION 2.2.3. La traza de un operador positivo no depende de la base orto-
normal elegida.

Demostracion. Sean {¢,} y {1n} bases ortonormales de H y A € B(#) un operador
positivo. Por la identidad de Parseval,

1420 = 37 A 20 )Py 1A ]2 = 37 (A2, 00 7

De esta manera,

tr@(A) Z (Apn, on) ZZ| A1/2‘pn7wm>|

m

_ZZ‘ A1/2¢ Z|‘A1/2w —tr¢( )

m n

El intercambio de las sumas es vélido, debido a que sus términos son positivos. O
Lo siguiente muestra una propiedad de operadores compactos respecto a su traza.

PROPOSICION 2.2.4. Si A es un operador compacto, entonces tr (|A]) = >, A,
donde {\,} son los valores singulares de A, i.e., los valores propios de |A|.

Demostracion. Como |A|? = A*A es un operador compacto y autoadjunto, por el
teorema de Hilbert-Schmidt 2.1.20, existe una base ortonormal {¢,} de H tal que
|A|20n = finpn. De esta manera, |A|p, = A\,@n, con A\, = \/fi,. Por lo tanto,

n

como se queria. O

Ejemplo 2.2.1. Para a € H, defina |a)a| € B(H) como h — |a)Xa|h o equiva-
lentemente h + {(a, h) a. Este operador es un operador positivo con tr (|a)Xa|) = ||a||?.
Ciertamente,

(h.|a)al h) = (a,h) (a,h) = [(a, )", heH

lo que implica que el operador es positivo. Ademds, a =) an¢pn, con o, € Cy {¢n}
una base ortonormal de H. Asi,

tr (Ja)al) = D {pm. [afal om) = ZI pms )" =Y lam|* = ||al|?

m

Recordamos que un operador U € B(H) es isométrico (o isometria) si es invertible
tal que U~! C V* y unitario si U~! = V*. Ademds, U es una isometria parcial si
Ul () es una isometria.

TEOREMA 2.2.5. La traza de operadores positivos en B(H) cumple las siguientes
propiedades:
(a) tr (A+ B) =tr (A) + tr (B).
(b) tr (AA) = Atr (A), con A > 0.
(c) tr (U*AU) = tr (A), con U unitario.
(d) tr (V*AV) < tr(A), con V isometria parcial.
(e) Si0 < A< B entonces tr (A) < tr (B).
(f) Para A y B positivos, tr (AB) = tr (BA).
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Demostracion. Las propiedades (a), (b) y (e) son inmediatas. Para lo siguientes
puntos, dejamos al lector verificar de manera simple, que una isometria manda
bases ortonormales en bases ortonormales. (¢): Como U es unitario y {Ug,} es base
ortonormal, uno tiene de la proposicién 2.2.3 que

tr (U AU) = > (on, U AUg,) = Y (Uipy, AUg,) = tr (A) .

n n

(d): Como H = N(V) @ N(V)*, tenemos que V(®) = {Vy, : ¢, ¢ N(V)} es
una base ortonormal de R(V), si ® es una base ortonormal de H.. De esta manera,
completamos V(®) a una base ortonormal ¥ = {¢,,} de H. Por lo tanto,

r(VEAV) =3 (Vi AVipn) <3 (thn, Athy) = tr (4)

n

como se queria.
(f): Por la observacién 2.2.2 el operador AB es autoadjunto y

tr (AB) = Z(gom,ABgom) = Z(B*A*gom, Om) = Z(BAgam, ©m) = tr (BA).

m m m

O

Definicién 2.2.6. Decimos que un operador A € B(H) es de la clase de traza
si tr (JA]) < co. Denotaremos como L (H), a la familia de todos los operadores de la
clase de traza.

Es claro que A € L1(H) si y solo si |A| € L1(H). Ademds, de la proposicién 2.2.4,
para A € B(H) compacto, se cumple que A € Li(H) siy sélosi ) A, < oo, con {\,}
los valores singulares de A.

Ejemplo 2.2.I1. Del ejemplo 2.2.1 tenemos para a € H que |a){a| € L1(H).
Ejemplo 2.2.IT1. Para u,v € H, se tiene que |v)u| € L1(H) y ejproyector
tr ([[o)Xul]) = [[o lu] -

En efecto, el caso u = 0 es directo. Para u # 0, se verifica directamente que ||u|| ™" [u)(u]
es rafz cuadrada de |u)(u| y como |[v)Xu|* = |u)(v],

llo)ull* = Jo)ul™ [o)ul = [Jo]* [u)ul ,

es decir [Jo)ul] = [|v|| JJull " Ju)u|. Por lo tanto, del teorema 2.2.5.(b) y del ejem-
plo 2.2.1; se tiene que

e ([fo)all) = ol fhull ™ tr (ju)ul) = o] Ju] -

LEMA 2.2.7 (Descomposicién polar). Si T € B(H), entonces existen P,V € B(H),
con P positivo y V' isometria parcial, tales que

(33) T=VP.
Demostracion. Sea P = |T| = (T*T)Y? € B(H), que es positivo y para h € H,
(3 | PRI® = (Ph, Ph) = ((T*T)*h, (T"T)* )

— (T*Th, k) = (Th, Th) = | ThI?,

es decir, ||P|| = ||T|. Ahora, definimos V sobre R(P) como V(Ph) = Th ER(T)y
de (34) se sigue que V es isometria. Por lo tanto, si V es la extensién de V, tal que
V =0en R(P)*, se sigue que V € B(H) es isometria parcial y se cumple (33). O

Recordemos que un operador acotado A es una contraccidn si ||A]| < 1.
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Observacion 2.2.8. Un operador no trivial A € B(H) cumple que ||A] ™" A es una
contraccién. Ademds, un operador autoadjunto A € B(H) que es contraccién se puede
escribir como

1
A= §(U++U*)>

donde Uy = A 4 iv/I — A2 son unitarios y I — A2 es positivo.

LEMA 2.2.9. Todo operador lineal B en B(H) es una combinacidn lineal de cuatro
operadores unitarios.

Demostracion. En virtud de la observacién 2.2.8, es suficiente probar el resultado para
contracciones. Note que B = B + iBs donde

1 1
Blzf(B—i-B*) y By = (B—B*),

2 2i
los cuales son autoadjuntos en B(#) y contracciones, ya que B lo es. Por lo tanto, de
la segunda parte de la observacién 2.2.8 se tiene lo deseado. U

Lo siguiente muestra algunas propiedades basicas de la clase de traza.

TEOREMA 2.2.10. La clase L1(H) es un *-ideal de B(H), esto es:

(a) L1(H) es un subespacio vectorial de B(H).

(b) SiAe Li(H) yB e B(H), entonces AB y BA € L1(H). Esto significa que L1(H)
es un ideal bilateral de B(H).

(¢c) Si A€ Li(H) entonces A* € L1(H).

Demostracion. (a): Es claro que L1 (H) es cerrado bajo la multiplicacién escalar y para
mostrar que es cerrado bajo la suma; sean A, B € Li(H) y considere las siguientes
descomposiciones polares

(35) A+ B=U|A+ B|, A=V]|A4|, B =W|B|,
donde U, V, W son isometrias parciales. Note que
(@ns UVIAlpn) = (JAFV* Ugn, [Alben) |

donde {p,} es base ortonormal de H, y aplicando la desigualdad de Schwarz,
[laitvue,

1 1
2) 2 ( N 2) 2
n=1
Como U,V son isometrias, uno verifica que {V*Up,,} es un sistema ortonormal y por

consiguiente de (32), el lado izquierdo de (36) es < (tr (JA]))2 (tr (JA]))z = tr (JA]).
Anélogamente,

* 1
(en, U V] Alpn) < 1415 n

Entonces, dado N € N,

N N
(36) D llpa U'VIAlp)] < <Z

n=1 n=1

A2 o, ARV U,

N
" 1(pns UW[Blg,)| < tr (|B]) -
n=1

Asi, uno tiene de (35) que |A+ B|=U*(A+ B) =U*V|A|+ U*W|B| y

N N
> (en|A+ Blon) = > on, UVIA| + U*W|Blgy)|
n=1 n=1
N N
< en, U VIAlpn) | + Y [(n, U"W (Bl
n=1 n=1

Como N € N es arbitrario, tr (|4 + B]) < tr (JA]) +tr (|B]) < oo, i.e., A+ B € Ly (H).
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(b): Del punto anterior y del lema 2.2.9, basta demostrar este punto cuando B es
unitario. Note que (B*|A|B)? implica |[AB|? y por ende B*|A|B = |AB|. Similarmente,
|BA| = |A]. Por lo tanto, del teorema 2.2.5.(c), se tiene que AB, BA € Li(H).

(c): Sea A = U|A| la descomposicién polar de A. Entonces A* = (UJA|)* = |A|U*
y el punto anterior asegura |[A|U* € Li(H), teniendo en cuenta que A € Ly(H) si y
solo si |A| € Ly (H). O

Lo siguiente muestra una propiedad de los operadores de la clase de traza.
TEOREMA 2.2.11. Cada operador en A € L1(H) es compacto.

Demostracion. Demostraremos que A es limite de una sucesién de operadores de rango
finito. Considere una base ortonormal {p,} de H y para cada n € N, definimos el
operador de rango finito A,,: H — H, dado por

Ap =AY el |
j=1

Es claro que
|A, — A|| = sup ||A¢|, donde €, ={¢1,.. .7cpn}J‘ )
o

Ahora, para todon € Ny para todo ¢ € Q,,, con||v|| = 1, completamos {1, ..., Yn, ¥}
a una base ortonormal de 7, digamos {¢;} donde ¥; = ¢; parai < j < ny Yp41 = Y.
Como A € Ly (H) entonces \A|2 € Li1(H), es decir,

r(l4P) lez‘lwnll2 < 00.

Entonces,

> I Agsll+ [1A]* < Yl Avall?, o bien, [|Av||? < Z 1 Av; |
Jj=1 n

j=n-+1
Asi,
oo 3
sup Lv] < (2 Jawsl?) <e.
fa gt
Por lo tanto, ||A, — Al| < ¢, de donde A es compacto, al ser limite de operadores de
rango finito. O

Definicién 2.2.12. Para cada A € Li(H) definimos
[A[lx = tr (JA]) -

Es facil verificar que ||-||; es una norma en L (#). De hecho, al finalizar la prueba del
teorema 2.2.10.(a), obtuvimos la desigualdad del tridngulo.

Ejemplo 2.2.1V. Del ejemplo 2.2.ITI se cumple que
[lv){ullly = llullllvll, para todo w,v,eH.

COROLARIO 2.2.13. Si A € Li(H) entonces ||All; = >, An, con {A\,} como los
valores singulares de A.

Demostracion. Es directo del teorema 2.2.11 y la proposicién 2.2.4 O
LEMA 2.2.14. Para todo A € L1(H) se cumple || A| < |4 -

Demostracion. Como |A| € Li(H) es compacto y autoadjunto se tiene para los valores
propios {\,} de |A]| que A\ = |||4]]|. Por lo tanto, de los corolarios 2.1.21 y (2.2.13),
uno simplemente calcula que ||A| = A1 > Z;il)\j =||4]1. O
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Hemos demostrado que la clase de traza es un espacio lineal normado. Veamos que
también cumple lo siguiente.

TEOREMA 2.2.15 (Completez). La clase de operadores Li(H) es un espacio de
Banach con la norma ||-||1.

Demostracion. Por el lema 2.2.14 se cumple que si una sucesién {A,} C Li(H) es
||-]l1-Cauchy, entonces también es ||-||-Cauchy y por consiguiente existe un A € B(H)
tal que A, Il — A. Para {©,} una base ortonormal de H y n € N, tenemos que

n

D (i |Alps) = T > (s Amles) < lim_tr ([An]) = lim [|An|h < oo,
Jj=1 j=1

debido a que {||4;,]|1} es una sucesién de Cauchy de niimeros reales. También se usé
que la funcién valor absoluto es continua con la norma de operadores.
Ahora, dado € > 0, existe N € N tal que ||A, — A1 < €/2 para n,m > N. Asi,

|A = Al =tr (JA— Anl) = (05,14 = Amle;)

j=1
= dim (g, |4y — Amle;) <Hminfy (o), |4y — Amle;)
Jj=21 Jj=1
= liminf||A, — A1 <liminfe/2 <.
n—oo n—oo

Para la primera desigualdad hemos utilizado el lema de Fatou (ver [7, Lem. 4.1]) con
la medida de conteo. g

Lo siguiente muestra una propiedad de los operadores de rango finito sobre el espacio
de clase de traza.

COROLARIO 2.2.16. Los operadores de tango finito son ||-||1-densos en Li(H).

Demostracion. Si A € Li(H) compacto y [|A]1 = Z;‘;l Aj, entonces del teore-
ma 2.1.25, usamos la forma canénica A = 37 Ajlp;){(¢;], con {p;},{#;} conjuntos
ortonormales. Consideramos los operadores de rango finito, S, = 377 Ajl¢;){(#nl;
con n € N, y uno calcula que

180 — Sm-1ll, = Z)‘ |95) (5l — Z Ajloi)esll| = Z Ajlo) (el
1 J=m 1
SZA [l (wsllly = Z/\ 5 ||¢J||—Z/\

Por consiguiente, {S,,} es sucesién ||-||;-Cauchy y convergente a A. Por lo tanto, como
se cumple ||S, — Al| < [|S,, — All1 — 0, entonces [|A—A|| < [[A— S, +|Sn — Af — 0,
es decir, A = A. O

La pauta importante en la demostracion anterior fue la forma candnica de opera-
dores compactos, la cual servird para mostrar lo siguiente.

TEOREMA 2.2.17. Si A € L1(H) y {pn} es una base ortonormal de H, entonces
> nln, Apy) converge absolutamente. El limite es independiente de la base.

Demostracion. En virtud del teorema 2.1.25, existen conjuntos ortonormales {u;}, {v,, }
en H y nuimeros positivos {A,} tales que A = > Ay |vm)(Um|. De esta manera,
(Ons Apn) = > Am(Um, ©n)(@n, Um) ¥ aplicando el teorema de Fubini [7, Teo. 4.5],
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m <um7 <pn> <§0na U7n>

Z [{en, Apn)| =
<3 2 3 s @ s )

<> Am (Zlum,s@n ) (lemvm )
=D Anllumlllonl =D An = tr (JA) = 1Al -

2

Por lo tanto, las sumas >, (©n, A0n) ¥ Y 1 Am(Um, ©n) (¢n, Um) convergen absolu-
tamente. Ademds, podemos intercambiar el orden de las series siguientes:

Z Oy Apn) = Zz/\ (U s Pn){Pns Vm)
= Z Am Z U,y <Pn><§0na Um> = Z /\m<umavm> s

m

(37)

lo que prueba la independencia de las bases. O

Gracias al resultado anterior podemos definir el siguiente concepto, el cual es
independiente de la eleccion de la base.

Definicién 2.2.18. La transformacién tr: Li(H) — C definida por

oo

(38) tr(A) = (pn, Apn), A€ Li(H)

n=1

se llama la traza de A, donde {¢,,} es cualquier base ortonormal de H.

TEOREMA 2.2.19. La aplicacion (38) cumple las siguientes propiedades:
(a) tr: Li(H) — C es una funcién lineal.
(b) tr (A*) = tr (A4).
(c) tr (AB) = tr (BA) para A € L1(H) y B € B(H).

Demostracion. En virtud de las propiedades del producto interno, los puntos (a) y
(b) son directos. Ademds, del teorema 2.2.10, se tiene que AB, BA € Li(H) y como
consecuencia del lema 2.2.9, es suficiente mostrar (c), cuando B es unitario. Si {¢,}
base ortonormal en H, entonces también lo es {1, = B*p,} y, por lo tanto,

como se queria. O
Ejemplo 2.2.V. Para A =3 Ay, |vm) (Um| € Li1(H), descomposicion garantizada
por el teorema 2.1.25, donde {un},{V,,} C H son ortonormales y {A,,} nimeros
positivos, tenemos de (37) que
A) = Z A Uiy Oy )

m

En particular, si z,y € H entonces tr (|z)(y|) = (y, z).

PROPOSICION 2.2.20. Para A € Li(H) el mapeo tr (A(+)) : B(H) — C definido por
B tr(AB), es un funcional lineal acotado, con

(39) ltr (AB)| < [|A[l, [|B] -
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Demostracion. El funcional es lineal debido al teorema 2.2.19. Ahora bien, del teore-
ma 2.1.25 existen conjuntos ortonormales {u,}, {v,} C H y nimeros positivos {A\,}
tales que A =" Ay |Um) (Um]|. Asi, si {p,} C H es base ortonormal, entonces

ltr (AB)| = > {n, ABpu) | <33 Ao [t Bon)| [, (V]
<D Am (Z I<um»Bson>|2> (Z |<somum>2> =S N 1Bt | [
< A B = 1B Am s

de donde se tiene (39). O

Recordemos que para u,v € H, la aplicacién |v){u| es el operador lineal tal que
h +— {(u, h)v, para todo h € H.

PROPOSICION 2.2.21. Si F: H x H — C, donde F (JvXul|) es un funcional lineal
acotado, entonces existe un inico B € B(H), tal que F ([v)u]) = (u, Bv).

Demostracion. La forma C: H x H — C tal que C(u,v) = F (|v){u|) es sesquilineal y
acotada, pues |C(u,v)| < [|F| |Ju| [|v]]. Por lo tanto, del lema de Riesz 2.1.5, existe un
tnico B € B(H) tal que C(u,v) = (u, Bv). O

Permitanos denotar mediante So () al subespacio de Banach formado todos por
los operadores compactos de B(H).

TEOREMA 2.2.22. La transformacion L1 (H) — Seo(H) definido por B — tr (B(-)),
es un isomorfismo isométrico de L1(H) sobre Soo(H). Esto es L1(H) = Sso(H).

Demostracion. De la proposicién 2.2.20, el mapeo B — tr (B(+)) es acotado y

[tr (B() (s ()= < 1Bl

Veamos que el mapeo es sobreyectivo: dado f € (Soo(H))*, determina la forma
sesquilineal f (|u)(v]) y por la proposicién 2.2.21 existe un inico B € B(H) tal que

(40) f(ju){vl) = (v, Bu) = tr (Blu)(v]) .

Demostraremos que B € L1 (H), el funcional f = tr (B(:)) v |Bll1 = || fll(s.c (20))+-
Considere la descomposicién polar B = U|B| y {¢,} una base ortonormal de H.
Entonces de (40), tenemos que

N N N N
Z<‘an |Blen) = Z<U<PmB<Pn> = Zf(|B$0n><U§0n|) =f <Z|B§0n><U‘Pn|> ‘

n=1 n=1 n=1 n=1

N
Observemos que Y~ |Byy)(Ugy| es un operador con norma menor a uno, de rango

finito y por tanto compacto. Asi, Zﬁf:l(apn, |Blen) < || fll(sw(20))+» para todo N € N,
lo que implica B € L1(H) y [|Bll1 < |[fl(s.(20))*-

Es facil ver de (40) que tr (B(-)) = f(-) en los operadores de rango finito que son
||-||1-densos en (Soo(H))*, debido a la continuidad de tr (B(-)) y f(:), concluimos que
son iguales. Por lo tanto, || B[y < || fll(s. )+ < Bl O

En lo siguiente trabajamos con el dual de los operadores de la clase de traza.

TEOREMA 2.2.23. El operador B(H) — L1(H)* definido por B — tr (B(-)) es una
isometria sobreyectiva.
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Demostracion. Para la isometria, si A € L1(H) y B € B(H), entonces del teore-
ma 2.2.19 y de la proposicién 2.2.20, tenemos que |tr (AB)| = |tr (BA)| < ||A]l1||B]l,
de donde ||tr (B(-))||1, (%) < [|B]|. Para la otra desigualdad, uno calcula que

Bl = sup [y, Bz)|= sup [tr(Blz){y)
lll, llyll=1 llzll, [lyll=1
< sup e (BA)| = [[tr (BO) [z -
Al Ly (3))*
Por lo tanto [[tr (B(-))|l(z,#))+ = [IB]|. La sobreyectividad se verifica de manera

andloga al teorema 2.2.22. Dado g € (L1(H))*, se tiene una forma sesquilineal y por la
proposicién 2.2.21, existe un tnico operador B € B(H) tal que (v, Bu) = g (Ju){v|). Asi,
tr (Blu)(v|) = g (|u)(v]), para todo u,v € H, de donde obtenemos que los funcionales
continuos tr (B(-)) y ¢(-) coinciden en los operadores de rango finito que son ||-||1-
densos en Ly (H). Por lo tanto, tr (B(+)) = g(-), en todo Lq(H). O

Observacion 2.2.24. Es de interés senalar que a la unién de los teoremas 2.2.22 y
2.2.23, se le conoce como el Teorema de Schatten.

2.3. Operadores de Hilbert-Schmidt. En esta seccién veremos otra clase im-
portante de operadores en la fisica-matematica, que tienen propiedades anédlogas a la
clase de operadores Ly (H).

Definicién 2.3.1. Decimos que T' € B(H) es de Hilbert-Schmidt si tr (T*T') es
finita. La familia de todos los operadores de Hilbert-Schmidt se denota por La(H).

Observacion 2.3.2. Para {¢,} C H una base ortonormal, es directo verificar la
equivalencia de las siguientes condiciones:

(a) T € Ly(H).

(b) T*T = |T|? € L1(H).
(c) tr (|T]?) < oo.

(d) 3, 1Tl < oo.
(e) {lITenll}, C 2.

PROPOSICION 2.3.3. Todo operador de la clase de traza es de Hilbert-Schmidt, i.e.,
Li(H) estd contenido en Lo(H).

Demostracion. De la desigualdad de Cauchy- Schwarz, uno tiene para todo f € H que
(R £y = (i g2 £ < i ]
de donde se sigue que tr (|T|2> < |IT||tr (|T]) < oo. Por lo tanto, de la observa-
cién 2.3.2 se tiene que T € Lo(H). O
Una consecuencia del resultado anterior es |v)(u| € La(H), con u,v € H.
LEMA 2.34. Si A,B € Ly(H) entonces AB € Li(H).

Demostracion. Sean C = AB y C = V|C| su descomposicién polar. Utilizando la
desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos que

(¢n, |Clen) = (A" Vn, Bey) < ||Benll|A* Ve,

de donde
> (@i [Cles) < [ D_lIBwsI D 1A Ve, |?
j=1 Jj=1 Jj=1
< (e (IB?)* (tr (JAV%)* < (e (IB))* (er (JAF))*

pues |A*V[2 = V*|A]2V y tr (V*|A]?V) < tr (JA|?), por el teorema 2.2.10. Podemos
concluir que tr (|C]) < tr (|BJ?) tr (JA|?) < oo y por definicién C = AB € Ly(H). O
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Veamos algunas propiedades cruciales del espacio de Hilbert-Schmidst.

TEOREMA 2.3.5. El espacio Lao(H) es *-ideal de B(H). Esto es:

(a) La(H) es un espacio lineal.
(b) Si T € Lo(H) entonces T* € Lo(H), i.e, La(H) es cerrado bajo la adjuncion.
(c) Si A€ Ly(H) y B € B(H) , entonces AB € Ly(H) y BA € Ly(H).

Demostracion. (a): Sea A € Cy A, B € La(H). La cerradura bajo la multiplicacién
escalar se sigue de la linealidad de tr () y de que (AA)? = A\2|A|?. Ademss,

|A+B?=(A+B)*(A+B)=A*A+ A*B+B*A+ B*B,

donde cada sumando estd en Li(#H) por ser productos de elementos de Ly(#H) y como
L1 (H) es un subespacio de B(H) tenemos que |A + B|? € L1(H), como se queria.

(b): La descomposicién T' = U|T| cumple T* = |T|U* y |T*|?> = TT* = U|T|?U*.
Por lo tanto, tr (|7%?) = tr (U|T|*U*) < tr (|T|*) < oo, es decir, T* € Ly(H).

(c): Por el lema 2.2.9, basta mostrar la propiedad cuando B es unitario. Entonces,

[UAP = (UA)*(UA) = JA* vy |AU|* = (AU)*(AU) = U*|AU,
de donde se sigue que
trlUA]? = tr|A| y tr|AU]?> = trU*|A]*U = tr|A|*.

El resultado se concluye del teorema 2.2.10. O

Una consecuencia del resultado anterior es que en el espacio Ly(H), podemos definir
la forma (-, -), : La(H) x Lo(H) — C, dada por

(A,B), =tr(A*B), A,Be€ Ly(H),

la cual define un producto interno. Ademads, induce la norma | Al[, = /(A, A),, con
las siguientes propiedades:
(a) ||A||§ =tr (\A|2) = H\A|2H =>". A2, con {\,} los valores singulares de A.

1

(b) Dado cualquier base ortonormal {¢,} C H,

AL = " (on, A" Apn) = > | Agpnll?

n

LEMA 2.3.6. Para todo A € Ly(H) se cumple que ||A*||, = ||All,. Ademds,
(41) Al < [IAll, < [|All; -
Demostracion. Un célculo simple muestra que
. 2|
14l = 1A = flae]” = var,

Como [|A[|* = sup),—; (|[Az[|?), existe ¢ € A unitario tal que [[A[* — e < [|Agp|?, es
decir, [|A||? < [|Ag|]? + €. Si {p = 1,02, ¥3,...} es base ortonormal de H, entonces

1AI? <Dl Apal® + e = A3 +e.
n

Como ¢ es arbitrario, ||A|? < ||A]]3 lo cual prueba que ||A| < ||Al|2. Més atin, como
los valores singulares {)\,,} de A son positivos

=3 < (zx) A

que implica [[A[l, < ||A];. O
Hemos mostrado que Lo (#H) es un espacio lineal con producto interno.

TEOREMA 2.3.7. El espacio (La(H), (-, -),) es un espacio de Hilbert.
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Demostracion. La prueba es andloga a la de 2.2.10. Si {¢;} una base ortonormal de
H y {A,} una sucesién de [|-||2-Cauchy en Lo(H), entonces se tiene de (41) que es
|I-|l-Cauchy. De esta manera, existe A € B(H) tal que A, — A en la norma |||
Demostraremos que A € Ly(H) y que A, — A en la norma ||-||2. Note que
n n
2 y 2 y 2 . 2
;<‘Pjv |A| SDj> = lglnjzl“ﬁjy |Am‘ ‘Pj> < hnrlntr (|Am| ) = 117¥Ln||Am||2 ,

donde el limite existe debido a que {||A,[|3} es una sucesién de Cauchy en R. Asi,
tr (JA2) < limy, | Ap |2 < 00, ie, A € Ly(H).

Ahora bien, como {A,} es |]|-Cauchy, dado ¢ > 0 existe N € N, tal que
A, — Anll3 < €/2, cuando n,m > N. Luego,

1A = Apll3 = ZII (A= An)p;]I* = th\l Am)pi
< hmZ:II %HQ =lim[|A, — A |3 <e,

donde en la primera desigualdad hemos usado el lema de Fatou (ver [7, Lem. 4.1]) con
la medida de conteo. g

(5]
converja en norma a A, es que A*A = |A|? € L;. Esto ciertamente se cuample en Ly (H)
y se cumple lo siguiente de manera simple.

En la prueba del teorema 2.2.11, el argumento esencial para que A,, = Z?ZlA\goj)

TEOREMA 2.3.8. Todo operador en Lo(H) es compacto.
Permita mostrar una propiedad de densidad en el espacio de Hilbert-Schmidst.
COROLARIO 2.3.9. Los operadores de rango finito son ||-||2-densos en La(H).

Demostracion. Si A € Lo(H) entonces es compacto y por el teorema 2.1.25, existe
{An} C Ry conjuntos ortonormales {¢,}, {¢n} C H, tales que A =3 \p|pon) (¥n].
Asi, |A3 = 32,07 v

= Z )\7L|‘Pn><¢n| = Z /\EL—>0,

2 n>N+1 5 n=N+1

N
A— Z/\n|<?n><1/)n|
n=1

que muestra la densidad de los operadores de rango finito. (I

Veamos en lo siguiente algunas propiedades de Lo(H), cuando H = La(M, pt). En
lo que resta de la seccién, (M, i) representa un espacio de medida o-finita.

LEMA 2.3.10. Si K € Lo(M x M, pu x u), entonces el operador
AKZ LQ(M, M) — LQ(M, /1,)

o= [ K(x,y)e(y)du(y),
M

estd bien definido y [[Ax || < ||K ||, xa ) -

Demostracién. Definimos a f: M x M — C como f(z,y) = |K(x,y)|>. Debido a que
K € Lo(M x M, u x ) y por Fubini, existe un conjunto 2 tal que u(2) = 0 y para
todo x € M\ Q, f(x) € L1(M,p), esto es |K(z,-)|?> € L1(M,u(y)), lo que significa
que K(z,-) € Lo(M, p(y)), es decir

1
2

( MIK(I,y)IQdﬂ(y)> < o0,
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para z € M \ Q y en consecuencia

‘/my v)duly /|ny>|\so<>|du<>

<[ wiwtan)’(f o)

esta ultima por lema de Schwarz. De esto se sigue que

’/Kwy y)duly /IK:vadu /Icp )[dp(y)
K(z,y)p(y)du(y) //IKﬂcylzdu )dp(x /Iw )Pdu(y)

M
/ |Acp(@)|*dp(x) S/ |K (z,y)[*dp x u/ lo(y)[*duly) .
M M x M M

Esta desigualdad muestra que Ax € Lo(M, p) y [Axel3 < [lel?[IK]7,- O

y ademas,

J,

es decir,

Veamos extensiones de bases en espacios producto.

LEMA 2.3.11. Si{@,} esuna base ortonormal de Lo(M, 1) entonces { @, (), 0m(y)}
es una base ortonormal para Lo(M X M, u X ).

Demostracion. Uno calcula que

/ en(@)om (Y)er (@)ps (y)du x p = / en(@)py(@)dp(z) / em(Y)es(y)du(y) ,
MxM M
de donde se sigue que

(n(@)om (), or(@) s (1)) = (or(x), on (@) (m(¥), 5 (¥)) = Srndms ,

es decir, {on(z),m(y)} es ortogonal.
Ahora bien, para f(x,y) € Lo(M x M, u x p) tal que

/ or(@)pi(zy) f(z,y)du(x)du(y) =0,
M x M

se sigue del teorema de Fubini [7, Teo.4.5] que

/M (/M or(z) f(l',y)d/l(l'))gpl(y)dﬂ(y)‘

Como {¢;(y)} es base ortonormal de Lo(M, pu(y)) lo anterior implica que

/ ov@) T p)du(z) =0, ¥n,meN,
M

excepto para y € S, C M, donde p(S;) = 0. Para y ¢ |J, Sk, existe Ry, C M tal que

/ @@, g)dp(z) = 0
M

excepto en R, con pu(R,) = 0. Ahora, como {¢x(x)} es base ortonormal de Lo(M, )
de donde f(z,y) =0, p-c.d. En consecuencia f(z,y) =0 u x p-c.d.,

?= 24 = I 20 )dp = [ 0du.
112 = [ V)P /N(/N v, (@ 3) u)u | o

Por lo tanto, f =0 u x p-c.d, de donde se sigue la completez de la base. (]

Veamos dos consecuencias simples del resultado anterior.
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COROLARIO 2.3.12. Todo K € Lo(M X M, p x 1) se puede escribir como:

K= Zanm@n(x)@m(y) ’

donde ctnm = (Pm, AKPn) Lo (M ) 0N los coeficientes de Fourier en Lo (M x M, jux ).

Demostracion. Del lema 2.3.11, se cumple que {@,,¢m} es base ortonormal para
Lo(M x M, p x u). Entonces, los coeficientes de Fourier son:

K = (@rpm, K) = /MXMKm,y)son(x)som(y)du g

= / / K(2,y)on(@)om(y)dp(z)du(y)
M JM

_ / [ K (@, y)on(@)du(@) | om@)du(y)
M M

— / (Aren) (W) om(y)du(y)
M

= <§0ma AKSDn>L2(M,H) = Onm ,
de donde se sigue la afirmacién. ([
El resultado anterior exhibe una descripcién de los operadores en Lo (M X M, pu X ).

COROLARIO 2.3.13. Sea K € Lo(M x M,ux ) y Ak : Lo(H) — La(H), dado por

(Axe)( /Ky du(y)

Entonces, A estd en La(La(H)) y |Axlle = K| yaxan) -

Demostracion. Mediante unos calculos simples, uno tiene que

1A (13 = tr (| Ax]?) ZIIAKS%IILQ Y > HAken, )l
= ZZIQWI2 = K|z, < oo,

pues K € Ly(M x M). Por lo tanto, Ax € Lo y || Ak |3 = ||K||L2 (Mx M) O

Concluimos la seccién con una caracteriza a los elementos de Hilbert-Schmidt.

TEOREMA 2.3.14. Un operador A € B(Lo(M, 1)) es de Hilbert-Schmidt si y sdlo si
existe un funcion K € Lo(M x M, p x u) tal que

z) = /M K ()1 (4)du(y)

y ademds, ||Al|3 = [, 1K (z,y)Pdu x p.

Demostracion. Por el corolario 2.3.13 tenemos que K +— Ay es una isometria de
Lo(M x M, x p) en La(H) y por consiguiente su rango es cerrado. Mostraremos
que contiene a los operadores de rango finito y junto con la densidad de estos en Lo,
obtendremos que la imagen del mapeo K — Ay estd en Lo.

Para R = |¢) (1| con ¢, ¢ € H, se tiene Kr = ¢(x)1(y). Por consiguiente tenemos
que Kr € Lo(M x M). En efecto,

KRIZ, tan = 9@ 0@ | Laarsan = / () B) 2y x
M x M

— [ te@Pauto) [ owPauts) = lel3lolB < 0.
M M
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De esta manera,

(Ax f) () = / @) D@) f (4)duly) = () / D) ()dp(y)
M M
= (@) (o) = [(I@WJI)J‘] (@).

Por lo tanto, como los proyectores generan a los operadores de rango finito y estos
son Hilbert-Schmidt y densos, se concluye que cada operador de rango finito viene de
algin Kp. O

Puede profundizarse el estudio de estas clases de operadores en [4, Cap.11], [13,
Cap.4] , [19, Ap. A], [20, Cap. 6], entre otros.

Problemas de la seccidn.

pP.2.1 Sea A € B(H). Demuestre que A = A* si y solo si (x, Ax) € R.

P.2.2 Muestre que T : H — H es compacto si y solo si toda sucesién {z,}, tal que
[lzn|| <1 satisface que la sucesién {T'x,}, tiene una subsucesién convergente.

P.2.3 Muestre que T : £2 — (2 definido por T(z,), = (7,/2"), es compacto.

P.2.4 Muestre que T : % — (P, 1 < p < oo, definido por T(z,)n = (zn/n)n es
compacto.

P.2.5 SiT esun operador lineal compacto en un espacio de Hilbert infinito dimensional
tal que su inverso T~' existe y estd definido en todo H, muestre que T~! no
puede ser acotado.

P.2.6 T es compacto si y solo si T*T es compacto.

P.2.7 Encuentre los valores propios del operador T;, : R® — R™ definido por

Tl T2 I3 Tn—1

To(z)=(0,—, 5o = (z1,... R™.
n(x) <07 17 2) 3a an_1> 5 con T (371) 71‘”)6

P.2.8 Sean E,F espacios de Banach y T : E — F un operador lineal acotado
compacto. Suponga que el rango de T es cerrado.
a) Pruebe que T es de rango finito.
b) Si ademés N (T) < oo entonces dim E < o0o.

3. OPERADORES LINEALES NO ACOTADOS

Los operadores no acotados en espacios de Hilbert son de gran interés en la fisica-
matematica y en particular en la mecanica cuantica. La parte esencial de esta secciéon
estd dedicada al estudio de los operadores lineales no acotados [18, 4, 19, 20]. De
hecho, esta seccién es una introduccién a la teoria de operadores lineales generales en
espacios de Hilbert.

3.1. Preliminares. Para un espacio de Hilbert separable (H, (-,-)) sobre el campo
de los nimeros complejos C, decimos que una aplicacién T: D(T) C H — H es un
operador lineal en H (o simplemente operador), si para cada f,g € D(T) y «, 8 € C,
se cumple que T(af 4+ Bg) = oT f + Tg, donde

D(T):={feH : TfeH} R(T)={Tf: feDT)}
N(T) = {f € D(T) : Tf =0}

representan el dominio, rango y nucleo de T, respectivamente. Ademas, es sencillo
verificar que estos conjuntos son lineales en H.
Para operadores lineales T',.S en H, el dominio del operador T + S viene dado por

DT+ S)=D(T)ND(S)
y actua como (T + S)f =Tf+ Sf. Ademés, el dominio del operador T'S es
D(TS)={feD(S): SfeDT)}
donde TSf =T(Sf).
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Decimos que T'[¢ es el operador T con dominio restringido a un conjunto lineal
C C D(T). En este sentido, T C S si S[p(r) = T y en este caso se dice que S es
extensién de T (o T es restriccién de S). Asi, T' = S significaque T C Sy S CT.
Recordemos el producto interno en H, induce la norma

I-]:H—=R

fe VT

Ademés, decimos que un operador T es acotado si existe ¢ > 0 tal que ||Tf| < ¢ ||f],
para todo f € D(T).

(42)

Ejemplo 3.1.I (Operador funcional). Sea M un conjunto lineal en H y un
elemento no cero g € H. Considere un funcional lineal no continuo F: M — C 'y
defina el operador lineal funcional

Tp: M — span {g}

(43)

f=F(f)g
Afirmamos que el operador (43) no es acotado. Ciertamente, como F' no es continuo
existe {f,} C M, con ||fn]] = 1, tal que 0 # |F(fn)| — oo. De esta manera,
1T full = |E(f)l llgl] = oo, como se queria.

PROPOSICION 3.1.1. Un operador T en H es acotado si y sdlo si es uniformemente
continuo en su dominio, con respecto a la norma (42).

Demostracion. Si existe ¢ > 0 tal que | Tf]| < c| f]|, para todo f € D(T). Entonces,
para todo € > 0, con ||f — g|| < €/¢, se cumple que

ITf =Tyl =IT(f =gl <cllf —gll <e, Vf,geDT)

lo que implica que T sea uniformemente continuo en su dominio.

Por otra parte, si T es uniformemente continuo en D(T), existe § > 0, tal que si
[I£Il <& entonces | Tf]| < 1. Asi, para f € D(T) distinto de cero, g = df/ || f|| cumple
llgl| < 6 vy, por lo tanto,

1 1
11l =5 1A Tgll < S A
de donde se sigue que T es acotado. O

La norma de un operador acotado T viene dada por

_ [l
1T = ;
renmy, Il
F#0
la cual cumple las siguientes equivalencias:
T'= suwp |[Tfll= sup |Tf|= sup [T
feD(T), f € D(T), f €D(T),
lfll=1 lflr <1 llfll <1
(44)
= sup  [(g,Tfl= sup  [g,Tfl=  sup  [g,Tf)|.

f,9 € D(T), f,9 € D(T), f,.9 € D(T),
£ gl =1 £ llgll < 1 £ gl < 1

Recordamos que B(H) es el conjunto de todos los operadores acotados con dominio
todo H. Este conjunto es un espacio lineal normado, donde se definen tres tipos de
convergencia de la siguiente manera. Para T, T}, T, - - - € B(H), decimos que:

1. {T,,} converge uniformemente a T, denotado por T}, 5 T o por

wlm T, =T, si |T—T,|—0.
n—oo

2. {T,,} converge fuertemente a T, denotado por T, =5 T o por
s lim T,, =T, siparacada feH, |Tf—-T.f|—0.

n— oo



ELEMENTOS MATEMATICOS DE LA MECANICA CUANTICA 189

3. {T,,} converge débilmente a T, denotado por T,, — T o por
w- lim T, =T, siparacada f,geH, (g, Tf—T,f)—0.

n—oo

La convergencia uniforme implica la convergencia fuerte y la convergencia fuerte
implica la convergencia débil.

Un operador T en H es invertible si tiene nicleo trivial, cuya inversa se denota por
T1, la cual resulta un operador lineal en H con D(T~1) = R(T) y R(T~') = D(T).

Note que 7! también es invertible y (T’l)_1 = T. Ademis,
(45) T'T=Ilpqy v TT " =Ilr.
PROPOSICION 3.1.2. Si T y S son invertibles, entonces T'S también lo es y
(18)" =57t

Demostracion. El operador T'S es invertible, pues N (T'S) C N (T) UN(S) = {0}.

Luego, si f € D((T'S)™1), entonces existe g € D(S) tal que Sg € D(T) y T'Sg = f.

De esta manera, f € R(T) = D(T)~ !, de (45) se tiene que Sg = T~ 1f, es decir,

T-'feR(S)=D(S™ 1) yg=S"'T"1f lo que implica (T'S)~! € S~IT~!. Para la

otra inclusién, como S~!,T~! son invertibles, también lo es S~'T~! y de lo anterior
(st Y ()TN (s) T =Ts,

es decir, S71T~1 c (T'S)™", de donde se concluye la afirmacion. O

Lo siguiente muestra una caracterizacién de la inversa acotada de un operador.

TEOREMA 3.1.3. La inversa de un operador T en H existe y es acotada si y solo si
eziste ¢ > 0 tal que

(46) ITfI = cllfl, VfeDT).

Demostracion. Es claro de (46) que N(T) = {0} y por lo tanto existe T~1. Substitu-
yendo T'f = g en (46), uno obtiene que

(47) gl >c||[T7g|| ., VgeD@T")=R(T),

es decir, T~ es acotado. Inversamente, si T~ ! existe y es acotado, entonces se satisface
(47), que haciendo f = T !g, se llega a (46). O

3.2. La gréfica de un operador. En lo siguiente abordamos el tema de la gréfica
de un operador lineal, de manera anédloga a [4, Cap. 3]. Sea HOH la suma ortogonal
de dos copias de H (c.f. [4, Sec.2.3]), es decir,

(48) H@H::{@) ;f,geH},
que es un espacio de Hilbert con producto interno

(49) (D)) =trm+wm . (1).(h) enon.

El producto interno (49) induce la norma
2
H(QH =117+ gl , (g) c HoH

la cual es equivalente a la norma H (g) H = || f|| + |lg|l- Puntualizamos que la conver-

gencia en HEH implica la convergencia en cada una de sus entradas.
La gréfica de un operador lineal T en H viene dada por

6(1):={(f;) e Hon : feDM)},

que resulta ser un conjunto lineal en HGH.
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Ejemplo 3.2.1 (Continuacién de ejemplo 3.1.I). La gréfica del operador (43) es
_ foy.
G(Tr) = {(rdpyy) : M}

Lo siguiente exhibe una condicién necesaria y suficiente para que un conjunto lineal
en H@H sea la gréifica de un operador lineal.

PROPOSICION 3.2.1. Un conjunto lineal G C H®H resulta ser la grdfica de un
operador lineal si y solo si

2 (s 7=0)={()}.

Demostracion. Suponga que (50) se cumple y considere las aplicaciones lineales

m,p: G — H tales que
Q=1 =0 ()es

1

De este modo, kerm = {(8)} y se verifica que T = pr~" es un operador lineal con

D(T) = nG. Por lo tanto, G(T) = G. La prueba inversa es directa. O
Para efectos practicos, introducimos las aplicaciones U, W: HOH — HEBH como

o1 i) =) ¢ W)= (%) () nen

las cuales son operadores lineales que satisfacen U2 = I = —W? y UW = —WU.
Mediante contencién de conjuntos, lo siguiente se cumple de manera sencilla.

PROPOSICION 3.2.2. Para dos operadores T, S, se sigue lo siguiente:
(a) T C S siysdlosiG(T)C G(S).
(b) Si T es invertible, entonces G(T~1) = UG(T).

Para un conjunto lineal G C H@H, denote el conjunto lineal

—g:={(/,) enan: (HYeg}.

PROPOSICION 3.2.3. Si G C H®H es un conjunto lineal, entonces:

(a) (WG)*+ = W(GH). (c) (UG)* =U(GH). (e) UG =W?*G=G.

(b) WG = WG. (d) UG = UG. (f) UWG = WUG = —G.

Demostracion. Note que (g) € (WG)* siy solo si V(Z) e WG, (_kh) egy

(%) (5)) ={G) () =0

si y solo si (f]f) € (G)*, o bien (g) € W(G)*. Esto prueba el punto (a). Ahora,

- 1\t L =

WG = (wa)")" =w((g*)") =wg,
es decir, (b). Los puntos (c),(d) se siguen de manera andloga y (e),(f) se siguen
directamente de la definicién, notando que G es conjunto lineal. O

Recalcamos que dos conjuntos lineales F y G son linealmente independientes si
F NG = {0}. A partir de aqui usaremos la siguiente notacién, que serd de gran
utilidad en resultados posteriores. Para F y G subconjuntos lineales en H, denotamos

Fi+G={f+g:feF,geGy FnG={0}}.
(52) F&G:=F+G talque FCG*.
FoG=FngG*.

Las notaciones +,® y ©, representan la suma directa, suma ortogonal y diferen-
cia ortogonal, respectivamente.
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Observacion 3.2.4. En espacios lineales normados, la suma directa es representada
por . No obstante, cuando la norma proviene de un producto interno, la suma directa
que ademads es ortogonal se enfatiza con esta misma notacion.

Dado cualquier conjunto lineal 7 C H, de (52) se sigue que F+ = H © F, es decir
(compare con observacién 1.3.4),

(53) H=FaF.

La notacién (52) en el contexto de operadores lineales nos estaremos refiriendo a
su grafica en el espacio de Hilbert HOH.

Observacion 3.2.5. Para que T y S sean linealmente independientes es necesario y
suficiente mostrar que si f € D(T) N D(S) tal que T'f = Sf, entonces f = 0.

La siguiente afirmacién es directa.

COROLARIO 3.2.6. Para T y S operadores lineales se cumple lo siguiente:
(1) Si D(T) y D(S) son linealmente independientes, entonces también lo son T y S.
(2) Si D(T) y D(S) son ortogonales al igual que R(T) y R(S), entonces T y S son
ortogonales.

3.3. Operadores cerrados y cerrables. Los operadores cerrados juegan un papel
muy importante en la clase de los operadores no acotados. La propiedad de ser cerrado
(o més precisamente cerrable) sirve como sustituto de ser acotado. Iniciamos con la
nocién de operador cerrado.

Definicién 3.3.1. Un operador T en H se dice ser cerrado (escribimos T = T,
si para cualquier sucesiéon {f,} C D(T) tal que f, — fy Tfn, — g, implica que
feDMyTf=g

Observacion 3.3.2. Decir que un operador 1T es cerrado es equivalente a decir
que su gréfica G(T) es cerrada en HOH. Esto es claro debido a que una sucesién

{(jf}ln)} C G(T) converge a (g) siysolosi {fu,} CDT)y fun—f, Tfn—g-

TEOREMA 3.3.3. Sea T un operador acotado. Entonces T es cerrado si y solo si
D(T) es cerrado.

Demostracion. Suponemos que T cerrado y sea {f,} C D(T), tal que f, — f. Dado
que T es acotado, se tiene que {T'f,} es de Cauchy y, por lo tanto, convergente,
debido a la completez de H. Esto implica que f € D(T), es decir, D(T') es cerrado.
Inversamente, para {f,} C D(T) tal que f, = fy Tf, — g, como T es acotado con
dominio cerrado se tiene que f € D(T') y existe ¢ > 0 tal que

ITf =gl = Mm | T(f = fo)l < ¢ lm |[f = ful =0,
n—oo n—oo
de donde se sigue que T es cerrado. O

Debido al teorema 3.3.3, se tiene que cada operador en B(H) es cerrado. Adem4s,
para « € C, los operadores T'y oT son cerrados simultdneamente.

TEOREMA 3.3.4. Si T es cerrado y S es cerrado y acotado, entonces T+ S y TS
son cerrados.

Demostracion. Considere {f,} € D(T +5), tal que f, = fy (T + S)fn — g. Del
teorema 3.3.3 se sigue que f € D(S) y como S es acotado, entonces es continuo (ver
proposicién 3.1.1), es decir, Sf,, — Sf. Ahora bien,

1) = (, Lsp)| =150 = P04 1T Fu 4+ S0 = g+ S5 = Sl
<o = FI+ T+ S)fu — gll + 1S — SFIl = 0.
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Como T es cerrado, se tiene (g —fo) € G(T), es decir, f e D(T) yTf =g—Sf.

Por lo tanto, f €e D(T 4+ S) y (T'+ S)f = g. La implicacién T'S es cerrado, se deja de
ejercicio (ver problema P.1.2.8). O

El teorema anterior es de gran utilidad en la teoria espectral de operadores, ya que
en general la suma de dos operadores cerrados no siempre es cerrado.

Observacion 3.3.5. Si existe la inversa de un operador T', entonces se puede verificar
que G (T‘l) = UG(T). Por consiguiente, de la proposicién 3.2.3 se tiene que T y T~ *
son cerrados simultaneamente.

TEOREMA 3.3.6. Si T es cerrado, entonces N'(T) es cerrado en H.

Demostracion. Si {f,} € N(T) es tal que f,, — f, entonces es claro que T'f,, — 0.
Asi, f € D(T) y Tf =0, debido a que T es cerrado. Por lo tanto, f € N(T). O

El siguiente resultado es de gran interés y es conveniente que su demostracion se
posponga hasta la seccion 3.4.

TEOREMA 3.3.7. Si T es cerrado con dominio cerrado, entonces T es acotado.
Observacion 3.3.8. Debido a los teoremas 3.3.3 y 3.3.7, basta que un operador T
cumpla dos de las siguientes afirmaciones para que cumpla la tercera.
(a) T es cerrado. (b) D(T) es cerrado. (¢) T es acotado.
COROLARIO 3.3.9. Sea T un operador invertible y cerrado. Entonces R(T) es
cerrado siy solo si T~ es acotado.

Demostracion. Tenemos de la observacién 3.3.5 que el operador T~ es cerrado. Por
lo tanto, de la observacién 3.3.8 se concluye que D(T~!) = R(T) es cerrado si y solo
si T~ es acotado. O

La siguiente afirmacién complementa el corolario 3.3.9.
COROLARIO 3.3.10. Sea T un operador que satisface
ITfI = ellfll, e>0,9feDT).
Entonces, T es cerrado si y solo si R(T) es cerrado.

Demostracion. Del teorema 3.1.3, el operador T! existe y es acotado. Entonces, T
es cerrado si y solo si T~ ! es cerrado, que del teorema 3.3.3 equivale a decir que
R(T) = D(T!) es cerrado. O

Es claro que G(T') no es cerrado en HGH si T no es cerrado. Es natural considerar
el conjunto lineal G(T') y surge la cuestién de si G(T') es la gréfica de un operador, es
decir, si satisface (50).

Definicién 3.3.11. Un operador T en H se dice cerrable si G(T) es la grafica de
un operador, el cual se denota por T y representa la cerradura de 7.

La cerradura de un operador cerrable es extension del operador. Ademas, si 7' C S
y S es cerrado, entonces T es cerrable y T C T' C S. Asi, T es la minima extensién
cerrada de T. Mds atn, se sigue directamente de la definicién 3.3.11 que

(54) G(T)=G(T)

PROPOSICION 3.3.12. Un operador T es cerrable si y solo si para {f,} C D(T) tal
que fr, =0y Tf, — g, se tiene que g = 0.

Demostracion. Se sigue de la porposicién 3.2.1, notando que G(T') es grifica de un

operador si y solo si G(T') 3 (2) = (8), es decir, g = 0. 0
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Observacion 3.3.13. Todo operador acotado es cerrable. En efecto, si T es acotado
entonces para {f,} C D(T) tal que f,, = 0y Tf, — g, entonces existe ¢ > 0 tal que

lgll = Mm ||Tf.| < ¢ lim |[fu]] =0.
n—oo n—oo
Por lo tanto, de la proposicién 3.3.12 se tiene que T es cerrable.
Es claro que un operador cerrado es cerrable, o bien, no cerrable implica no cerrado.

Ejemplo 3.3.1 (Continuacién de ejemplo 3.1.I). El operador funcional (43) no es
cerrable. En efecto, considerando la sucesién {f,} C M del ejemplo 3.1.1 y haciendo
hp, = F(fn)flfn, uno calcula de manera sencilla que h,, — 0y

Trhy = F(ha)g = F(fa) ' F(fa)g =9 #0,

lo cual implica de la proposicién 3.3.12 que T no es cerrable.

COROLARIO 3.3.14. Si T es cerrable y S es acotado, entonces T + S es cerrable y
T+S=T+S.

Demostracion. Sea {f,} € D(T +S) tal que f, = 0y (T + S)f, — g. Como S es
acotado y {fn} C D(S) entonces Sf, — 0. Ademds,

1T fn = gll = (T + S)fn — g = Shull < (T + ) fn — gl + [[SFull = 0,

es decir, T'f,, — g y como T es cerrable, de la proposicién 3.3.12 se tiene que g = 0.
Por lo tanto, T+ S es cerrable. Ahora bien, como S es acotado entonces es cerrado y
del teorema 3.3.4 se tiene que T+ S es cerrado. Ademds, es claro que T+S C T+S, lo
que implica T + S C T+ S. La otra contencién se logra remplazando a los operadores
TporT+SyS por —S. O

3.4. El adjunto de un operador. Veremos que la existencia del adjunto de un
operador lineal, depende de la densidad de su dominio en el espacio de Hilbert.
No obstante, esta condicion de densidad se puede relajar a través de los llamados
operadores multivaluados [9].

Abordaremos la nocién del adjunto de un operador lineal en dos enfoques. El
primero es analitico y se basa en su definicién directa, mientras que el segundo es
geométrico y este estd relacionado con el estudio de su gréfica.

Cabe recalcar que un operador T en H se dice ser densamente definido en H
si D(T) = H. Para h € H consideremos el funcional lineal definido sobre D(T),
como Iy (f) = (h,Tf). Este funcional puede ser continuo para alguna h € H y como
consecuencia del teorema de representacién de Riesz [14, Sec. 3.8], I (f) = (k, f), con
k € H. Esta representacién es tnica siempre que D(T) = H.

Definicién 3.4.1. Para un operador densamente definido 7', el operador adjunto
T* es aquel cuyo dominio viene dado por

(55)  D(T*)={h e :3keHtal que (h,Tf) =k f),VfeDT)},

de tal manera que T*h = k y se satisface la relacién (h, T f) = (IT"*h, f). Al operador
T* usualmente se le conoce como el adjunto de T

Observacion 3.4.2. La condicién de T al ser densamente definido no se puede relajar
para definir el adjunto de un operador lineal de manera clésica. En efecto, si D(T') # H
entonces existe un elemento no trivial k L D(T). Asi, (T'f,0) =0 = (f, k), para todo
f € D(T), es decir T*0 = k, que resulta contradictorio en teoria de operadores.

El enfoque geométrico del operador adjunto se basa en lo siguiente.

LEMA 3.4.3. Para T un operador en H se tiene que [WG(T)]* es la grdfica de un

operador si y solo si D(T) =H.
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Demostracion. Es sencillo verificar que un elemento (2) es ortogonal a WG(T') si y

solo si h L D(T). Por lo tanto, [WG(T)]* satisface (50) si y solo si D(T) = H. O

En lo que resta de esta seccién, suponemos que T es un operador densamente
definido y mostraremos algunas propiedades sencillas del operador adjunto.

TEOREMA 3.4.4 (enfoque geométrico del adjunto). El adjunto de un operador T
satisface lo siguiente:

(56) (WG(T)|*+ = G(T™).

Demostracion. Para h € D(T*), f € D(T), uno de manera simple verifica que

(T}*Lh> € G(T*) si y solo si <(Tzh),W<Tff)> =0, es decir (Tffh) € [WG(T))+. O

El lema 3.4.3 y teorema 3.4.4 implican que T™* es un operador cerrado. Ademas, si
T es cerrable, entonces de la proposicién 3.2.3, de (54) y (56), se sigue que

G (T7) = [Wg (T)* = [Wg(D)]* = 4(T"),

es decir, T =T*.
El siguiente resultado aborda la cuestién de la existencia del doble adjunto.

TEOREMA 3.4.5. Una condicion necesaria y suficiente para que T sea densamente
Y p q

definido es que T sea cerrable. En tal caso, T** = (T*)* existe y T** =T.

Demostracion. Se sigue de las propiedades de la proposicién 3.2.3 y de (56) que

€

N 1
(57) WG(T™)]" = [WIWG(T)I*] ™ = [[6(T)}] " = G(T).
Por lo tanto, se sigue del lema 3.4.3 que T* es densamente definido si y solo si
[WG(T*)]" = G(T) es la grafica de un operador, es decir, T' es cerrable. En tal caso

se sigue de (54), (56) y (57) que T** =T. O

Ejemplo 3.4.1I (Continuacién de ejemplo 3.1.I). Suponemos que el conjunto lineal
M del ejemplo 3.1.1 es denso en H y mostraremos que el adjunto del operador funcional
(43) no es densamente definido y T = 0[ 3.

Como el producto interno es continuo y F' es discontinuo, uno tiene que la aplicaciéon

f= hTf)=F(f) (h,g)

es continua siy solosi h L g. Asi, (h,Tf) =0, para todo f € D(TF), es decir, Tph = 0,
para todo h € D(T%) = {g}". La no densidad del adjunto de Ty se debe a que T no
es cerrable (ver ejemplo 3.3.1).

Una propiedad simple del adjunto es que saca escalares conjugados. Ciertamente,
para f € D(T) y h € D(T*), uno calcula que

((TY*h, f) =(h,aTfy =a(T*h, f) =(@T*h, f), (0#aecC)
Como T es densamente definido, se concluye que (aT)* = aT™.

TEOREMA 3.4.6. Si un operador T es cerrable, entonces R(T) es cerrado si y solo
st R(T*) es cerrado.

Demostracion. Primero suponemos que R(T) es cerrado. Consideremos el proyector
Pr i) sobre R(T) y sea {h,} C D(T™) tal que T"h;, — k. Entonces, uno tiene para
todo f € D(T) que

(T*hars ) = (hn, Tf) = <h”’PR(T)Tf> = <PR(T)hn’Tf> :



ELEMENTOS MATEMATICOS DE LA MECANICA CUANTICA 195

el cual implica que {PR@)hn} converge débilmente en el espacio de Hilbert R(T), a
un elemento h € R(T). De esta manera,

wﬁ:E&@%Jﬁﬂm<%@mjﬁ:@fﬁ.

n— 00
De esta manera, h € D(T*) y T*h = k. Por lo tanto, R(T™*) es cerrado. Inversamente,

si se cuinple que R(T*) es cerrado, entonces lo anterior y el teorema 3.4.5 implican
que R(T) = R(T**) es cerrado. O

El siguiente resultado muestra una particién del espacio de Hilbert.

TEOREMA 3.4.7. Los conjuntos R(T) y N(T*) son ortogonales en H y satisfacen

(58) H=R(T) & N(T").

Demostracién. La inclusién h € N (T*) significa que (h, Tf) = 0, para todo f € D(T),
que a su vez h L R(T). O

Ahora procederemos a demostrar el teorema 3.3.7 de la seccién 3.3.

Demostracion del teorema 3.3.7. Primero suponemos que D(T") = H y mostremos que
T* pertenece a B(H). Es claro del teorema 3.4.5 que el operador T* es densamente
definido. Considere la familia de los funcionales lineales sobre H,

W(f) = hTf)=(T"h,f), heDT), [n]<1.

Entonces, de la desigualdad de Cauchy-Schwarz |l (f)] < || Tf|l, es decir, la familia
{l1,} es puntualmente acotada y por el principio del acotamiento uniforme [14, Sec. 4.7],
existe ¢ > 0 tal que ||is]| < ¢, para todo h € D(T™), ||h|| = 1. Ademas, del teorema
representacién de Riesz [14, Sec. 3.8], ||T*h|| = ||In||, lo que significa que T™* es acotado.
Asi, del teorema 3.3.3 se concluye que D(T™*) = H, es decir, T* € B(#H). Esto mismo
implica que T** € B(H) y, por lo tanto, del teorema 3.4.5 T € B(H).

Ahora bien, para D(T) # H, denotamos Pp(r) como la proyeccién sobre D(T') y
consideremos el operador T'Pp(7) con dominio todo H. Sea {f,} C H tal que f, — f
y TPp(ryfn — g. Entonces, Ppiryfn — Ppryf y g = Ppcr)f, debido a que T es
cerrado. Asi, TPp(r) es cerrado y, de la primera parte, acotado. Por lo tanto, T es
acotado, ya que T' C T'Pp(r). O

Observacion 3.4.8. La primera parte de la demostracién anterior indica que Ty
T* pertenecen a € B(H), simultdneamente.

TEOREMA 3.4.9. Si la inversa de T existe y estd densamente definida, entonces T*
tiene tnversa y

(59) (T~ = (TN

Demostracion. De (58) se sigue que N (T*) = {0}, es decir, (T*)~! existe. Luego, las
propiedades de la proposicién 3.2.3, la observacién 3.3.5 y (56) muestran que

G((T™)™Y) = UWG(T)]- = W[UG(T)]* = G((T 1)),
de donde se sigue que (59). O
Es claro que cualquier extensién S de T tiene dominio denso y se cumple que
(60) S*cT.

En efecto, como WG(T') € WG(S), que al tomar complementos ortogonales uno tiene
que [WG(S)]+ € [WG(T)]*, de donde se sigue (60).
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TEOREMA 3.4.10. Si S € B(H) entonces
(61) (T+S) =T"+5".
Si ademds S™' € B(H) entonces
(62) (TS)* = §*T* y (ST)* =T*S".
Demostracion. Para h € D(T*) y f € D(T), uno calcula que
(h, (T +8)f) = (T"h, f) + (S*h, f) = (T"h+ S*h, f) ,

de donde se sigue que T* + S* C (T + S)*. De la observacién 3.4.8, S* € B(H) y de
lo anterior (T'+ S)* —S* C T*. Por lo tanto, sumando S* en ambas partes se obtiene
la otra inclusién.

Para la composicién, solo mostraremos la parte izquierda de (62), la otra se
demuestra de manera andloga. Note que D(T'S) = S~ID(T) y D(S*T*) = D(T*).
Si Sf e D(T)y heD(T*) entonces (I'Sf,h)y = (Sf,T*h) = (f,S*T*h), de donde se
cumple que S*T* C (T'S)*. Para la otra contencién, si h € D((T'S)*) entonces para
cada f € D(T),

(Tf,h) =(TS(S7'f), k) = ((ST1f),(TS)*h) = (£, (ST (T'S)*h) ,

lo que implica que h € D(T*) y T*h = (S™H)*(T'S)*h. Por lo tanto, se sigue de la
observacién 3.4.8 que (S71)* € B(H) y se cumple de (59) que S*T*h = (T'S)*h, que
implica (T'S)* C S*T™*. O

De la descomposicién (58) y de (61) se sigue que
(63) H=R(T—-CI)eN(T*-(I), ¢eC.

La descomposicién (63) sera de gran utilidad en la seccién 3.5.1.
3.5. Teoria espectral.

3.5.1.  El espectro. Iniciamos esta seccién con el espacio de defecto (o de deficien-
cia) de un operador T, el cual viene dado por

(64) [R(T)]* =HOR(T).
El indice de defecto dr de T es la dimensién de su espacio de defecto, esto es,
(65) dp = dim[R(T)]* .

Observacion 3.5.1. Cuando T es densamente definido, de acuerdo con (58), el
subespacio en (64) coincide con N (T*) y el indice (65) viene dado por dy = dim N (7%).

Si T es un operador cerrado con inversa acotada, entonces del teorema 3.1.3 y
corolario 3.3.10, se tiene que R(T') es cerrado y la igualdad T'f = h es soluble si y solo
si h es ortogonal al espacio de defecto de T'. De esta manera, dr indica el nimero de
soluciones ortogonales que aseguran la soluciéon de T'f = h.

Definicion 3.5.2. El conjunto cuasi-regular de un operador T" viene dado por
p(T)={CeC: (T'—(I) " existe y es acotado} .

Observacion 3.5.3. En virtud del teorema 3.1.3, una condicién necesaria y suficiente
para que ¢ € p(T') es que exista C¢ > 0 tal que

(66) (T =<l = Clifll s VFeDT).

TEOREMA 3.5.4. El conjunto cuasi-reqular de T es abierto.
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Demostracion. Para ¢ € p(T), tenemos de la observacién 3.5.3 que existe C¢ > 0 tal
que (66) se satisface. Es suficiente mostra que Bo, = {A € C : [A = (| < C¢} C p(T).
Si A € Be, entonces C¢ — |A — (| > 0y para todo f € D(T) se tiene que
(T =ADfIl = (T =¢D)f = (A= Ol
2 (T =D fIl = A= ¢ = (Ce = X =<D AN

de donde se sigue que A € p(T'), como se queria. O

Observacion 3.5.5. Para ¢ € p(T'), se tiene que T es cerrado si y solo si R(T' — ()
es cerrado. Esto se sigue directamente del teorema 3.3.10 y de la observacién 3.5.3.

Permitanos usar el indice (65) como una funcién sobre p(T") como
dr(¢) = dm[R(T — CDJ*, ¢ € A(T).

TEOREMA 3.5.6. Para un operador cerrado T se tiene que el indice dr(() es
constante en cada componente conexa de p(T).

Demostracion. Sea ¢ € p(T) y Cc > 0 que satisface (66). Debido a que cada par
de elementos en una componente conexa de p(7T) se pueden unir con bolas abiertas,
solo mostraremos el resultado para la bola abierta Bc, C p(T) que se uso en la
demostracién del teorema 3.5.4, es decir, para A € Bg, probaremos por contradiccién
que dp(X) = dp(¢). Note que C¢ > |¢ — Al

Si dr(¢) < dr(X) entonces existe h € [R(T — )] que es ortogonal a [R(T —¢I)]*.
De la observacién 3.5.5, h € R(T'—(I), es decir, existe f € D(T) tal que h = (T—¢I)f.
Ademas,

(67) 1R[] = [I(T" = D) fl = C N £l -
Maés ain, como h L R(T — AI),
(68) 0= (h(T=AD)f) = (h, (T =CD)f = (A=) f) = [hlI* = (A=) (. f) -
Asi, de (67), (68) y de la desigualdad de Cauchy-Schwarz, se sigue que
117 < 1¢ = AT IR < CellF IR < IR0

lo cual resulta una contradiccién. Para la contradiccién de dp(¢) > dr(A), solo se
intercambian los papeles de ¢ y A. O

Para A C Cy a € C, considere
A+a={{+a: (A} y ad={a(: (€ A}.
Es sencillo verificar que si A C B C C, entonces A +a C B+ay oA C aB.

PROPOSICION 3.5.7. Para o € C, lo siguiente se cumple:

(a) ST +al) = H(T) +a

(b) Sia#0 entonces p(aT) = ap(T).

Demostracion. Note que [(T +al) —CI]7' = [(T — ¢ — a)I]7. Asi, ¢ € p(T + al) si

y solo si (( — «) € p(T), o equivalente a ¢ € p(T) + «, de donde se sigue el punto (a).
Para el punto (b), es directo verificar que (a1 — ¢I)™ " = a1 (T — ¢/ad) ™" existe

y es acotado si y solo si (T'— ¢/al)”" existe y es acotado. Entonces ¢ € p(aT) siy
solo si (/a € p(T), es decir, ¢ € ap(T). O

Definicién 3.5.8. El conjunto regular (o también llamado resolvente) de un
operador lineal cerrado T' viene dado por

p(T):={(e€C: (I'—(I)~" existe y pertenece a B(H)} .
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Para un operador T cerrado y ¢ € p(T), se tiene de la observacién 3.5.5 que el
indice dr(¢) = 0 si y solo si

(69) DT =)™ =R(I'—(I) =H.

Por otra parte, el teorema 3.3.4 y la observacién 3.3.5 implican que (T — ¢I)~! es
cerrado y por lo tanto acotado. Asi, de (69) se sigue que dr({) = 0 si y solo si
(T —¢I)~! € B(H), por lo que hemos probado lo siguiente.

COROLARIO 3.5.9. Para un operador cerrado T, se cumple que ¢ € p(T') si y solo
si ¢ € p(T) y dr(¢) = 0.

El resultado anterior y el teorema 3.5.6 muestran que p(7") consiste en todas las
componentes conexas de p(T), donde el indice de defecto se anula. Esto a su vez
implica lo siguiente.

COROLARIO 3.5.10. El conjunto reqular de un operador cerrado es abierto.

Observacion 3.5.11. La condicién de T de ser cerrado en la definiciéon 3.5.8 es
conveniente, debido a que si T no es cerrado, entonces de la observacion 3.5.5,
D((T — ¢I)™1) no es cerrado para todo ¢ € p(T), lo que implicaria que p(T) = 0.

En lo que resta de la seccién, vamos a suponer que T es un operador cerrado. Lo
siguiente se sigue de manera analoga a la proposiciéon 3.5.7.

PROPOSICION 3.5.12. Si « € C entonces p(T + ol) = p(T) + a. Si ademds a # 0,
entonces p(aT) = ap(T).

Introducimos los siguientes conjuntos que son de interés en teoria espectral.

o(T) :=C\p(T) (espectro)
a(T) :=C\p(T) (nicleo espectral)
o (T) :=o(T)\o(T) (espectro residual)
op(T) :={CeC : N(T—I)+#{0}} (espectro puntual)
0,°(T) :={¢ € 0p(T) : dimN(T — () =00}  (espectro puntual no discreto)
04(T) := {¢ € 0(T)\o;°(T) : ¢ es aislado} (espectro discreto)
o.(T) := {C eC:R(T-(I)# m} (espectro continuo)

Es claro que 6(T) C o(T), y ambos son conjuntos cerrados. Ademds, el espectro
puntual consiste en los autovalores de T. Mas atn, los espectros puntual y continuo
pueden tener intersecciéon no vacia.

TEOREMA 3.5.13. La siguiente igualdad se cumple: o,(T) U o.(T) = 6(T).

Demostracion. Por contraposicién, si ¢ € p(T) entonces N (T — ¢I) = {0} y como
T es cerrado, de la observacién 3.5.5 se sigue que R(T — (I) es cerrado, es decir,
¢ ¢ 0,(T)Uo.(T). Ahora bien, si ¢ ¢ 0,(T)Ua.(T), entonces (T'—(I)~! existe y tiene
dominio cerrado. Ademads, como T es cerrado, el teorema 3.3.4 y la observacién 3.3.5
implican que (T — ¢I)~! es cerrado y ende acotado, i.e., ¢ € p(T). O

Observacion 3.5.14. Si T es cerrado, entonces para cada ¢ € p(T) se sigue que
(T = D) =7,

De otra manera, N'(T — (I) es cerrado y no trivial. Ademds, del teorema 3.5.13 se
tiene que ¢ € 0,(T) C 6(T) = C\pH(T), lo cual resulta contradictorio.



ELEMENTOS MATEMATICOS DE LA MECANICA CUANTICA 199

El espectro, nucleo espectral y espectros puntual y continuo, cumplen similarmente
las propiedades vistas en las proposiciones 3.5.7 y 3.5.12.

o(T+al)=0(T)+ «, o(aT) =ao(T),

6T +al)=6(T)+ a, 6(aT) =ac(T),
op(T+al) =0,(T) + «, op(aT) = ao,(T),
o.(T+al)=0.T)+ a, oc(aT) = ao(T).

TEOREMA 3.5.15. Si T es un operador densamente definido, entonces:
(1) o(T*) es el complejo conjugado de o(T).
(2) 0.(T*) es el complejo conjugado de o.(T).
(8) Si¢ € o.(T) entonces ¢ € op(T*)\oe(T™).

Demostracion. Si ¢ € p(T) entonces (T — (1)~ € B(H) y de la observacién 3.4.8, de
(59) v (61), se tiene que (T* — (1)t € B(H), es decir, ¢ € p(T*). Ahora, si ¢ € p(T*),
entonces ¢ € p(T**) = p(T), de donde se concluye el punto (1). El punto (2) se sigue
del teorema 3.4.6 y de (61).

Para el punto (3), si ¢ € o,.(T) entonces es directo que ¢ € p(T)\p(T), i.e., (T—CI)~!
existe y es acotado. Como T es cerrado, el teorema 3.3.4 y la observacién 3.3.5 implican
que (T —¢I)~! es cerrado, esto conlleva a que R(T — ¢I) = D((T — ¢I)™1) es cerrado
pero no es todo el espacio H, ya que ¢ ¢ p(T). Por lo tanto, del teorema 3.4.6 y de
(61), R(T* — CI) es cerrado y de la descomposicién 63, N'(T* — (I) # {0}, lo que
implica ¢ € o,(T*)\o.(T%). O

La siguiente propiedad es de gran utilidad en la secuela.

LEMA 3.5.16. Para T invertible y 0 # ¢ € C, se tiene que

(70) R(T— () =R(T" - 1I) y N(T—¢H)=N(T"1 - %1) ,

¢
Demostracion. Para f € D(T), se tiene que Tf =g € D(T 1) y

_ _ 1
(T—¢Df=Tf~C¢f=9-CT"'g= (T 1—§I) (—¢9),
de donde se tiene que R(T — (I) € R(T~! — ¢~!I). La otra inclusién se sigue
intercambiando los roles de T y ¢ por T~ y (™!, respectivamente. Ahora bien, la
segunda igualdad de (70) se sigue del hecho de que Tf = (f siysolosi ("1f =T71f,
para todo f € D(T). O

Bajo ciertas condiciones, mostremos un comportamiento de los espectros de la
inversa de un operador.

TEOREMA 3.5.17. Si T es invertible y 0 # ¢ € C. Entonces, ¢ € o(T) (resp. 6(T),
0X(T), 0j(T), con j = ¢,d,p,r) siy solo si (™' € o(T™") (resp. 6(T1), o°(T71),
UJ(T_l)? Conj = c) d7p7r)'

Demostracion. De (70) la afirmacién se cumple para el espectro puntual, puntual no
discreto, discreto y continuo. Ademas, del teorema 3.5.13, la afirmacién se cumple
para el niicleo espectral. Lo anterior implica que ¢ € p(T) si y solo si (71 € p(T1),
y en este caso, junto con (70), (69) y corolario 3.5.9, se llega a que ¢ € p(T) si y solo
si (71 € p(T™1), es decir, la afirmacién se cumple para el espectro y por consiguiente,
para el espectro residual. O

3.5.2.  La resolvente. Permita iniciar directamente con la definicién de la resolvente
de un operador cerrado.

Definicién 3.5.18. La resolvente de un operador cerrado T se define como

(71) R(T) = (T —¢I)™ € B(H), ¢ep(T).
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Usualmente en la literatura la resolvente se define como (¢I —T)~! en vez de (71).

TEOREMA 3.5.19. Para operadores cerrados T, S tales que D(S) C D(T), lo si-
guiente se cumple:

(72) Re(T) = By(T) = (C =) Re(T)By(T) ;- Cm € p(T) -
(73) Re(T) = Re(S) = Re(T)(S = T)R¢(S), ¢ €p(T)Np(S).
Demostracion. Si¢ € p(T)Np(S)y f € H, se sigue que R(S)f e D(S) CD(T) y
R(T)(S = T)R(S)f = Re(T) ((S = ¢I) = (T = (1)) R (S) f
= Re(T)f = Re(S)f
de donde se sigue (73). La férmula (72) se sigue de (73), substituyendo S = T+ ({—n)I
y usando la relacion R¢(S) = R,(T). O

A las férmulas (72) y (73) se les conoce como la primera y segunda identidad de la
resolvente, respectivamente. Ademds, intercambiando los papeles de ¢ y n en (72), se
tiene que

Re(T) = Ry(T) = (¢ = )Ry (T)R¢(T)
lo cual implica que R¢(T) y R,(T) conmutan.
Concluimos la seccién con la siguiente afirmacién que muestra que la resolvente

R¢(T) es una funcién analitica sobre el conjunto p(7"), con valores en el espacio de
Banach (B(H), ||I-]])-

TEOREMA 3.5.20. Sea ¢ € p(T), y 1 € C tales que |n—¢| < |Re(T)|| ™" Entonces,
nep)y

N
— a1t o n n+1
(74) o) = Jim 3 0= R
Particularmente,
(75) lim || R, (T) — R¢(T)|| = 0.
n—¢

Demostracion. Tenemos de la observacién 3.5.3 que la desigualdad en (66) es valida
para C¢ = |R¢(T)||”". Asi, por hipétesis | — ¢| < C¢, lo cual implica que n € p(T)
y del teorema 3.5.6 se tiene que dr(n) = dr(¢) = 0. Por lo tanto, del corolario 3.5.9
n € p(T). Ahora, como ||(n — ¢)R¢(T)|| < 1, existe un nimero positivo C, < 1 tal que
[l = Q)Re(T)fIl < Cyr || fll, para todo f € H. Entonces,

I = (= QR(Df = [ = (0 = OQR(T)fI| = (1 = Co) I £]] -

Del teorema 3.1.3, el operador I — (n — {)R¢(T') € B(H) tiene inversa acotada y se
cumple que

I=[I—(n—=QR(T)'[I = (n—C)Re(T)]
es decir, [I—(n—C)Re(T)] "L =T+ (= —(n—C)Re(T)] L Re(T) y recursivamente

N
_ _ -1 _ . 11 _A\n n
(76) 1= = ORI = Jim S0 = O Re(T)
Por otra parte, la férmula (72) implica R¢(T) = [I — (n — ()R¢(T)|R,(T'), el cual
produce R,(T) = [I — (n — {)R¢(T)] ' Re(T). Sustituyendo lo anterior en (76) se
llega a (74) La operacién (75) se sigue de (74) teniendo en cuenta que las funciones
analiticas valuadas en operadores son continuas O

De la férmula (74), se sigue de manera particular que para f,g € H, la funcién
compleja ¢ — (g, R¢(T) f) es analitica sobre p(T').

3.6. Operadores simétricos e isométricos.
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3.6.1.  Operadores simétricos y autoadjuntos. Para cualquier operador lineal T en H,
la identidad

3
Y i (f+itg, T(f+i*g), f.geD(T)

k=0

o~ =

(77) (9, Tf) =
es bien conocida como la identidad de polarizaciéon y se demuestra directamente
desarrollando la parte derecha de (77).

Definicién 3.6.1. Un operador A se dice ser simétrico si (f, Af) € R, para todo
feD(A).
El siguiente resultado es una equivalencia de al definicién 3.6.1.

LEMA 3.6.2. Un operador A es simétrico si y solo si

(78) (f,Ag) =(Af,g) . para todo f,g € D(A).
Demostracion. Si A es simétrico entonces de (77) se sigue (78). El otro sentido es
directo haciendo g = f. O

Veamos ahora una caracterizacién de los operadores simétricos respecto a su
conjunto cuasi-regular.

TEOREMA 3.6.3. Un operador A es simétrico si y solo si los semi-planos Cy y C_
estdn contenidos en p(A), y para todo ¢ € C\R,

1

(79) A=<

Demostracion. Suponemos que A es simétrico y sea ¢ € Cy, entonces para f € D(A),
0=Im(Af, f) = Im ((A = (D), f) — ImC || f]
< (A=< f, ) =ImC | fII* < I(A = DA = Im |l £]°

que para f # 0 (de otra manera es directo), Im || f|| < |[(A —¢I)f||. Por lo tanto,
se tiene de la observaciéon 3.5.3 que ¢ € p(A) y la dltima desigualdad conlleva a
[(A—=¢I)7t| < 1/Im(. Para ¢ € C_, se demuestra usando lo anterior, teniendo en
cuenta que —A es simétricoy —¢ € C.

Inversamente, si (79) se cumple bajo las supuestas condiciones, entonces se sigue
para todo f € D(A) y 7> 0 que || f|| < 771 ||(A — arl)f]|, donde o = +i. Entonces,

IFI7 < 72 1A = arD) fIP = 772 | AFI® + [I£1* = 2 Re (Af, af) .

Asf, (27) 71 |Af||® > Re (Af, af) y haciendo 7 — oo, se tiene 0 > Re (Af,af), ie.,
0> +Im(Af, f), de donde se sigue que (Af, f) € Ry, por lo tanto, A es simétrica. O

Debido al teorema 3.6.3, los semi-planos C;,C_ son componentes conexas de
conjunto cuasi-regular p(A) de un operador simétrico A. De esto se cumple que
6(A) C R. Ademads, como consecuencia del teorema 3.5.6, el indice de defecto de un
operador simétrico cerrado A permanece constante tanto en C como en C_. Entonces
podemos definir lo siguiente.

Definicién 3.6.4. Los indices de defecto superior e inferior de un operador
simétrico cerrado A vienen dados respectivamente por

(80) n+(A) =da(() vy n-(A)=da((), ¢€Ci.

COROLARIO 3.6.5. Si un operador simétrico cerrado A tiene al menos un punto
cuasi-regular Ao en R, entonces ni(A) =n_(A) = da(Ao).

Demostracion. Se sigue directamente debido a que d4()) es constante dentro de un
disco de centro Ag. [l

En lo siguiente abordamos operadores simétricos que son densamente definidos.



202 JORGE R. BOLANOS SERVIN, ROBERTO QUEZADA BATALLA Y JOSUE I. RIOS CANGAS

LEMA 3.6.6. Un operador densamente definido A es simétrico si y solo si A C A*.

Demostracion. Un célculo simple muestra que A C A* si y solo si (g, Af) = (Ag, f),
para todo f,g € D(A). Por lo tanto, de lema 3.6.2 se concluye la afirmacién. O

Un operador simétrico cerrado densamente definido A es necesariamente cerrable y
su cerradura también es simétrica, debido a que A* es cerrado y (A)* = A*. Adems4s,
si S es una extension simétrica de A entonces de (60) se tiene que S* C A* y se cumple

la siguiente cadena:
(81) ACScCS*CAr.

Se sigue de (81) que cualquier extensién simétrica de A es restriccién de A*. Un
operador simétrico que no tiene extensiones simétricas se le conoce como maximal y
por consiguiente es cerrado.

Definicién 3.6.7. Un operador densamente definido A es autoadjuntosi A = A*.

Es claro que un operador autoadjunto es simétrico y cerrado. Sin embargo, en
general lo contrario no es cierto. De esta manera, la nocién de ser simétrico resulta
ser mas extensa en comparacién con la de ser autoadjunto. Para A = A* todas
las inclusiones en (81) se convierten en igualdades. Esto significa que un operador
autoadjunto es simétrico maximal, pero existen operadores simétricos maximales que
no son autoadjuntos.

El problema de investigar y describir todas las posibles extensiones simétricas (es-
pecialmente autoadjuntas) de operadores simétricos es importante en las aplicaciones
y constituyen el contenido de la teoria de extensién de operadores simétricos [19, 4].

Un operador cerrable no cerrado A, tal que A es autoadjunto, se dice ser esencial-
mente autoadjunto. Estos operadores son simétricos, debido a que A C A = A*.
El término esencialmente autoadjunto expresa que uno puede obtener una extension
autoadjunta por el simple procedimiento de tomar la cerradura.

Observacion 3.6.8. El adjunto de un operador simétrico densamente definido A, es
simétrico si y solo si A es esencialmente autoadjunto. En efecto, A* es simétrico si y
solo si A* C A** = A C (A)* = A*, de donde se sigue que A = A*.

COROLARIO 3.6.9. Un operador simétrico con dominio todo el espacio es autoad-
junto y acotado.

Demostracion. Como A es simétrico con D(A) = H entonces se tiene del lema 3.6.6
que A C A*. Ahora, si f € D(A*), entonces f € D(A) y A*f = Af, esto implica que
A* C A. Por lo tanto A es autoadjunto. Luego, A es cerrado con dominio cerrado y
por consiguiente acotado. ([

Con base en la descomposicién (63) y de (80), los indices de defecto de un operador
simétrico cerrado densamente definido A, vienen dados por

0 (A) = dimN(A* = CI) ¥ n-(A) = dimN(A" —CI), CeCy.
Lo siguiente muestra una caracterizacion de operadores autoadjuntos.

TEOREMA 3.6.10. Si A es simétrico, cerrado y densamente definido, entonces los
siguientes son equivalentes:

(a) A es autoadjunto. (c) p(A) = p(A).
(b) ne(A) = 0. (d) o(A) C R.

Demostracion. (a) = (b): Para ¢ € C\R C p(A) se tiene que A* — (I = A — (I
es invertible, es decir, N'(A* — ¢I) = {0}. Por lo tanto, ny(A4) = 0. (b) = (c): Uno
calcula de los corolarios 3.5.9 y 3.6.5 que p(A) C p(A) y por consiguiente son iguales.
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(¢) = (d): Es simple que o(A4) = 5(A) CR. (d) = (a): Note que +i € p(A), es decir,
(A+4I)~! € B(H). Entonces, se sigue de (63) que
(82) RA—i)=H y N(A*—i)={0}.

De esta manera, para f € D(A)*, existe h € D(A) tal que (A —il)h = (A* —dI)f.
Como A C A*, se tiene que (A* —iI)(h — f) =0y de (82), h = f, es decir, A* C A.
Por lo tanto A = A*. O

Uno frecuentemente se encuentra en aplicaciones con operadores simétricos semi-
acotados, los cuales son caracterizados de la siguiente manera.

Definicién 3.6.11. Un operador A simétrico es semi-acotado inferiormente si
existe m € R tal que

(83) (f,Afy >m|f|*, paratodo f € D(A).
Ademas, A es semi-acotado superiormente si existe M € R tal que

(84) (f,Afy <M |f|>, paratodo f € D(A).

Al méximo posible valor de m = m4 en (83) y al minimo posible valor de M = M4
en (84) se les conoce como la mayor cota inferior y la menor cota superior y estdn
determinadas por

(85) my = inf (f,AfYy ; My= sup (f,Af),
f €D(A), feD(A),
£l =1 Ifll =1
respectivamente.

PROPOSICION 3.6.12. Sea A un operador simétrico:

(1) Si A es semi-acotado inferiormente entonces (—oo,ma) C p(A).
(2) Si A es semi-acotado superiormente entonces (Ma,00) C p(A).

En cualquier caso se tiene que ny(A) =n_(A).

Demostracion. Si A es semi-acotado inferiormente entonces para A € (—oo,m4),

LA A = XD £ = (f. (A= ADf) = (ma =N | fI*,  feDA),

lo cual cumple la condicién (3.1.3) de la observacién 3.5.3, es decir, A € p(A), de
donde se sigue el punto (1). Ahora, si A es semi-acotado superiormente, entonces
—A es semi-acotado inferiormente con menor cota inferior —M 4. Asi, del punto (1),
(—o0,—My4) C p(—A), que implica (2). El corolario 3.6.5 indica que los indices de
defecto de A son iguales. O

Observacion 3.6.13. Como un operador simétrico A cumple que C\p(A), la propo-
sicién 3.6.12 indica que si A es semi-acotado inferiormente, entonces 6(A) C [ma, 00).
Por otra parte, si A es semi-acotado superiormente, entonces §(A4) C (—oo, My].

Cuando un operador simétrico A es semi-acotado inferiormente, con m4 = 0, se le
conoce como operador positivo (o0 no negativo para algunos autores), se denotan
como A > 0y de la observacién 3.6.13, el nicleo espectral de A cumple 6(A) C [0, c0).
Cuando A es semi-acotado superiormente, con M4 = 0 se le conoce como operador
negativo (o no positivo), se denotan como A < 0y 6(A) C (—o0,0]. Es claro que si
A > 0 entonces —A < 0.

LEMA 3.6.14. Si un operador autoadjunto A pertenece a B(H) entonces

(86) IAl = sup  [(f,Af)].
e,
7l =1
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Demostracion. Haciendo § el lado derecho de la igualdad (86), se tiene de (44) que
B < ||A||. Basta demostrar que a = ||Af]| < S, para f € H con ||f| = 1. Suponemos
a # 0 (de otra manera es directo) y definamos us = a2 f +a~2 Af. Como A = A*, es
directo calcular que

(g, Auy) —(u_, Au_) =4a y |uxl]® =2a+2(f, Af)

De esta manera,

1 1
0 = 7 (g, Aug) = (u Au)) < 2B (Jlus® + Ju-||*) = a8,
de donde se concluye la afirmacion. ([

Uno puede verificar directamente de la observacion 3.3.8 que un operador autoad-
junto y acotado pertenece a B(H).

TEOREMA 3.6.15. Un operador autoadjunto A pertenece a B(H) si y solo si es
semi-acotado superiormente e inferiormente. En este caso

(87) [A]l = méx {|mal, [Mal} .
Demostracion. Si A € B(H), entonces se tiene de (86) que
— 1Al < (f, Af) < ||Al] , paratodo f € H,

es decir, A es semi-acotado tanto superiormente como inferiormente. Inversamente,
haciendo a = méx {|mal, |Mal}, se tiene que |(h, AR)| < a||h||?, para todo h € D(A).
Entonces, para f,g € D(A) de norma uno, se cumple de (77) que

3 1 3
Z! +ikg, A +i’“g)>|§1aZHf+ik9||2:
k= k=0

de donde se sigue que A es acotado y, por lo tanto, pertenece a B(H). La igualdad
(87) se sigue de (85), teniendo en cuenta que —inf (f, T'f) = sup — (f, Tf). |

»Jk\'—‘

(g, Af)| <

La observacién 3.6.13 y los teoremas 3.6.10, 3.6.15, implican que el espectro de un
operador autoadjunto A € B(H) es acotado y satisface

U(A) C [mA,MA].

3.6.2.  Operadores isométricos y unitarios. Aparte de la clase de los operadores
simétricos, la clase de los operadores isométricos son de gran importancia en la
fisica-matematica que merece su investigacién. Las propiedades de los operadores
isométricos son andlogas en muchos aspectos a las de los operadores simétricos, aunque
existen distinciones esenciales. La nocién de un operador isométrico estd estrechamente
relacionada con la de un isomorfismo isométrico en espacios de Hilbert.

Definicién 3.6.16. Un operador V es isométrico si |V f|| = ||f|, para todo
feDV).

Del teorema 3.1.3, un operador isométrico tiene inversa, la cual es también un
operador isométrico. Ademsds, es simple ver que el dominio y el rango de un operador
isométrico cerrado, resultan ser subespacios cerrados que tienen la misma dimension.

LEMA 3.6.17. Un operador V' es isométrico si y solo si

(83) (Vif,Vg)=(f.9), paratodo f,g€D(V).
Demostracion. Si V es isométrico, entonces de la identidad de polarizacién (77), con
T = I, se sigue (88). El inverso es directo haciendo f = g. O

Permita denotar el disco unitario en C como
D={CeC:|(|<1},
cuya frontera viene dada por 9D = {( € C : |(| = 1}.
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TEOREMA 3.6.18. Un operador V es isométrico si y solo si existe su inversa,
C\OD C H(V), p(V~1) y

(89) (Vv —=¢n™ <

1
, C\oD
TE A

donde V1 también cumple (89).

Demostracion. Si V es isométrico entonces para ¢; €D, (o € C\Dy f € D(V),
IV =D fI 2 VA= IGlIA = @ =[GD I
IV =D = |G = VA= (¢l = DI

Por lo tanto, se sigue de la observacién 3.5.3 que (1,2 € p(V). Ademads, (90) implica
(89). Como V es isométrico, V=1 también lo es y satisface lo anterior. Inversamente,
si V, V1 satisfacen (89), entonces para todo f € D(V)y g€ DV, [VFI > |Ifll v
[V=1g|| > [lg]l- Por lo tanto, haciendo g = V' f, se llega a que V es isométrico. O

(90)

El teorema 3.6.18 indica que (C\ﬁ y D son componentes conexas de conjunto cuasi-
regular p(V') de un operador isométrico V', es decir, (V) C dD. De esta manera, como
una consecuencia del teorema 3.5.6, podemos definir lo siguiente.

Definicién 3.6.19. Los indices de defecto exterior e interior de un operador
isométrico cerrado V', vienen dados respectivamente por

ne(V) =dv((), ¢eC\D
(V) =dv((), (eD.

El siguiente resultado se sigue de manera directa.

(91)

COROLARIO 3.6.20. Si un operador isométrico cerrado V tiene al menos un punto
cuasi-reqular Ao en 0D, entonces n.(V) = n; (V) = dy(No)-

Para efectos précticos, conviene dar la siguiente caracterizacion de los indices (91).

TEOREMA 3.6.21. Los indices de defecto de un operador isométrico cerrado V
cumplen lo siguiente:

(92) ne(V) = dim[D(V)]=,  ;(V) = dim[R(V)] "

Demostracion. Note de (91) que 7;(V) = dy(0) = dim[R(V)]*. Para la primera
igualdad de (92), mostraremos por contradiccién que dim[R(V —¢I)]*+ = dim[D(V)]*,
con ¢ € C\D.

Si dim[R(V — ¢I)]* < dim[D(V)]* entonces exitse 0 # h € [D(V)]*, tal que es
ortogonal a [R(V —(I)]*+. Se sigue de la observacién 3.5.5 que h € R(V —(I), es decir,
existe 0 # f € D(V), tal que (V —({I)f =hy h L f. Como V es isométrico,

LFIZ = VA = Ih+ CFIP = 117+ ISP 117 > 117

que resulta una contradicciéon. Ahora bien, si dim[R(V —¢I)]* > dim[D(V)]* entonces
existe h € [R(V — (I)]*, tal que b L [D(V)]4, es decir, h € D(V) y

0= ((V = ¢Dh,h) = (Vh.h) = (Al .
Ast, ||R]|> < [¢]]|R]]? = [(Vh,h)| < ||h]]?, que resulta contradictorio. O

Lo siguiente da una caracterizacién de operadores isométricos que son densamente
definidos. Note que un operador simétrico, cerrado y densamente definido V', automati-
camente pertenece a B(#H) (ver observacion 3.3.8).

LEMA 3.6.22. Sea V invertible y densamente definido. Entonces V es isométrico si
y solo si V~1 C V*.

Demostracion. Es sencillo verificar que V! C V* si y solo si (Vg,V f) = (g, f), para
todo f,g € D(V). Por lo tanto, en virtud del lema 3.6.17, se sigue la afirmacién. O
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Definicion 3.6.23. Un operador invertible y densamente definido V' es unitario
si satisface que V1 = V*,

Un operador unitario es un operador isométrico en B(#), pero en general lo
contrario no es cierto, es decir, la nocién de ser isométrico es méds amplia a la de
ser unitario. Lo siguiente da una caracterizacién de operadores unitarios.

TEOREMA 3.6.24. Si V es isométrico cerrado densamente definido, entonces los
stguientes son equivalentes:
(a) V es unitario.
(b) V,V=1 e B(H).
(c) ne(V) =ni(V) = 0.
(d) p(V) = p(V).
(e) o(V) C ID.

Demostracion. (a) = (b): Se sigue de la observacién 3.4.8. (b) = (c): Es directo del
teorema 3.6.21. (c) = (d): Los corolarios 3.5.9 y 3.6.20 conllevan a que p(V) C p(V).
Lo que implica que sean iguales. (d) = (e): Es simple ver que o(V) = (V) C 9D.
(e) = (a): Note que 0 € p(V), es decir, V=1 € B(H). Adem4s, la observacién 3.4.8
implica que V* € B(H). Por lo tanto, se sigue del lema 3.6.22 que V~! = V*, debido
a que ambos pertenecen a B(H). O

3.7. Operadores de posicién y momento. Dedicamos esta seccién a dos ope-
radores lineales no acotados que desempenan un papel importante en la mecdnica
cuantica y areas afines. Particularmente, son de relevancia en la seccion 4.

3.7.1. Operador de posicién. Consideramos Ls(R) como el espacio de las funciones
cuadrado integrable en R, cuyo producto interno es (f,g) = [ f(t)g(t)dt.

Definicién 3.7.1. El operador de posicién Q: D(Q) — Lo(R) viene dado por
Qf(t) =tf(t), donde

D(Q) = {f € Ly(R) : /(1 + %) |f(t)|2dt < oo} C Ly(R).

El dominio de @ contiene al espacio C§°(R) (las funciones infinitamente diferencia-
bles con soporte compacto en R), el cual es un conjunto denso en Lo (R) y esto conlleva
a que @ sea densamente definido. Sin embargo, D(Q) estd contenido propiamente en

Lo(R), pues la funcién
t=1, t>1
0|

0, t<0
pertenece a Ly(R) pero no al dominio de Q.
TEOREMA 3.7.2. El operador de posicion es autoadjunto y no acotado.

Demostracion. Uno calcula de manera directa que

(QF.f) = / TS (t)dt = / tIf@)Pdt € R, para todo f € D(Q)

de donde se sigue que @ es simétrico. Como @ es densamente definido, del lema 3.6.6
se tiene @@ C Q*. Ahora bien, si g € D(Q*), entonces debido a que (Qf, g) = (f,Q*g),
para todo f € D(Q), se tiene que tg(t) = Q*g(t) € L2(R), es decir, g € D(Q). Por lo
tanto, @ es autoadjunto.

Para mostrar que () no es acotado, consideremos la sucesién de funciones carac-
teristicas {1, n11)} C L2(R). Entonces, un calculo directo muestra que || L nt1) || =1
v |Qfrnll > n — oo, de donde se concluye la afirmacién.

El operador de posicién, al ser autoadjunto, es también cerrado. Veamos a conti-
nuacion algunas de sus propiedades espectrales.
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TEOREMA 3.7.3. El operador de posicion satisface lo siguiente:
(@) =0 y 0.(Q)=0(Q)=R.

Demostracion. Notemos primeramente de los teoremas 3.6.10 y 3.7.2 que o(Q) C R.
Ahora bien, consideremos cualquier ¢ € R. Si Qf = {f entonces (t — {) f(t) = 0. Asi,
f(t) = 0 casi para todo t € R, es decir, f = 0, de donde se cumple que 0,(Q) = 0.
Ademas, los teoremas 3.5.13 y 3.6.10 implican que 0.(Q) = 6(Q) = o(Q). Solo falta
mostrar que ¢ € o(Q).

Para C' > 0, considere n € N tal que C' > 1/n y denote A,, = (( —1/n,{+ 1/n).
Entonces, la funcién caracteristica 1, es no cero en D(Q) y

@ = ¢D1a, I = [ (=014, dt < 5 18, I < C* 1, .
De la observacién 3.5.3 y del teorema 3.6.10 se tiene que ¢ ¢ p(Q), i.e., ( € 0(Q). O

El teorema anterior implica que p(Q) = C\R. Asi paran € C\R ,uno puede verificar

que la resolvente de () viene dada por
1

3.7.2.  Operador de momento. Para a,b € R tal que a < b, decimos que una funcién f
sobre el intervalo [a, b] es absolutamente continua, si existe una funcién h € Ly (a, b)
tal que (c.f. [19, Ap. E])

f(t)zf(a)—i—/ h(z)dz, t€la,b].

Sea AC[a,b] el conjunto de todas las funciones absolutamente continuas en [a,b]. Si
f € ACJa, b] entonces f es continua en [a, b] y es diferenciable casi en todas partes con
f" = h casi en todas partes sobre [a,b]. Denote,

H'(R) = {f € Ly(R) : f € ACJa,b] para todo [a,b] € Ry f' € Lo(R)} .

El espacio H!(R) es un conjunto denso en Ly(R) debido a que contiene a C§°(R).
Ademés, para f € HY(R), se tiene (ver [19, lem. 1.11])

(93) lim /() = lim_f(a) =0

b—+o0

Definicién 3.7.4. El operador de momento P: H'(R) — L(R) viene dado
por Pf(t) = —if'(t).

Generalmente, el operador de momento en la literatura es Pf(t) = —ihf'(¢). A
efectos de simplificar notacién, consideramos la constante de Dirac i = 1.

TEOREMA 3.7.5. El operador de momento es autoadjunto y no acotado.

Demostracién. Para f,g € HY(R), de (93) y mediante integracién por partes,

(1) = =i [ T@g' (e = ~iF@a0] "~ + [t = (P1.g)

lo cual implica de los lemas 3.6.2 y 3.6.6 que P C P*. Ademds, D(P*) = H'(R) (c.f.
[4, Sec.4.8] y por consiguiente P = P*.

Para verificar que el operador P no es acotado. Dado n € N, considere la funcién
fa(t) = (3n)Y/2(1—=nt)L{g 1) (t). Entonces, uno calcula de manera simple que || f, | = 1
v |Qfnll = V/3n — oo, de donde se sigue la afirmacién. O

TEOREMA 3.7.6. El operador de momento cumple lo siguiente:

op(P)=0 y o0.(P)=0c(P)=R.
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Demostracion. Dado que P = P*, el teorema 3.6.10 implica o(P) C R. Luego para
¢ € R, es sencillo verificar que si Pf = (f, como f € H'(R) y satisface (93), entonces
f =0, o bien, 0,(P) = . Por otra parte, podemos elegir f € C§°(R) distinto de
cero y considerar h.(t) = /2%t f(et), con € > 0. Entonces, uno calcula de manera
sencilla que ||he|| = ||f]| v |(P = ¢Dhe|| = e ||f'||, se sigue de la observacién 3.5.3 que
¢ ¢ p(P), es decir, ¢ € 6(P). Por lo tanto, R C 6(P) C o(P) C R, lo cual implica que
son iguales. Note del teorema 3.5.13 que o.(P) = o(P). O

Para n € C\R = p(P), la resolvente del operador de momento viene dada por

i/t L L S
Ry(P)f(t) =14 "~ (f € La(R)).

—i /700 eMt=n)f(Mdr Ty <0
t

Problemas de la seccidn.
p.3.1 Considere un espacio de Hilbert (#,(:,-)) v un operador A € B(H) tal que
(f,Af) > 0, para todo f € H. Muestre que la forma sesquilineal
(g HxH—=C
(f.9) = (f, Ag)

define un producto interno en .
P.3.2 Sea I2(N) el espacio Hilbert de las sucesiones cuadrado sumables con base
canénica {e,} y para cada j € N, considere el operador j-desplazamiento

(94) Sj = len+iXen! -

Demuestre que {S;} converge débilmente al operador 0 pero no fuertemente.
P.3.3 Considere el espacio de Hilbert del problema anterior y el proyector

Pj = lej)e;| , j€N.

Demuestre que P,, converge fuertemente al operador 0 pero no uniformemente.
P.3.4 Muestre que el sentido inverso de la proposicién 3.1.2 no siempre se cumple.
Sugerencia: exhiba un operador invertible S y uno mo invertible T, tales que

N(T)NR(S) = {0}.

P.3.5 Muestre la equivalencia de las siguientes normas:

| = Vi el <[] =us1+1a1. () enon.

P.3.6 Pruebe que dado un operador T en un espacio de Hilbert (#, (-, -)), el espacio
lineal (D(T'), (-,-);), donde

(f.9)r = <(7ff)’ (7gg>> , f.9eD(T)

es un espacio de Hilbert si y solo si T es cerrado. Sugerencia: muestra que la
transformacion,

U: D(T) — G(T)

Fe ()
es una isometria.

P.3.7 Demuestre que si T es cerrado y ¢ € C, entonces N (T — ¢I) es cerrado.
P.3.8 Demuestre que si T es cerrado y S es cerrado y acotado, entonces T'S es cerrado.
P.3.9 Demuestre que si T es cerrable y S es acotado entonces T'S es cerrable.
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P.3.20

p.3.21

p.3.22

P.3.23

(96)

P.3.24
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Sea I2(N) con base canénica {e,} y j € N. Muestre que el operador j-
desplazamiento (94) satisface D(S;) = I2(N) y
<ij7S]g>:<fug> ) vfaQGZQ(N)

Ademss, pruebe que es cerrado y acotado, es decir, S; € B(l2(N)). Determine
1551

Sea ¢ = {(,} una sucesién fija de nimeros complejos y {e,,} base candnica de
l2(N). Considere los operadores L¢, Re y T, en l3(N) dados por

T = ColenXenl: Le= GulenXensals Re=_ Cnlensi)en| -

Muestre que estos operadores son cerrados y densamente definidos en lo(N).

Pruebe el corolario 3.2.6.

Para j € N, determine el adjunto del operador j-desplazamiento (94). Adem4s,
muestre que N'(S5) = span {ey,...,e;}, donde {e, } es base canénica del espacio
I>(N).

Calcule el adjunto de los operadores T¢, Ls y R¢ dados por (95). Ademas,
muestre que si la sucesién ( es real, entonces Ty = Tty L = Re.

Dada una sucesién real {w,}, construye un operador cerrado T tal que
{ane@n} C o(T).

Considere un conjunto cerrado no vacio M de C y {(,} un conjunto denso
numerable de M. Sobre l2(N) con base candnica {e,}, defina al operador
T =3, Culen)en|. Demuestre que o(T) = M.

Sea ¢ = {(,} una sucesién fija de nitimeros complejos y {e,} base canénica
de I3(N). Calcule el espectro o(1;) y espectro puntal o,(T;) del operador
Te =3, Cnlen)en|. Ademas, diga cudndo T¢ tiene espectro discreto.

Suponga que 77,75 son dos operadores cerrados en H tales que D(T1) L D(15)
y R(T1) L R(T»). Muestre que T =Ty & T; es cerrado y o(T) = o(T1) Uo(T3).
Dado un operador cerrado T', use la expresién (74) para mostrar que

i N RnJrh(T) — Rn (T)
ay () = Jimy h

en la norma operador sobre H.
Sean T, S operadores simétricos en H.
a) Muestra que a1 + S es simétrico, para cualquier «, 8 € R.
b) Muestra que si N(T') = {0}, entonces T~! es simétrico.
Muestra que si T, S son operadores isométricos en H, entonces (TS es isométri-
co, para cualquier ¢ € JD.
Suponga que Tp,T5 son dos operadores en H tales que D(Ty) L D(Ts) y
R(T1) L R(T%).
a) Muestre que si 77, T» son simétricos entonces T1 @ T es simétrico.
b) Muestre que si T1, 75 son isométricos entonces 17 @ T, es isométrico.
(Principio de incertidumbre)

Sean A, B operadores simétricos en H y o, 5 € R. Para f € D(AB)ND(BA),
considera el conmutador [A, B]f = (AB — BA)f.
a) Muestra que

[([A; BIf, /)l < 2[[(A=aD f (B = BDf] -

b) Muestra que la igualdad en (96) se cumple si y solo si existe ¢ € [0,7) tal
que sinp(A —al)f =icosp(B— BI)f.

Sugerencia: verifica primero que ([A,B]f,f) = 2iIm((A—al)f, (B — BI)f)

y después, aplica la desigualdad de Cauchy?Schwarz. Ten en cuenta que la

igualdad ocurre si y solo si los vectores (A—al)f y (B — BI)f son linealmente

dependientes.

Muestra que @ + P es densamente definido en Ly (R).

= R,(T)*, nep(T)
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P.3.25 Prueba que sobre D(Q) N D(P), el conmutador de los operadores posicién y
momento satisface [Q, P] = il.
P.3.26 (Principio de incertidumbre sobre posicion y momento)
Para o, By f € D(Q) N D(P), prueba que

(97) I <20(Q = aD)fII(P = BDFI

con igualdad si f(t) = ce® (=" para algtin a > 0y ¢ € C.

Sugerencia: para (97), usa el problema p.3.23a y para la igualdad aplica
p.3.283b, denota a = tany y resuelve la correspondiente ecuacion diferencial
de primer orden.

4. PRINCIPIOS BASICOS DE LA MECANICA CUANTICA

4.1. Postulados. La mecdnica cudntica es un marco matematico de utilidad para
el desarrollo de las teorias fisicas. Debemos de hacer una distincién entre la mecanica
cuantica que se usa en fisica, la cual es una aplicacion a fendmenos y a sistemas fisicos
haciendo uso de la teoria desarrollada en un entorno matematico. Esta teoria permite
el desarrollo de dicho campo en fisica y de aqui su gran importancia en el contexto
matematico. Por razones didacticas desarrollaremos aqui una introduccién axiomaética
de la mecanica cuantica, aunque a la fecha no existe un sistema completo de postulados
que cuenten con el consenso de la comunidad fisica. Estos postulados se han derivado
después de un largo proceso de prueba y error y sobre todo de mucha intuicién.

El primer postulado nos indica el universo en donde se desarrolla la Mecanica
Cuéantica. Este universo es un espacio de Hilbert complejo, nocién motivada entre
otros por las de series de Fourier. El concepto de espacio de Hilbert fue introducido
por John von Neumann en honor a David Hilbert (quien ya lo habia utilizado en el
estudio de ecuaciones integrales), definiéndolo de manera intrinseca e independiente
de sus representaciones.

4.1.1. Postulado uno (estados). Cualquier sistema cudntico aislado tiene asociado
un espacio de Hilbert complejo. El sistema se describe totalmente por un estado (o
matriz de densidad) que es un operador positivo con traza unitaria actuando sobre el
espacio de Hilbert del sistema. Un estado lo podemos interpretar como una descripcién
completa de un sistema fisico.

Hay dos tipo de estados cudnticos que son: los llamados estados puros y estados
mezclados. En particular, los estados puros se pueden identificar con los vectores
unitarios del espacio de Hilbert.

Este primer postulado no indica cudl es el espacio de Hilbert asociado con un
sistema cuantico en particular. Por ejemplo los estados puros de un sistema cuantico
fundamental, el oscilador armoénico cuantico, son vectores unitarios en el espacio de
Hilbert de dimensién infinita I3(N) y sus estados mezclados son operadores positivos
de traza uno sobre este espacio.

La notacion usual es la bra y la ket mencionada anteriormente, se usa ampliamente

en la literatura de fisica. Si |u) = (g) denota a un vector columna en C? denotaremos

por (u| = (@ p) asu transpuesto conjugado (adjunto), entonces escribimos el producto
interno de dos vectores |u),(v| como:

(0.0} = (ol = @ B) () =+ 5.

Si invertimos el orden de v y u se obtiene la matriz asociada con el operador |u)(v],

o= (Jo0=(3 )
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Denotamos por |0) = (é) y 1) = ((1)) a la base canénica de C2, entonces cualquier

o) =alop+ 0 =a(y) +5(7).

con «, B € C. Si consideramos que v = u entonces

-8 )

Los operadores anteriores son positivos si su traza es unitaria. Ademads, tr (jv)(v|) =1
si y sélo si |al? + |B]> = 1. Los elementos en la diagonal se interpretan como las
probabilidades de medir 0 y 1, mientras que los elementos fuera de la diagonal se
interpretan como correlaciones cuanticas.

vector tiene la forma

4.1.2.  Postulado dos (ley dindmica). La evolucién de un sistema cudntico aislado se
describe mediante un operador unitario, éste se especifica indicando cémo cambian los
estados del sistema en el transcurso del tiempo. Es decir, el estado p;, del sistema en el
tiempo ¢, se relaciona con el estado p;, en el tiempo ¢ a través de un operador unitario
U(t1,t2), que depende sélo de los tiempos t; y to:

Pty = U(tlatQ)ptlU(tlatQ)* .

El movimiento de los estados se realiza mediante una familia de transformaciones unitarias
que estdn generadas por un operador autoadjunto H también llamado Hamiltoniano
del sistema.
Este postulado no indica qué operadores unitarios corresponden con la dindmica fisica
real del sistema, sélo asegura que la evolucién se describe de esa manera e indica
cémo se relacionan los estados de un sistema en dos tiempos diferentes. Una forma
equivalente de este postulado describe la evolucién de un sistema cuéntico en tiempo
continuo, haciendo uso del aparato de ecuaciones diferenciales, que es una de las
maneras mas usadas en la literatura Fisica.

La evolucién temporal de los estados de un sistema cudntico aislado se describe
mediante la ecuacién de Schrodinger,

Z% = Hpy —p:H
donde H es el Hamiltoniano del sistema. Hemos tomado las unidades de tal manera
que la constante de Planck A = 1.
La solucién de la ecuacién de Schrodinger con condicién inicial py, , estd dada por
la exponencial

P = e—i(t—h)Hptlei(t—tl)H.

Entonces el estado del sistema en un tiempo t5 sera

—i(ta—t1)H i(ta—t1)H
pt2=e 1(2 1) ptlel(2 1) )

es decir, esta descrita por el operador unitario
Ulta, ty) = e tH

Si conocemos el Hamiltoniano del sistema, entonces tendremos, al menos en princi-
pio, completamente determinada su dindmica. Consideremos la familia de operadores
(e'),cr que describe la dindmica de un sistema cudntico cerrado, éste es un grupo de
operadores unitarios sobre el espacio de Hilbert del sistema, es decir, es un conjunto
de estados puros, y la correspondencia H — e es una biyeccién. La propiedad de
grupo corresponde con la reversibilidad de la evolucién.

Dado que el Hamiltoniano es un operador autoadjunto, entonces tiene una decom-
posicién espectral

H =" [va)(wal,
>\
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donde A denota los valores propios de H y 1 son los correspondientes vectores propios
normalizados. Los estados 1, del sistema son comuinmente llamados estados propios
de la energia o estados estacionarios y A se llama la energia del estado. De
manera que el espectro de H formado por todos los valores de A, son los posibles
valores de la energia del sistema cuantico.

El tercer postulado de la mecanica cuantica se refiere a las mediciones sobre un sistema
cuantico. Las cantidades observables son propiedades que se pueden medir como la
energia, la posiciéon o el momento.

4.1.3.  Postulado tres (mediciones cudnticas). Las observables de un sistema cuantico
se representan por operadores autoadjuntos y el valor esperado de una observable A cuando
el sistema se encuentra en el estado p estd dada por la regla de Born:

tr (pA)

Recordemos que los operadores autoadjuntos tienen un una descomposicién espectral

A =" axlvg) (v .
k

Si la observable A del sistema se mide en el estado puro |u)(u|, entonces

1. Los posibles resultados son los valores propios a; de A.
2. La medicién del sistema se encontrard el algin estado propio |vk){vg| de ak.
3. La probabilidad de este resultado es

[(w, o) [* = tr (Ju) (ulvr) (vx]) -

Si se realizan muchas mediciones de A con el sistema en el mismo estado |u)(ul,
entonces el valor esperado de la observable A es

> anl{u,v) P = (u, Au) = tr (Afu)(u]) .
k

Ejemplo 4.1.1. El valor esperado del Hamiltoniano H de un sistema en el estado
puro correspondiente a uno de sus vectores propios |1y ) (1] es

o (H[oa) (a]) =D (@, [HEx) (alton)

2\

= Gax (a, Hipa) = (a, Mhy) = A,
)\/

donde X es la energia del estado 9.

El proceso de medicion es muy peculiar, esto debido a que un sistema en un estado
puro |u)(u| es enviado de manera repentina e irreversible en otro estado |vg){vgl,
perdiéndose toda la informacién sobre el estado inicial; sélo se conoce el estado del
sistema después de la medicién.

Si para cada valor de un observable existe un tnico posible estado del sistema,
en ese caso los estados de dicho sistema se llaman no degenerados. Por simplicidad
hemos explicado el proceso de medicién suponiendo que los valores propios de la
observable son no-degenerados. Cuando las multiplicidades pueden ser diferentes de
uno, se usa la expresién ) _, a E}, con valores propios distintos ay, y las proyecciones Ej,
sobre los correspondientes subespacios propios de dimensién igual a la multiplicidad
de aj. Entonces, una medicién puede identificarse con un conjunto de proyecciones
ortogonales, es decir, {Ex} que satisfacen E;E), = 6; . E) y la relacién de completez
> Er = I. Estas se le conocen como las mediciones de von Neumann.

Un estado mezclado es una combinacién lineal convexa de estados puros, es decir

PZZPH%N%\, con pp >0y Zﬂkzl-
k %
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Cabe mencionar que los estados puros en la representaciéon anterior no son necesa-
riamente ortogonales; sin embargo, si lo son, entonces la representacion anterior es la
descomposicién de p. Si se realiza la medicién de una observable A sobre un sistema
que se encuentra en un estado mezclado p, entonces el valor esperado es

D ok vk, Ave) =Y prtr (Afug) (ve]) = tr (Ap) -
k k

En el siguiente postulado indica cémo se construye el espacio de estados de un sistema
compuesto a partir de los espacios de estados de cada componente.

4.1.4. Postulado cuatro (sistemas compuestos). El espacio de estados de un sistema
cuantico compuesto es el producto tensorial de los espacios de estados de las componentes
del sistema. Si la j-ésima componente del sistema se encuentra en el estado p;, con
1 < 7 < n, entonces el sistema compuesto se encontrard en el estado p1 ® P2 R -+ X pn,.

4.2. El oscilador arménico cudntico. Antes de introducirnos a la teoria de
estados Gaussianos, veamos una parte introductoria aplicable a formas de Schrodinger
que podemos encontrar en [8, 11, 10].

4.2.1.  Forma diferencial de Schrédinger del oscilador armdnico. Consideremos una
particula moviéndose sobre una recta bajo la influencia de la energia potencial corres-
pondiente a un oscilador arménico clésico, es decir V(x) = %mmeQ, donde w = \/k/m
es la frecuencia de oscilacion. De manera fisica, podemos imaginarnos una caja negra
que emite y absorbe energia en “quantum”, es decir, en miltiplos de una cantidad
fija.

Para conocer la dindmica del sistema debemos de resolver la ecuacién de
Schrodinger, dada por

L0 n? 02 1 9
con condicién inicial ¢r—o(x) = t(x). Al resolver esta ecuacién por el método de

separacién de variables obtendremos soluciones de la forma . (z) = f(¢)p(x), del
modo que al derivar y substituir en la ecuacién (98) obtenemos

i 2
hod gy 1(M¢< )+ Lmwe?o(e >)

Ft) dt o(x) 2m dx? 2
que se cumple si existen valores constantes E tales que
el
=F
h [
donde al resolver se obtiene que f(t) = e~ L, Asi,
ho d? 1 9
(99) —%@M z) + Qmw z°¢(x) = E¢(x),
donde el Hamiltoniano H = f% WJF mw?z?. Entonces, podemos escribir de manera

més compacta (99) como H¢p(x) = E¢(x) el cual es un problema de valores propios
para H.
Supondremos que A, m y w son iguales a 1, lo que implica

142 1, 1( &
H=_-_"_4-22__-(_2_
s 2" 2( a2 )

Si definimos los operadores P = —i% y @ como el operador de multiplicacién
inducido por la funcién identidad, es decir, I(z) = . Entonces

Po(o) = i (~igpo()) =~ fzoe) v Qola) = *0(a).

De esta manera, podemos expresar H = %(P2 +Q?).
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4.2.2.  Relaciones candnicas de conmutacion (CCR). El conmutador de dos opera-
dores A, B, se define como

[A,B] = AB — BA.

Es claro que si los operadores A y B conmutan entonces su conmutador es cero.
Dirac propuso de una factorizacién de H como H = —( - ZQ) s(P+14Q). S

(IP.QIo)(e) = i e0la)) —a (i ota) ) = ~io(e).

entonces [P, Q] = —il, es decir, P y  no conmutan. Esta es la relacién candnica de
conmutacién en términos de P y(@. Siguiendo la idea de Dirac, resulta que

1 1
= —(P—i0)—
5P =i
donde H —|—%I corresponde a la factorizacion propuesta. Con esta idea, podemos obtener
resultados tutiles.

H (P+iQ)=H+%[P,Q]:H+11,

2

Definicion 4.2.1. Definimos el operador de creacién y aniquilaciéon como
at = (P=iQ) vy a=—=(P+iQ)
V2 V2 ’
respectivamente.

A estos operadores también se les conoce como de ascenso y descenso, por razones
que veremos mas adelante. Notemos que si calculamos el conmutador

[a,a'] = aa” —d'a

= (é(PiQ)) (\}i(PqLiQ)) — (}(PHQ)\[( iQ))

1 1
_H+2I—<H—21> =1,
obtenemos la relacién de conmutacién candnica, ahora en términos de a y af. De modo
similar podemos calcular de manera sencilla [H,a] = —a y [H,a'] = af.

Si existiera una funcién ¢g tal que agpy = 0, entonces Hpy = (aTa + %I) = %d)(r
Esto quiere decir que ¢q seria un vector propio asociado a % de H. Notemos que a¢q es
equivalente a la ecuacién lineal de primer orden %qf)o(l’) = x¢p(x) con solucién general

de la forma ¢g(z) = ce=’/2, Supongamos que ¢y es un estado, es decir ||¢o| = 1,
entonces al resolver
too 22 22
1= / (66717> (cef%> dx
— 00

22

obtenemos que ¢ = i y ¢o(z) = r—ie~ 7. Graficamente podemos observar que
es una distribucién Gaussiana, ya que estd normalizada y el drea de ¢y = 1 sobre R
es igual a uno. A este estado se le llama el estado fundamental o estado base
del oscilador arménico cuéntico, la razén de este nombre es notar que [H,al] = af.
Usando varias veces esta relacion

Ha™ ¢y = Ha'"¢g — a™™Hepo + a™™Hepo = [H, aT”] + a'"Hepq

1
= 5a" 60 + [H,a'la™" Vo + a'[H,aT" " V]gy

- = (n-l— 1) Tn¢)0

Esto quiere decir que las funciones {aT"¢0}n>O son vectores propios de H, con valores

propios {n + %}nZO' El siguiente resultado se sigue directamente, notando que los

vectores propios de un operador autoadjunto son ortogonales y |laTngg|> = n!
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TEOREMA 4.2.2. FEl espectro de H es el subconjunto {n + %}n>0 y el conjunto de

funciones {¢n, = (n!)_1/2aT"¢o}n>0, forman una base ortonormal de Lo(R).

Usando el método de separacién de variables, a partir de todo esto podemos concluir
que la solucién de la ecuacién de Schrodinger (98) se puede representar en la forma

Ye(x) = Z cne_("Jr%)t(;Sn(x), ch2 < 00.

n>0 n>0

Se puede verificar de manera facil que
aT(bn =vn+ 1¢n+1 5 a¢n = \/ﬁgbnfl y aTa(bn = n(bn .

El operador a'a es autoadjunto y el valor esperado del estado ¢, viene dado por
(bn,a’ad,) = (¢n,n¢,) = n. Por esta razén, a ¢, se le llama el estado de n
particulas. Las relaciones anteriores podemos interpretarlo para el caso del oscilador
armonico cudntico cuando se encuentra en el estado ¢,,. Entonces,

1. Operador niimero: es el operador a'a que indica el niimero de particulas en el
estado ¢,,.

2. Operador de creacién: el operador af agrega (o crea) una particula al estado
¢n, incrementando la energia del sistema en en Aw unidades.

3. Operador de aniquilacién: el operador a destruye o aniquila una particula del
estado ¢, disminuyendo la energia del sistema en Aw unidades.

4. Se cumple la relacién canénica de conmutacién (CCR) [a,af] = I.

4.3. Estados Gaussianos. Para un espacio de Hilbert real #, una forma bilineal
o: H x H — R es una forma simpléctica si o(u,v) = —o(v,u) para todo u,v € H.
El par (H, o) es llamado el espacio simpléctico. Una forma simpléctica o es llamada
no degenerada si la condicién o(u,v) = 0 para todo v € H implica que u = 0.

Un espacio simpléctico (H, o) es llamado estdndar si (#, (-,-)) es un espacio de
Hilbert complejo y o(u,v) = Im(u,v). Se llama separable si existe una sucesién
{ur}p>o C H tal que o(u,u,) = 0, para todo k > 0 entonces u = 0. Un espacio
simpléctico estandar es no degenerado y separable si H es separable. En efecto, si
o(u,v) = 0 para todo v € H, entonces (u,v) = Re(u,v) y 0 = o(u,iv) = Re(u,v),
ie., (u,v) = 0y, por lo tanto, u = 0. Un espacio simpléctico estdndar es el par
(C,0), con o(u,v) = Imaw. Lo siguiente es una introduccién a estados coherentes que
podemos encontrar en [?] (véase también [21]).

4.3.1.  Representacion de estados coherentes. Consideraremos la representacién de
estados coherentes de las CCR, i.e., el subespacio de Hilbert £(C) de Ly(C) con base
ortonormal (b.o.n., para abreviar) {@x}x>0, donde

2376

v k!

son llamados estados coherentes candnicos, y el operador de Weyl

/ W.(u, v)p(v)do, o € &(C),

1z]

Pr(z)e” 2

con el kernel
w2 . _
Wz(u,v) _ lewaﬂU(uszrv)*w(z,v) )
La representacion de estados coherentes se obtiene de la siguiente manera: comen-

zamos con el espacio toy Fock (también espacio baby Fock) I's(C) y siguiendo
Parthasarathy, I's(C) = Ls(R), a través de la identificacién:

1 _z2_ a2
5(Z)Hfz(x):47\/7?e\/§zaj 2 2 N

que satisface (f., f.) = €%, donde ¢ € T',(C) son las funciones exponenciales.
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Sea Qf(x) =zf(x) y Pf(x) = —i% la relacion de los operadores de posicién y
momento en Ls(R) que satisfacen que [@Q, P] = iI.
Recordemos que los operadores de creacién y aniquilacién en Lo(R) son

al = —(Q—-iP), a=-—(Q+iP)

1
V2
de donde se sigue que Q = (a'+a)/v2, P =i(a'—a)/v2y [a,a’] = I. El Hamiltoniano

del oscilador arménico cudntico es
(100) Jrjr—z\ul]—l(cgzﬂﬂ)—1 xtd—Q
B 272 2 dz? )’

donde N = afa se le conoce como el operador de niimero.

Definicién 4.3.1. Para z =r +1is € Cy f € La(R), el operador de Weyl W,
estd definido como
(101) W.f(z) = e V2P f(a).

Observacion 4.3.2. El operador de Weyl satisface
(102) W, f(z) = e V20 £(4 /o).
A+B B_A

Ciertamente, de la férmula de Baker-Campbell-Hausdorff e = e"e e%[AvB], con
A= —irP, B=1isQy [A, B] = rs[P,Q] = —irsl, obtenemos (102).

La representacién (102) es llamada representacién de Schriédinger, la cual
es irreducible (es decir, los unicos subespacios invariantes son {0} y todo Ls(R)) y
unitario, con adjunto W} = W_,. Ademas,

. ’ !’ . ’
WW, =e 0= W, ., = e 0EW, L,

Esta forma (simpléctica) de CCR adquiere significado en cualquier espacio complejo
de Hilbert si el producto zz’ se entiende como el producto interno (z,z’). Ademads,
teniendo en cuenta (101),

W, = e—i(ir(aT—a)—s(aT—}-a))
(103)

M

x

Ahora, sea 1(z) = (1)~ %e~ T sea el estado fundamental en Ly(R) y denotamos los
vectores coherentes

v, =W,1€ Ly(R), zeC.
Es claro que, al =0 y por (103),
. 212 k — P k
Vola) = e T e M (z) =T Y %L iP) 1(z)

k>0 V2k
(104)

k
_l=2 z/V2 _Ll=? L RE]
=e T ) %hm)l(w =TT ) = e T f(n),
k>0
donde hy, son los llamados polinomios de Hermite (ortogonales con respecto a e~

e —_ 2
y funcién generadora e?**=*")

{1, 2z, 42® — 2, 82° — 122,...} .

El siguiente conjunto es una base ortonormal para Ls(R),

1 2% k1) "2 hy1
(105) {e@h) thaf

el cual es llamado el conjunto de funciones de Hermite y satisfacen

ator = Vi + 1ok apr = Vg1
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Ademis,

(106 Q@k—\/ B (Pk+1+\/><Pk 13 P<Pk:—l\/ 5 <pk+1—z\/7<pk 1.

De esta manera, con respecto a la base ortonormal (105), uno tiene las siguientes
representaciones matriciales

0 0
0

1
aT:O\@

o O O

01 0
0 0 \/§
o0 o0 ---1]:

a =

-1 0
0 —V2
V2 0

\V)

0 1 0 - 0
1|1 0 V2 o i 11
Q 0 V2 0 - 7 0

V2

Debido a (104), la familia de vectores coherentes 1), coincide con los vectores
exponenciales normalizados f,, pero no son ortogonales. De hecho, se calcula que

(s ) = e BT 2520),

Ademis,

(108) P, = Z \/>(Pk y Wutp, = e—w o Z)wz Itz -
k>0

Maés atn,

1212 z 1212 Zk1
wp, =€ 7 Y T—app=e 22y ———@p 1 =29,
i=o VK! k>1 'V (k—1)!

esto implica que los vectores coherentes son un continuo de autovectores del operador
de aniquilacién.

LEMA 4.3.3. La relacion de completitud
1
(109) = [ wenv.sids =1,
T Jc
es cierta, para algin vector unitario f € La(R).
Demostracion. Se sigue de [12, Prop. 3.5.1] (reescalado por (2)7/2) que si {ex }x>0 es
una b.o.n. para Ly(R), entonces
1
(110) ﬁ {{ej, W 6k>}j,k20
es una base ortonormal para Ly(R?) y las relaciones de ortogonalidad se mantienen
1 f—
— / (ej, W, er)(er, W, em)dz = 616km -
T Jc

De esta manera por linealidad,

) 2 W) Wf R b= (L) (R gk € La(R).

Por lo tanto, como h,k son arbitrarios y poniendo f = g con la norma unitaria,
concluimos que (109) es cierta, con la integral definida en sentido débil. [l

En virtud de la relacién (109), la férmula ¢ = [ (1., ¢) ¥.dz /7 sugiere considerar

el mapeo ¢ — (1., ) /+/m en La(R) con funciones ¢(z) = (¢, ¢) //7. Este mapeo a
veces es llamado Isomorfismo de Klauder-Bargman.
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TEOREMA 4.3.4. El mapeo ¢ — ¢(2) = (¢,,9) /\/7 de La(R) en Ly(C) es un
isomorfismo isométrico y la familia de los estados coherentes candénicos

(112) {60() = (e ) VT hig -
es una base ortonormal de E2(C) C Ly(C).

Demostracion. Para algin par de elementos ¢, ¢’ € Ly(R) se obtiene de (111) que

1 — 1
(113) (¢,¢) = */ (Y2, 0) (¥2,¢') = */ (0,92) (2, ¢") dz = (p,¢)
T Jc T Jc
Como {¢k}k>0 es b.o.n. para La(R), la familia de estados coherentes (112) satisface
/C¢j(z)¢k(2)d2 = (@) ¢k) = djk ,
es decir, (112) es una base ortonormal para Ly (C). O

En virtud de (108), los estados coherentes candnicos satisfacen

. k>0.

Observacion 4.3.5. Un operador acotado X en Ly (R) corresponde con un operador
integral acotado X en &(C), con Kernel (1., X1b,) /7 y norma HXH = || X||. Cierta-

mente, si X actia como ¢(z) = (1., @) //T +— (1., X©) //7, entonces de (109),
~ 12 1
%o = 1 [ (X2 (0., Xihdz = (X, X = 1l

lo que implica || X || = || X||, debido a que [|¢|| = |j¢|| (ver (113)). Ademas,

Xo(2) = W“\/‘;M — %/sz,xqu %\/’gdv — /(C¢(U)de

En particular de (108), el operador de Weyl en £ (C) tiene kernel

)

(114) Wu, Watho) 1 el oo o) —io(z0)
s m

4.8.2.  Transformada de Fourier no conmutativa. Definimos la transformada de
Fourier (o no conmutativa) cudantica de un operador de clase de traza p en
Ly (L3 (R)), por medio de

(115) Flol(z) = %tr (PW.), zeC,

que es una funciéon compleja evaluada en C, con las siguientes propiedades:
(@) [Flpl() < llplly /v (€) FlpWul(2) = e Flp](z + u).
(b) Flp*](2) = Flpl(=2). (d) FWgpW](2) = e 22 Flp](2).

TEOREMA 4.3.6 (Identidad de Parseval no conmutativa). El mapeo p — F[p] se
extiende unicamente a un mapeo unitario de Lo (La(R)) sobre Lo(C), tal que

(116) / FAOFm(2)dz = tr (5*n) . prn € Lo (La(R)) .

Demostracion. Primero consideramos un operador de clase traza autoadjunto p en
L>(R), con descomposicion espectral p = >, pk |ex)(ex|. Entonces, por la propiedad
(a) de la transformada de Fourier y como {{(ey, W.ex) /+/T } x>0 es ortonormal en Ly (C)
(ver (110)), tenemos que la serie

> (ew Ween) = FIpl(2)

k>0
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converge en Ly (C) y || Flp]lI> = Y k>0 lprl® = ||p||§ Debido a la descomposicién de
partes reales e imaginarias de cualquier operador de clase traza y dado que el conjunto
lineal de esta clase es denso en Lg (La(R)), se sigue que F es un operador isométrico
de Ly (L2(R)) a Lo(C). Para concluir,

{fwmwuzjgwnuw@

J,k=0

es una b.o.n. para Lo(C), donde ¢y, son las funciones de Hermite (105). Por lo tanto,
F es unitario. Observemos que (116) es directa de la identidad de polarizacién. O

Observacion 4.3.7. Un estado p en Lo(R) es puro siy solo si || F[p]|| = 1. En efecto,
Los autovalores {p;} de p son positivos y satisfacen »; p; = 1y por (116), se tiene

Il = >;pF <1,y la igualdad se cumple si y solo si p tiene un autovalor propio

igual a uno, i.e., p es un estado puro.

Para un operador de la clase de traza p, se sigue de (109) que

1
Ammwwmw.

™

(117) tr (p)

Ademsds, un operador positivo p es una clase de traza si y solo si la integral en el lado
derecho de (117) es finita.

TEOREMA 4.3.8. La trasformada de Fourier satisface la siguiente representacion:

(118) Flpl(w) = % /C omiotus) Wz Puta) )

™

donde (., ptb,) /7, representa el kernel de p.

Demostracién. Usando (117), uno calcula que

1 1
Fi) = =575 [ e oWaleavl e =~ [ (oo de.
™ C ™ C
Por lo tanto, de (108) se obtiene (118). O

4.8.8. Estados cudnticos Gaussianos. Comenzamos directamente con la definicion
de un estado cudntico Gaussiano [16].

Definicién 4.3.9. Un estado p € B (L2(R)) es estado Gaussiano si existe w € C
y una matriz real simétrica S € Br(C) tal que

1 .
]‘—[p](Z) — ﬁe—z Re(w,z)— % Re(z,5%) , Vze C.

En este caso escribimos p = p(w, S).

La definicién anterior determina un funcional lineal real z — Re(w, z) y una forma
cuadrética real z — Re(z,Sz) en el espacio de Hilbert real C. Por lo tato el vector
de valor medio w y el operador de covarianza S estan determinados de forma tunica.
Para w = v/2(I — im), con I,m € R, llamamos [ el vector de momento medio y a m el
vector de posicién media,respectivamente.

Ejemplo 4.3.1 (Estados coherentes). Dado u € C, se tiene que el estado coherente
Pu = | )1y | es un estado Gaussiano. De hecho, siguiendo (114),

1
Fllthu u = =
(Wou)ullz) = 2=

Por lo tanto p, = p(w, S) = p(—2iu, I).

1 2
<wu7 sz/}u> — ﬁe—%lm zu—%
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Ejemplo 4.3.I1 (Estado de Gibbs a temperatura inversa ). El estado dado por
pp=(1- 67’8)67’8;{‘1, con 3 > 0, estd bien definido, debido a que

—Bata) _ -nB __ 1
tr(e )—Ze = 17"

n>0

Por lo tanto, uno tiene de la representacion integral (118) y (104) que

LF) _ L [ i@ (g, ety

1—e 8 ™
1 7—‘”2 —tIm(uz |u+z —pBa'a
= 7/6 2 I ( ) <f7 ,B fu+z>

™

1
= */eilzﬁiuz l <fz7fe ﬁ(u+z)>dz

™
_ l/efﬁfu )=+ (Fue ™0 —xm) g,

™
we=B_a St
_ e* + 2e~ // —(1—e” gt_z(l—e*B)) (?/""72(1 e+ﬁ)) :|dl‘dy
1 3 coth(8/2)]ul*
= —e 2
1—e B

de donde se sigue Flpg](u) = e~ = coth(8/2)ul* /. /7 Hemos usado que eBulaf —f 4.
Por lo tanto, con Sz = coth(8/2)I y wg = 0, se tiene que pg es Gaussiano.

Problemas de la seccidn.

P.4.1 Muestre que en efecto el operador de Weyl (101) es un operador unitario y que
su adjunto satisface W} = W_,. Nota: es suficiente mostrarlo para la familia
de vectores coherentes {1,}, debido a que forma un conjunto total en La(R).

pP.4.2 Con base en las representaciones matriciales (107), calcula la representacién
matricial del Hamiltoniano (100) y del operador de niimero N = afa.

P.4.3 Verifique las siguientes propiedades de la trasformada de Fourier cudntica F|p):

a) [Flo)(2)] < llolly /v/.
b) Flp](z) = Flpl(—2).
c) FlpWa](2) = e 7= Fp] (2 + u).

d) FWipW.,](2) = e 272 Fp](2).
P.4.4 Para u € Ly(R), demuestra que

1
= [ )Pz = u®

Sugerencia: usa (117) con p = |u)(ul.
P.4.5 Muestra que para z € Cy 8 > 0,

_ C12l2(1—e—8
e PNy, = 1?70 )/2%7%.

Sugerencia: use el hecho que e "N f, = f. s, (ver conclusion del ejemplo 4.3.1)
y que 1, es el vector normalizado de f,.
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