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y Av. Ferrocarril San Rafael Atlixco,

No. 186, Col. Leyes de Reforma

1a Sección, Alcald́ıa Iztapalapa, C.P.

09340, CDMX, México. Tel. 5804
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última actualización de este número
Mario Pineda Ruelas, Departamento
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nidad matemática de habla hispana. Los art́ıculos sometidos, pueden ser traba-
jos de investigación o trabajos que presenten de manera original algún tema de
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EL PROBLEMA DEL BARRENDERO

HÉCTOR A. CHANG-LARA

Resumen. Analizamos una versión discreta del método de balayage propuesto
por Hermann Schwarz y rigurosamente demostrado por Henri Poincaré a finales
del siglo diecinueve para la resolución de la ecuación de Laplace.

1. Un juego para comenzar

Para el juego del barrendero necesitamos papel, lápiz, borrador y una calculadora.
Comienza dibujando un tablero de dimensiones dos por tres como en la Figura 1.
Inicialmente hay un montoncito de arena en la casilla superior izquierda y un bote
de basura en la casilla inferior derecha. Te aconsejo que no dibujes el montoncito de
arena, pues esto irá cambiando durante el juego. Tampoco necesitas arena de verdad
o un bote, la idea es que con la ayuda de la calculadora iremos registrando en el papel
como irá cambiando la cantidad de arena en el juego a medida que este transcurre.

Figura 1. El tablero y su configuración inicial

El objetivo es barrer tanta arena como sea posible en el bote, para esto debes
escoger en una serie de turnos una de las casillas del tablero y barrerla. Barrer una
casilla significa repartir la arena que en ella se encuentra en partes iguales entre sus
cuatro posiciones adyacentes (arriba, abajo, izquierda y derecha). Ten en cuenta que
algunas de ellas se salen del tablero, esta será arena que no podrás recuperar. Por
ejemplo, la primera jugada (forzosamente en la esquina superior izquierda) se ve como
en la Figura 2.

El reto al que te invito con este rompecabezas es el siguiente: Sin importar el número
de turnos que te tardes, ¿cuánta arena puedes meter en el bote? Juega un poco antes
de seguir leyendo.

2010 Mathematics Subject Classification. 00-01, 00-02, 00A08, 00A09, 00A69, 01A55.
Palabras clave. Laplaciano discreto, Método de balayage, Problema de Dirichlet, Núcleo de

Poisson.
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8 HÉCTOR A. CHANG-LARA

Figura 2. La primera jugada

1.1. Algunas estrategias. Para fijar ideas y facilitar la presentación, usaremos
la enumeración de las casillas como en la Figura 3 a continuación y diremos que la
cantidad inicial de arena es 1. Las unidades (gramos, kilos, cent́ımetros cúbicos, litros,
etc.) con las que podŕıamos medir la arena no son relevantes para nuestro juego y por
lo tanto no nos preocuparemos por fijarlas.

Figura 3. Enumeración de las casillas

La primera jugada es forzosamente barrer la casilla 1. Esto manda la mitad de la
arena fuera del tablero y deja 1/4 en las casillas 2 y 4. Luego de esto tenemos distintas
posibilidades. Vamos a intentar algunas y ver que logramos.

Nuestra primera estrategia no es muy buena, pero sin embargo es la más sencilla
que se nos ocurre y nos permite familiarizarnos con el problema. Proponemos que
luego de barrer la casilla 1, procedemos a barrer las casillas 4 y 5 alternadamente,
olvidándonos de lo que sucede con el resto del tablero. Ciertamente no es lo mejor que
podemos hacer, pues esto siempre va dejando arena en las casillas 1 y 2 las cuales no
volveremos a tocar bajo esta propuesta.

Observamos que al comienzo de los turnos pares siempre hay arena en la casilla
4 y la 5 está vaćıa mientras que al comienzo de los turnos impares (mayores que 1)
siempre hay arena en la casilla 5 y la 4 está vaćıa. Más aún, si denotamos por µk la
cantidad de arena en la casilla 4 al comienzo del turno 2k, tenemos lo siguiente: Una
vez que barremos la 4, la 5 recibe µk/4. Una vez que barremos la 5, tanto el bote como
la casilla 4 reciben µk/16.

Es decir que µk+1 = µk/16. De forma inductiva descubrimos una fórmula cerrada
para µk teniendo en cuenta que µ1 = 1/4

µk =
µk�1

16
=

µk�2

162
= . . . =

µ1

16k�1
=

1

4⇥ 16k�1
.

Cada dos turnos el bote recibe sucesivamente las siguientes cantidades de arena:
µ1/16, µ2/16, . . .. Es decir que la cantidad que el bote recibe luego del turno 2k + 1
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está dado por la suma geométrica

µ1

16
+

µ2

16
+ . . .+

µk

16
=

1

64

✓
1 +

1

16
+ . . .+

1

16k�1

◆
,

=
1

64
⇥

1� 1
16k

1� 1
16

,

=
1� 1

16k

60
.

Notemos que estas sumas son crecientes (lo cual es intuitivo si consideramos que nunca
sacamos arena del bote) y tienen como ĺımite 1/60 cuando k ! 1. Como resultado
de esta serie concluimos que bajo esta estrategia el bote logra recibir por lo menos
cualquier cantidad de arena menor que 1/60, luego de un número suficientemente
grande de turnos.

1.1.1. Ejercicio 1. Otra posible estrategia muy sencilla es barrer periódicamente las
casillas 1, 2 y 3. Se trata de un caso que podemos analizar de forma similar al anterior
y el resultado te lo dejamos como ejercicio. Al final de este art́ıculo encontrarás una
sección con las respuestas.

1.2. Simulación. Una vez más, la estrategia en el ejercicio anterior no es óptima,
pues va dejando arena en las casillas 4 y 5. Una estrategia que finalmente combina
ambas es barrer periódicamente las casillas 1, 2, 3, 4, y 5. Una vez más la cantidad de
arena que recibe el bote en este caso debe poder calcularse por medio de una combi-
nación de series geométricas. Sin embargo a estas alturas, y dado que queremos seguir
explorando otras estrategias cada vez más complicadas, es sensato que recurramos a
una simulación por computadora.

En nuestro programa debemos pensar primero en las variables que deben estar
involucradas y como estas interactúan entre si. Hagamos una lista:

El turno que indicaremos por k,
la distribución de arena al comienzo del turno k en las distintas casillas del
tablero. Esto lo denotaremos por µk(i) para i 2 {1, 2, . . . , 6}.

Las reglas del juego dicen que cuando barremos la casilla 1 en un dado turno k,
entonces los valores de µk+1 se definen según

µk+1(i) =

8
><

>:

0 si i = 1,

µk(i) +
1
4µk(1) si i 2 {2, 4},

µk(i) en cualquier otro caso.

Si en cambio barremos otra casilla, digamos j, debemos reemplazar la condición en la
primera ĺınea (i = 1) por i = j, y en la segunda ĺınea (i 2 {2, 4}) por las casillas que
son adyacentes a j. Por ejemplo, para j = 2 se veŕıa en cambio aśı

µk+1(i) =

8
><

>:

0 si i = 2,

µk(i) +
1
4µk(1) si i 2 {1, 3, 5},

µk(i) en cualquier otro caso.

Tenemos aśı con un sencillo ciclo nuestro programa para calcular la arena que recibe
el bote cuando barremos periódicamente los nodos 1, 2, 3, 4, y 5. En el siguiente enlace
encontrarás una implementación en Python:

https://colab.research.google.com/drive/1NXb3ZqIz-
jKiyC2ARGxHuTSQsL4wCDH3?usp=sharing

Es muy sencillo tomar este código y modificarlo para ir explorando otras estrategias.
Por ejemplo, podŕıamos ver otra alternativa periódica como 1, 4, 2, 5, 3; ó quizás una
completamente aleatoria (ambas implementadas igualmente en el enlace anterior).
La sorpresa es que en cualesquiera de estos casos la respuesta parece ser la misma,
¡Incluso para la estrategia aleatoria!

https://colab.research.google.com/drive/1NXb3ZqIz-jKiyC2ARGxHuTSQsL4wCDH3?usp=sharing
https://colab.research.google.com/drive/1NXb3ZqIz-jKiyC2ARGxHuTSQsL4wCDH3?usp=sharing
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¿Tiene esto sentido? Si ya has jugado lo suficiente con este modelo sospecharás
lo raro que es esta conjetura. Ella sugiere que cuando intentamos barrer todas las
casillas, la cantidad de arena que llega al bote es independiente del orden en que estas
se hayan barrido. Sin embargo, el modelo que hemos descrito es sensible al orden en
que se barren las casillas, por ejemplo observemos lo que sucede en la Figura 4 para
dos distintas formas de barrer dos casillas adyacentes. La de arriba deposita más arena
en el bote.

Figura 4. El orden de las barridas śı afecta el resultado

El objetivo de este art́ıculo será demostrar la validez de esta conjetura y explorar
algunas de sus consecuencias. La idea clave está basada en un principio sencillo y
bastante intuitivo (la ley de conservación de la masa) aunque en una primera lectura
puede parecer sorprendente su aparición. La presentación está motivada por el método
de balayage1, una técnica sugerida por Hermann Schwarz, y rigurosamente analizada
por Henri Poincaré a finales del siglo diecinueve para demostrar la existencia de la
ecuación de Laplace con dato de borde fijo [7]. Esperamos aśı con este breve art́ıculo
ofrecer una invitación al análisis de las ecuaciones diferenciales parciales eĺıpticas.

2. El teorema del barrendero

Para poder plantear un teorema formal en nuestro problema comenzamos por definir
algunos de los ingredientes. Como buenos matemáticos tenemos en mente dar una
versión un poco más general.

Modelaremos en primer lugar el tablero usando la ret́ıcula Z2 con la relación de
adyacencia x ⇠ y cuando kx� yk = 1. Podemos imaginar que cada uno de los puntos
x = (x1, x2) 2 Z2 no es más que una etiqueta para una casilla cuadrada centrada
en (x1, x2) de lado 1. Sus casillas adyacentes son las cuatro que son contiguas en las
direcciones cardinales, es decir (x1 � 1, x2) , (x1 + 1, x2), (x1, x2 � 1), y (x1, x2 + 1).

Sea µ : Z2 ! [0,1) la distribución de arena inicial que buscamos barrer de alguna
región ⌦ ✓ Z2. En el juego que encontramos en la introducción el dominio seŕıa el
tablero dos por tres menos la casilla 6 donde está el bote, y la distribución de arena

1Barrer en francés
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inicial es aquella que concentra el montoncito en la casilla 12

⌦ = {(0, 0), (1, 0), (0, 1), (1, 1), (2, 1)} y µ = (0,1).(1)

Un plan de barridas está dado por una lista de casillas b1, b2, . . . 2 ⌦, las que iremos
barriendo en el orden respectivo. Si µk : Z2 ! [0,1) denota la distribución de arena
luego del kmo turno, se tiene entonces la siguiente fórmula recursiva comenzando de
µ0 := µ,

µk(x) :=

8
><

>:

0 si x = bk,

µk�1(x) +
1
4µk�1(bk) si x ⇠ bk,

µk�1(x) en cualquier otro caso.

Decimos que el plan b1, b2, . . . 2 ⌦ barre a µ de ⌦ si

ĺım
k!1

µk(x) = 0, 8x 2 ⌦.

Con estas herramientas ya podemos formular nuestro teorema.

Teorema 1. Dado ⌦ ✓ Z2
finito y µ : Z2 ! [0,1) se tiene que cualesquiera dos

planes b1, b2, . . . 2 ⌦ y b01, b
0
2, . . . 2 ⌦ que barren a µ de ⌦ satisfacen que los siguientes

ĺımites existen y son iguales

ĺım
k!1

µk(x) = ĺım
i!1

µ0
k(x), 8x 2 Z2.

Observemos que los valores de interés para los ĺımites son aquellos donde x está en el
complemento de ⌦. Por hipótesis ya sabemos que ĺımk!1 µk(x) = ĺımi!1 µ0

k(x) = 0
si x 2 ⌦.

Si aplicamos este resultado al caso dado por nuestro problema original donde ⌦
y µ están dados por (1), descubrimos que en el ĺımite el bote recibe una cantidad
de arena dada por ĺımk!1 µk((2, 0)). El teorema nos garantiza aśı que sin importar
el plan que se haya usado, y siempre que todas las casillas en ⌦ terminen limpias, la
cantidad de arena en el bote será la misma en el ĺımite. Más aún, también nos dice que
la cantidad de arena en cualquiera de las demás casillas por fuera del tablero también
son independientes del plan de barridas.

En la demostración de este resultado también veremos una forma práctica para
calcular el ĺımite ĺımk!1 µk por medio de la solución de un sistemas de ecuaciones
lineales.

2.1. Ley de conservación. Una idea útil es llevar el registro de cuánta arena ha
salido de una casilla dada x luego de k turnos. Esto lo podemos modelar de forma
precisa definiendo las funciones uk : Z2 ! [0,1) tales que u0 = 0, y a partir de k � 1

uk(x) :=

(
uk�1(x) + µk�1(bk) si x = bk,

uk�1(x) en cualquier otro caso.
.

¿Qué quiere decir esta fórmula? Al prinicipio no hemos barrido ninguna casilla y por
lo tanto u0 es idénticamente nula. En el turno k barremos la casilla bk y por lo tanto
debemos sumar al acumulado previo uk�1(bk), la cantidad de arena en la casilla bk
al comenzar dicho turno, es decir µk�1(bk). Los demás valores de uk son exactamente
los mismos de uk�1. También pudimos haber escrito la recurrencia usando la función
indicadora como

uk := uk�1 + µk�1(bk) bk .

Observemos que para cualquier plan b1, b2, . . . 2 ⌦ se tiene necesariamente que uk

permanece nula en el complemento de ⌦.

2Dado S ✓ Z2, denotamos por S : Z ! R la función caracteŕıstica o indicadora del conjunto, es
decir

S(x) :=

(
1 si x 2 S,

0 en cualquier otro caso.

Si S = {x0} denotamos por conveniencia x0 := {x0}.
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La función uk nos permite dar una fórmula para la ley de conservación de

masa: En los primeros k turnos, la arena que entra menos la que sale de una casilla
x es justamente la diferencia entre las distribuciones µk menos µ0 en x. Teniendo en
cuenta que la arena que entra a x está dada por un cuarto de la arena que sacan sus
casillas adyacentes tenemos que

µk(x)| {z }
arena final

� µ0(x)| {z }
arena inicial

=
1

4

X

y⇠x

uk(y)

| {z }
arena que entra

� uk(x)| {z }
arena que sale

.

Esta identidad puede ser rigurosamente demostrada por un clásico argumento induc-
tivo usando las recursiones que definen a µk y uk.

La expresión en el lado derecho juega un rol protagónico en esta presentación y se
conoce como el Laplaciano discreto. Lo denotaremos de ahora en adelante usando

�u(x) :=
1

4

X

y⇠x

u(y)� u(x).

En otras palabras, la ley de conservación de masa dice que

�uk = µk � µ.

Nótese que también podemos reescribir la recurrencia para µk usando el Laplaciano
como

µk = µk�1 + µk�1(bk)� bk .

Una propiedad fundamental del Laplaciano es su linealidad. Es decir que satisface el
principio de superposición: Dadas las constantes ↵,� 2 R y las funciones u, v : Z2 ! R

�(↵u+ �v) = ↵�u+ ��v.

Volviendo al problema del barrendero, pensemos un poco en las consecuencias que
podemos deducir de la ley de conservación, dado que los ĺımites propuestos existen.
Asumamos que tenemos un plan que barre a µ de ⌦ tal que los ĺımites µk ! µ1
y uk ! u están bien definidos en todo Z2 (lo cual será parte de la demostración).
En el ĺımite recuperamos el siguiente sistema de ecuaciones lineales sobre ⌦, donde
recordemos se tiene que µk ! 0,

�u = �µ en ⌦.

Mientras tanto en el complemento de ⌦ sabemos automáticamente que u = 0, dado
que las barridas nunca sacan arena de estas casillas. Lo curioso de este sistema de
ecuaciones lineales (para las variables {u(x)}x2⌦) es que a simple vista su formulación
pareciera ser independiente del plan de barridas. ¡Esta es la clave de la demostración!

Una vez calculada la función u tenemos que en todo Z2 se cumple que

µ1 = µ+�u.

Finalmente buscamos concluir que µ1 es independiente del plan gracias a que u es de
hecho independiente del plan.

2.1.1. Ejercicio 2. En nuestro problema original dado por (1), ¿cuál seŕıa el sistema
de ecuaciones? ¿Cómo calculamos finalmente la cantidad de arena que recibe el bote
µ1((2, 0))?

2.2. Existencia y unicidad de soluciones. En esta sección analizamos la exis-
tencia y unicidad de soluciones para el siguiente sistema de ecuaciones, conocido como
el problema de Dirichlet o la ecuación de Poisson con dato de borde cero

(
�u = �µ en ⌦,

u = 0 en Z2 \ ⌦.
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Dado que los valores de u ya se encuentran fijos en el complemento de ⌦, las
incógnitas restantes en el sistema consisten de los valores de u en ⌦. La ecuación
�u = �µ sobre ⌦ representa aśı un sistema lineal de3 |⌦| ecuaciones y |⌦| incógnitas.

Tengamos en cuenta uno de los primeros resultados que aprendemos en álgebra
lineal: Sea A una matriz cuadrada. Para que el sistema Ax = b tenga soluciones
únicas para cualquier b, basta con demostrar bien sea la existencia de soluciones para
cualquier b o la unicidad de las soluciones para algún b (en particular b = 0). En otras
palabras, A es invertible si y solo si logramos verificar que es inyectiva o sobreyectiva.

Nuestra estrategia consistirá en probar la unicidad, o equivalentemente la inyecti-
vidad de la transformación lineal � : V ! W donde

V := {u : Z2 ! R | u = 0 en Z2 \ ⌦},
W := {µ : ⌦ ! R},

son espacios vectoriales, ambos de dimensión |⌦|. Tengamos en cuenta que la inyecti-
vidad de � es equivalente a decir que si u : Z2 ! R satisface

(
�u = 0 en ⌦,

u = 0 en Z2 \ ⌦.

entonces necesariamente u = 0 en todo Z2.
La idea para establecer dicha inyectividad consiste en el siguiente resultado conocido

como el principio del mı́nimo: Si u : Z2 ! R es no-negativa en el complemento de ⌦ y
satisface �u  0 en ⌦ entonces u es necesariamente no-negativa en todas partes. En
otras palabras no puede alcanzar un mı́nimo estrictamente negativo en ⌦.

Probablemente ya algunos lectores sospechen la conexión del Laplaciano discreto
con el Laplaclaciano continuo el cual involucra las segundas derivadas de una función.
En este sentido el principio del mı́nimo es una manifestación discreta del criterio de
la segunda derivada4. Vale la pena leer la demostración a continuación teniendo esta
idea en mente.

Lema 2 (Principio del mı́nimo). Dado u : Z2 ! R tal que para ⌦ ✓ Z2
finito

(
�u  0 en ⌦,

u � 0 en Z2 \ ⌦,

entonces u � 0 en todo Z2
.

Demostración. Asumamos por contradicción que mı́n⌦ u < 0 y sea M := {x 2 ⌦ :
u(x) = mı́n⌦ u} finito y no vaćıo. Tomemos x⇤ 2 M para el cual existe algún y⇤ ⇠ x⇤

fuera deM , es decir que u(x⇤) < u(y⇤). Podŕıamos decir que u alcanza en x⇤ un mı́nimo
localmente estricto, dado que por lo menos en un nodo adyacente la desigualdad es
estricta. No es dif́ıcil probar que siempre es posible encontrar un punto x⇤ con tales
caracteŕısticas gracias a que tanto M como su complemento son no vaćıos.

Vemos que ahora tenemos una contradicción a partir de evaluar la ecuación �u  0
sobre x⇤

0 <
1

4

X

y⇠x⇤

u(y)� u(x⇤) = �u(x⇤)  0.

La primera desigualdad se debe a que u alcanza su mı́nimo en x⇤, más aún es estricta
gracias a la existencia de por lo menos una casilla adyacente y⇤ donde u(x⇤) < u(y⇤).
La última desigualdad se obtiene de la hipótesis �u  0 en ⌦. ⇤

3Dado ⌦ ✓ Z2 denotamos por |⌦| al número de puntos en ⌦.
4Si u : R ! R es una función doblemente diferenciable que alcanza su mı́nimo en x⇤ entonces

�u(x⇤) = u00(x⇤) � 0. En general, cuando u : Rn ! R tenemos que D2u(x⇤) es definida no-negativa,
es decir que

nX

i,j=1

@2u

@xi@xj
(x⇤)⇠i⇠j � 0, 8 ⇠ = (⇠1, . . . , ⇠n) 2 Rn.

En particular �u(x⇤) = tr(D2u(x⇤)) � 0.
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Corolario 3 (Existencia y unicidad de soluciones). Para ⌦ ✓ Z2
finito y µ :

Z2 ! R el siguiente sistema tiene una única solución u : Z2 ! R
(
�u = �µ en ⌦,

u = 0 en Z2 \ ⌦.

Demostración. Buscamos una solución en el espacio vectorial

V := {u : Z2 ! R | u = 0 en Z2 \ ⌦},
cuya dimensión está dada por |⌦| < 1. Consideramos también el espacio de funciones
W = {µ : ⌦ ! R} el cual es isomorfo a V , puesto que tienen la misma dimensión. Basta
con demostrar que el operador lineal� : V ! W es inyectivo, o equivalentemente tiene
un núcleo trivial. Por el teorema fundamental del álgebra lineal esto automáticamente
nos diŕıa que el operador es biyectivo, y por lo tanto se tiene una única solución para
cada sistema de ecuaciones determinado por µ 2 W , dado justamente por u = ���1µ.

La función u 2 V pertenece al núcleo de � si y solo si
(
�u = 0 en ⌦,

u = 0 en Z2 \ ⌦.

Gracias al principio del mı́nimo dado en el Lema 2, obtenemos que u � 0 en Z2.
Si aplicamos el mismo razonamiento a �u obtenemos la otra desigualdad de donde
concluimos u = 0, es decir que el núcleo de � es trivial y por lo tanto � es
biyectiva. ⇤
2.2.1. Ejercicio 3. Dado ⌦ ✓ Z2 finito y ' : Z2 ! R, demuestra que existe una
única solución u : Z2 ! R para el sistema

(
�u = 0 en ⌦,

u = ' en Z2 \ ⌦.

Las funciones que satisfacen �u = 0 en ⌦ se dicen armónicas en ⌦. Geométrica-
mente, el valor de u sobre cualquier x 2 ⌦ es exactamente el promedio de los valores
en las casillas adyacentes. Más adelante veremos una fórmula para calcular estas so-
luciones en términos del núcleo de Poisson que definiremos luego de la demostración
del teorema del barrendero. De momento damos la siguiente pista para resolver el
ejercicio, si u resuelve el problema que se propone, entonces ¿qué ecuación resolveŕıa
v := u� '?

2.3. Demostración del teorema del barrendero. Ya estamos listos para de-
mostrar nuestro resultado principal. Algunos pasos en la demostración se explican
en términos más intuitivos que rigurosos. Esperamos que esta metodoloǵıa tenga un
mayor alcance pedagógico y esperamos que los lectores más inclinados a los aspectos
formales puedan llenar los detalles más técnicos en la demostración.

Demostración del Teorema 1. Asumiendo la notación e hipótesis del teorema, defini-
mos de forma recursiva y partiendo de u0 := 0 las funciones uk := uk�1 + µk�1 bk

las cuales son nulas en el complemento de ⌦ y verifican la ley de conservación. En
términos de ecuaciones para estas funciones tenemos que

(
�uk = µk � µ en ⌦,

uk = 0 en Z2 \ ⌦.

Definimos también u : Z2 ! R como la solución de(
�u = �µ en ⌦,

u = 0 en Z2 \ ⌦.

Gracias al resultado de existencia y unicidad (Corolario 3) sabemos que u está bien
definida y de su construcción queda claro que es independiente de los planes de
barridas.
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Para concluir la demostración verificaremos los siguientes pasos:

1. µ1 := ĺımk!1 µk está bien definida.
2. u1 := ĺımk!1 uk está bien definida.
3. u1 = u.

Con esta estrategia podemos de hecho concentrarnos en un solo plan de barridas y
obviar el otro.

Para establecer los primeros dos puntos usaremos que toda sucesión no-decreciente
y acotada por arriba, necesariamente tiene un ĺımite.

Para ver el primer punto basta con fijarse en el comportamiento de µk en Z2 \⌦, ya
que sabemos por hipótesis que estas tienden a cero en ⌦. Afortunadamente tenemos
que en Z2\⌦ se tiene que µk es una sucesión no-decreciente de funciones tal que µk�µ
está mayorizada por el total de arena que inicialmente está en ⌦. La monotońıa de µk

en Z2 \ ⌦ se tiene porque ninguna barrida pasa por las casillas en el complemento de
⌦, solamente podemos ir sacando arena hacia el complemento. La cota para µk �µ en
Z2 \⌦ se debe en cambio a que no podemos depositar más arena en x 2 Z2 \⌦ que el
total que se encuentra originalmente en ⌦. Es decir, que para x 2 Z2 \ ⌦

µ0(x)  µ1(x)  µ2(x)  . . . 
X

y2⌦

µ(y) + µ(x).

Con este razonamiento ya hemos justificado la existencia del ĺımite en el primer paso.
De la propia construcción de {uk}k�0 se puede ver que esta forma una sucesión no-

decreciente de funciones, puesto que en cada iteración uk � uk�1 = µk�1(bk) bk � 0.
Basta con probar que u � uk para demostrar el segundo punto (y como bono obtener
la mitad de lo que nos hace falta para el tercer punto, u � u1). Gracias a la linealidad
del Laplaciano tenemos que la diferencia vk := u� uk satisface

(
�vk = �u��uk = �µ� (µk � µ) = �µk  0 en ⌦,

vk = 0 en Z2 \ ⌦.

Del principio del mı́nimo (Lema 2) se deduce que vk � 0 y por lo tanto u � uk.
Ahora que sabemos que los ĺımites µ1 y u1 están bien definidos, y dado que

b1, b2, . . . 2 ⌦ barre a µ de ⌦, tenemos que tomando k ! 1 en el sistema para uk
(
�u1 = �µ en ⌦,

u1 = 0 en Z2 \ ⌦.

Por la unicidad de soluciones del problema lineal (Corolario 3) llegamos a que nece-
sariamente u1 = u.

Recordemos que de hecho la conservación de masa �uk = µk � µ es una igualdad
válida en todo Z2. Una vez establecidos los tres pasos concluimos la demostración
haciendo notar que de la fórmula anterior se tiene que en el ĺımite µ1 se puede
calcular a partir de

µ1 = µ+�u1 = µ+�u,

una identidad que es independiente del plan de barridas dado que por definición µ y
u son independientes del plan. ⇤

Nuestro teorema garantiza que para cualquier ⌦ ✓ Z2 finito y µ : Z2 ! [0,1) se
tiene que si µ puede ser barrido de ⌦, entonces la distribución de arena que queda
por fuera de ⌦ es independiente del plan. Queda abierta la pregunta de si podemos en
todo caso barrer o no a µ de ⌦. Te invitamos a que demuestres el siguiente resultado.
En la justificación es útil que pienses en algunas de las técnicas que fueron ilustradas
en la demostración anterior.

Teorema 4. Dado ⌦ ✓ Z2
finito y µ : Z2 ! [0,1) existe por lo menos un plan

b1, b2, . . . 2 ⌦ que barre a µ de ⌦.

2.3.1. Ejercicio 4. Demuestra el teorema.
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2.4. El núcleo de Poisson. Los teoremas anteriores nos permiten dar un sentido
riguroso a la siguiente construcción. Dado ⌦ ✓ Z2 finito buscamos definir una
transformación P⌦ la cual toma una distribución de arena µ : Z2 ! [0,1) (o

equivalentemente un vector de [0,1)Z
2

) y devuelve la distribución de arena µ1 que
resulta al barrer µ de ⌦. En la siguiente definición podemos de hecho considerar
distribuciones con valores negativos.

Definición 5. Dado ⌦ ✓ Z2 finito, definimos el núcleo de Poisson como la
transformación P⌦ : RZ2 ! RZ2

tal que

P⌦(µ) = µ+�u,

donde u es la solución de (
�u = �µ en ⌦,

u = 0 en Z2 \ ⌦.

Observamos que dado µ : Z2 ! R, tenemos que el resultado de la transformación
vuelve a ser una función P⌦(µ) : Z2 ! R la cual se anula en ⌦. Los valores más
interesantes son justamente P⌦(µ)(y) para y 2 Z2 \⌦. Por dar un ejemplo ilustrativo
que usaremos más adelante tenemos que

P{x0}( x0)(y) =

(
1
4 si y ⇠ x0,

0 en cualquier otro caso.
.

Equivalentemente

P{x0}( x0) =
1

4

X

x⇠x0

x.

De la linealidad del problema intuimos que P⌦ también debeŕıa ser lineal.

Lema 6. Sean ⌦ ✓ Z2
finito, ↵,� 2 R, y µ, ⌫ : Z2 ! R, entonces

P⌦(↵µ+ �⌫) = ↵P⌦(µ) + �P⌦(⌫).

Demostración. Sean u, v, w : Z2 ! R tales que
(
�u = �µ en ⌦,

u = 0 en Z2 \ ⌦.
(
�v = �⌫ en ⌦,

v = 0 en Z2 \ ⌦.
(
�w = �(↵µ+ �⌫) en ⌦,

w = 0 en Z2 \ ⌦.

por definición sabemos que

P⌦(µ) = µ+�u,

P⌦(⌫) = ⌫ +�v,

P⌦(↵µ+ �⌫) = ↵µ+ �⌫ +�w.

Basta con demostrar que w = ↵u+ �v para obtener de esta forma que

P⌦(↵µ+ �⌫) = ↵µ+ �⌫ +�w,

= ↵(µ+�u) + �(⌫ +�v),

= ↵P⌦(µ) + �P⌦(⌫).

Ambas funciones, w y (↵u+�v), se anulan en Z2\⌦, y además cumplen �(↵u+�v) =
�w = �(↵µ+ �⌫) en ⌦. Por la unicidad de soluciones podemos concluir la identidad
esperada. ⇤
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Gracias a esta linealidad observamos que solamente hace falta saber cómo actúa
P⌦ sobre las distribuciones puntuales, es decir de la forma x, para recuperar su
comportamiento sobre una distribución arbitraria, la cuales se descomponen tomando
la superposición

µ =
X

x2Z2

µ(x) x.

En otras palabras

P⌦(µ) =
X

x2Z2

µ(x)P⌦( x).

En la literatura es usual definir en cambio al núcleo de Poisson como
P⌦ : Z2 ⇥ Z2 ! R tal que

P⌦(x, y) := P⌦( x)(y).

Es decir, la fracción de arena que recibe un bote en la casilla y cuando se barre de ⌦ un
montoncito en x (con la excepción de que P⌦(x, y) = 0 si y 2 ⌦). Incluso podŕıamos
fijarnos exclusivamente en los casos donde x 2 ⌦ y y 2 Z2 \ ⌦, dado que los otros
escenarios son de alguna forma triviales. Cuando x 2 Z2 \⌦ no habŕıa nada que barrer
en ⌦, y si y 2 ⌦ entonces dicha casilla queda limpia al final de la secuencia de barridas.

2.4.1. Ejercicio 5. Demuestra que si x 2 Z2 \ ⌦ entonces

P⌦(x, y) = x(y).

Por otro lado, para x 2 Z2 y y 2 ⌦ se tiene que

P⌦(x, y) = 0.

Gracias a la interpretación de núcleo de Poisson en términos del problema del
barrendero es natural pensar que dados ⌦1 ✓ ⌦2 ✓ Z2 finitos, se tiene que al barrer
primero a ⌦1 y luego a ⌦2, se obtiene lo mismo que al barrer solamente ⌦2. En términos
precisos tenemos el siguiente resultado. Puedes dar una demostración usando ideas
parecidas a las que usamos para demostrar la linealidad.

Lema 7. Dados ⌦1 ✓ ⌦2 ✓ Z2
finitos se cumple que

P⌦2 = P⌦2 � P⌦1 .

2.4.2. Ejercicio 6. Demuestra el lema.
Como consecuencia de la linealidad y el lema anterior tenemos la siguiente inter-

pretación dual del núcleo de Poisson.

Lema 8. Sea ⌦ ✓ Z2
finito. Para y 2 Z2

fijo, la función u(x) := P⌦(x, y) =
P⌦( x)(y) es la solución de

(
�u = 0 en ⌦,

u = y en Z2 \ ⌦.

Demostración. La condición de borde se sigue del Ejercicio 5. Para x 2 Z2 \ ⌦
P⌦(x, y) = x(y) = y(x).

Para verificar la ecuación usamos el Lema 7 con ⌦1 = {x} ✓ ⌦ y µ = x tal que

P⌦( x) = P⌦(P{x}( x)) = P⌦

 
X

z⇠x

1

4
z

!
=

1

4

X

z⇠x

P⌦( z).

En otras palabras �xP⌦(x, y) = 0. ⇤
El núcleo de Poisson nos ofrece aśı una solución particular de la ecuación �u = 0

en ⌦. Notemos por otro lado que las condiciones de borde de la forma y son
suficientes para reconstruir cualquier otra condición de borde arbitraria gracias al
principio de superposición. En otras palabras hemos llegado a la siguiente fórmula de
representación.
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Corolario 9. Sea ⌦ ✓ Z2
finito. La solución u : Z2 ! R del problema

(
�u = 0 en ⌦,

u = ' en Z2 \ ⌦,

puede escribirse en términos del núcleo de Poisson como

u(x) =
X

y2Z2\⌦

'(y)P⌦(x, y).

2.4.3. Ejercicio 7. Dado n 2 N, calcula el núcleo de Poisson para ⌦ = [1, n]⇥{0}\Z2.

3. Problema continuo

Las herramientas que hemos desarrollado hasta este punto son una interpretación
discreta de un método que a finales del siglo diecinueve logró dar respuesta a uno
de los problemas más importantes en la teoŕıa de funciones anaĺıticas: La posibilidad
de encontrar soluciones al problema de Dirichlet. En esta sección daremos un breve
vistazo al modelo continuo resaltando sus analoǵıas con el modelo discreto. Finalmente
observaremos como aún hoy en d́ıa las técnicas que hemos descrito en esta nota se
utilizan en matemáticas puras y distintas aplicaciones prácticas.

3.1. El Laplaciano. El Laplaciano de una función u : Rn ! R doblemente
diferenciable está dado por

�u(x0) :=
nX

i=1

@2u

@x2
i

(x0).

Este aparece motivado de forma geométrica cuando consideramos la diferencia entre
los promedios de u en una esfera5 de radio r ! 0+ y su valor en el centro6

1

|@Br(x0)|

Z

@Br(x0)
(u(x)� u(x0))dS(x) =

r2

2n
�u(x0) + o(r2).(2)

Recordemos que para v : Z2 ! R se tiene algo muy parecido aunque mucho más
sencillo,

�v(x0) =
1

4

X

x⇠x0

v(x)� v(x0).

Es decir la diferencia entre el promedio de v en los nodos adyacentes a x0 y el propio
valor de v(x0). En el caso discreto no tenemos que preocuparnos por el ĺımite cuando
el radio tiende a cero porque de hecho tenemos a la mano “el radio más pequeño”.

Veamos rápidamente la demostración de la identidad (2). Tomando el cambio de
variables x = x0 + r✓ y usando la expansión de Taylor

1

|@Br(x0)|

Z

@Br(x0)
(u(x)� u(x0)) dS(x),

=
1

|@B1|

Z

@B1

✓
rDu(x0) · ✓ +

r2

2
✓ ·D2u(x0)✓ + o(r2)

◆
dS(✓).

La integral del primer término en el lado derecho se cancela por la simetŕıa impar del
integrando sobre la esfera.

5Denotamos las bolas y las esferas respectivamente como

Br(x0) := {x 2 Rn | kx� x0k < r},
@Br(x0) := {x 2 Rn | kx� x0k = r}.

Si omitimos el centro es porque asumimos que este es el origen (x0 = 0).
6El término o(r2) representa una función que tiende a cero más rápido que r2, es decir

ĺımr!0+
o(r2)
r2

= 0.
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Para el segundo término tenemos que
Z

@B1

✓ ·D2u(x0)✓ dS(✓) =
nX

i,j=1

@2u

@xi@xj
(x0)

Z

@B1

✓i✓jdS(✓).

Los términos con i 6= j se cancelan igualmente por simetŕıa impar. Restan aśı los
términos donde i = j para los cuales se tiene que una vez más por simetŕıa

Z

@B1

✓21dS(✓) = . . . =

Z

@B1

✓2ndS(✓) =
1

n

Z

@B1

nX

i=1

✓2i dS(✓) =
|@B1|
n

.

Dado que
Pn

i=1 ✓
2
i = 1 para ✓ 2 @B1.

Como conclusión tenemos que cuando reunimos los términos

1

|@Br(x0)|

Z

@Br(x0)
(u(x)� u(x0)) dS(x) =

r2

2n

nX

i=1

@2u

@x2
i

(x0) + o(r2),

=
r2

2n
�u(x0) + o(r2).

Ciertamente la fórmula que hemos demostrado es ilustrativa desde el punto de vista
geométrico pero poco práctica para calcular. En ese caso se suele usar en cambio la
suma de las segundas derivadas.

Si aproximamos a las derivadas de una función usando los cocientes incrementales
obtenemos que

@u

@xi
(x) = ĺım

"!0

u(x+ ("/2)ei)� u(x� ("/2)ei)

"
,

@2u

@x2
i

(x) = ĺım
"!0

@iu(x+ ("/2)ei)� @iu(x� ("/2)ei)

"
,

= ĺım
"!0

u(x+ "ei)� 2u(x) + u(x� "ei)

"2
.

Por lo tanto

�u(x) = ĺım
"!0

"�2 1

2n

X

y⇠"x

(u(y)� u(x))

donde tomamos y ⇠" x si y es de la forma x± "ei. Hemos descubierto aśı la segunda
analoǵıa entre los Laplacianos discretos y continuos.

Otras propiedades que igualmente se cumplen para el Laplaciano continuo son el
principio del mı́nimo y la existencia de un núcleo de Poisson (o la medida armónica)
para un dominio ⌦ ✓ Rn y bajo ciertas hipótesis. Para aquellos lectores que ya
han tomado un curso de ecuaciones diferenciales parciales, seguramente ya se hab́ıan
encontraron con algunas de estas ideas en sus cursos. Para los que aún no lo han hecho
esperamos haber alimentado la curiosidad para embarcar el viaje en una hermosa
disciplina de las matemáticas.

Apenas vimos un modelo que enfatiza una ley de conservación o un fenómeno
de difusión. Las conexiones con distintas áreas son de hecho abundantes, tanto
en f́ısica (electromagnetismo, mecánica de fluidos, mecánica estad́ıstica, cuántica,
etc), bioloǵıa (dinámica de poblaciones), geometŕıa (flujos geométricos, superficies
mı́nimas), probabilidad (modelos estocásticos, finanzas), optimización (penalización
por gradiente), y pare usted de contar. Una amena referencia que ilustra las conexiones
con probabilidad y redes eléctricas es Random Walks and Electric Networks por Peter
G. Doyle y J. Laurie Snell [5].

3.2. Un breve vistazo a la historia del balayage. Las ecuaciones diferenciales
nacieron a partir de la formulación matemática de distintos procesos y modelos
f́ısicos. Gracias a la teoŕıa mecánica de Newton podemos entender la evolución de
sistemas de cuerpos representados por parámetros puntuales que describen distintas
configuraciones (posiciones, velocidades, ángulos, etc.). Sin embargo, no todos los
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fenómenos naturales pueden ser descritos puntualmente por una cantidad finita de
parámetros, pensemos en cambio en fluidos como lo son los ĺıquidos o los gases, la
descripción de una membrana en reposo, o incluso modelos poblacionales donde la
gran cantidad de individuos hace poco práctico hacer seguimiento de cada uno de los
agentes. En estos casos son necesarias la ecuaciones en derivadas parciales (EDPs). La
importancia de las EDPs en f́ısica fue reconocida tan pronto como el cálculo diferencial
e integral fue establecido durante los siglos diecisiete y dieciocho. Tengamos en cuenta
que incluso hasta mediados del siglo diecinueve podŕıa decirse que, f́ısica, matemáticas
e ingenieŕıas formaban parte de una misma disciplina.

Durante siglo diecinueve las matemáticas comenzaron a establecer las bases axiomáti-
cas del cálculo, reemplazando las motivaciones f́ısicas e intuitivas por demostraciones
rigurosas. En esta división entre matemáticas puras y las ciencias aplicadas, las EDPs
habitaban una zona fronteriza, siendo muy aplicadas a fenómenos reales para merecer
el análisis abstracto. Sin embargo, no tardaŕıa en llegar el momento en que se descu-
briese que las EDPs juegan un rol protagónico dentro de las mismas bases abstractas
de las matemáticas.

Podemos decir que fue en el análisis de funciones complejas, y en particular la
tesis de Riemann en 1851, donde las EDPs hacen su primera aparición dentro de las
matemáticas. Las simetŕıas de los números complejos son una poderosa herramienta
que (contradictorio a su nombre) simplifican el cálculo real. El punto de partida son las
funciones de la forma f = u+ iv diferenciables de los complejos en si mismo los cuales
identificamos por z = x+ iy. Para que la definición de la derivada sea consistente en
este caso es necesario que las partes real e imaginaria de f satisfagan las ecuaciones
de Cauchy-Riemann

@u

@x
=

@v

@y
,

@u

@y
= �@v

@x
.

De esta forma descubrimos adicionalmente que u y v son funciones armónicas dado
que

�u =
@2u

@x2
+

@2u

@y2
=

@2v

@x@y
� @2v

@y@x
= 0,

�v =
@2v

@x2
+

@2v

@y2
= � @2u

@x@y
+

@2u

@y@x
= 0.

Un punto clave en célebre teorema del mapeo de Riemann, uno de los resultados más
importantes en análisis complejo y geometŕıa de superficies, consiste en la posibilidad
de encontrar soluciones para la ecuación de Laplace en un dominio ⌦ ✓ R2 con un
dato de borde continuo ' (

�u = 0 en ⌦,

u = ' en @⌦.

Hasta ese momento, la resolución de dicha ecuación no era realmente una prioridad
en el análisis matemático. Con ella se modela por ejemplo la distribución de tempe-
ratura en una placa dada por ⌦ y por lo tanto su resolución era palpable. Riemann
teniendo en cuenta que tales justificaciones no seŕıan suficientes para los estándares
que se estaban estableciendo para ese entonces justificó la resolución de la ecuación
haciendo notar que esta es la ecuación de punto cŕıtico cuando buscamos minimizar
el funcional7 de Dirichlet

u 7! D[u] :=

Z

⌦
kDuk2dx.

Dado que dicho funcional es no-negativo, quedaba “claro” que donde se alcanzara el
mı́nimo, bajo la restricción u = ' en @⌦, tendŕıa que encontrarse la solución buscada.

Veamos rápidamente que queremos decir con esta idea de la ecuación de punto
cŕıtico. Sea ⌘ : ⌦ ! R una función suave tal que ⌘ = 0 en @⌦. Si u : ⌦ ! R realiza el
mı́nimo de D[u] bajo la restricción u = ' en @⌦ entonces f(") := D[u+ "⌘] alcanza su

7Un funcional es una función que es evaluada a su vez sobre otra función
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mı́nimo en " = 0. Usando que en los mı́nimos de una función se tiene que al derivada
se anula encontramos que

0 =
d

d"

����
"=0

Z

⌦
kD(u+ "⌘)k2dx,

=
d

d"

����
"=0

Z

⌦
("2kD⌘k2 + 2"Du ·D⌘ + kDuk2)dx,

= 2

Z

⌦
Du ·D⌘dx,

= �2

Z

⌦
⌘�udx.

La última igualdad se obtiene usando integración por partes y el hecho que ⌘ = 0 en
@⌦. Dado que dicha identidad debe ser cierta para ⌘ arbitraria se deduce que �u = 0
en ⌦.

Weierstrass hizo notar que este razonamiento aún carećıa de rigor matemático.
No cualquier función no negativa (o en general acotada por debajo) debe tener
necesariamente un mı́nimo, por ejemplo pensemos en la función exponencial en los
reales. De hecho, en 1871 Friedrich Prym encontró un caso para ⌦ = B1 donde existe
una función continua ' en la circunferencia pero sin embargo para cualquier función
continua que satisface u = ' en @B1 se tiene que D[u] = 1. Quedaba definitivamente
abierta la validez del análisis complejo que tantos avances hab́ıa logrado en múltiples
áreas de las matemáticas.

Simultáneamente a esta crisis, Hermann Schwarz, otro prominente matemático
reconocido por sus trabajos en análisis complejo, hab́ıa propuesto un ingenioso método
para resolver la ecuación de Laplace en un dado dominio ⌦ = ⌦1 [ ⌦2 que se
descompone en otros más sencillos ⌦1 y ⌦2. Gracias los trabajos de Fourier, Gauss,
Green y Poisson entre otros, se conocen fórmulas de representación para la solución de
la ecuación de Laplace con un dato de borde dado cuando el dominio es por ejemplo
un rectángulo o una bola, con esto nos referimos a esta clase de “dominios sencillos”.
Cuando en cambio tenemos ⌦ = ⌦1 [ ⌦2 se tiene que la solución del problema de
Dirichlet se recupera en el ĺımite cuando, partiendo de una función u0 tal que u0 = '
en @⌦, resolvemos alternadamente los problemas

(
�u2k+1 = 0 en ⌦1,

u2k+1 = u2k en ⌦ \ ⌦1,

(
�u2k = 0 en ⌦2,

u2k = u2k�1 en ⌦ \ ⌦2.

Heuŕısticamente, comenzamos con un candidato u0 que a pesar de tomar los valores
deseados en la frontera puede no tener el Laplaciano que necesitamos. En cada
iteración lo que vamos haciendo es justamente “barrer el Laplaciano” de la función
dada en el sub-dominio donde sabemos exactamente como resolver la ecuación de
Laplace.

Esta idea se generaliza sin problema al caso donde ⌦ es la unión de más de dos
subdominios, incluso una cantidad numerable de ellos. No solamente desde un punto
de vista práctico esta metodoloǵıa ofrece una idea útil, sino también desde el teórico.
Tengamos en cuenta que cualquier dominio se descompone como unión de bolas (por
ser un conjunto abierto). Esta última observación en el caso numerable probablemente
no tendŕıa mucho valor práctico a la hora de calcular soluciones, sin embargo fue clave
en el análisis de Poincaré.

Felizmente (y casi cuarenta años después de la tesis de Riemann) Henri Poincaré
completó el análisis riguroso de este método, hoy conocido como balayage que se
traduce como barrer [7]. La idea consiste en tomar una sucesión de bolas B1, B2, . . . ✓
⌦ tales que para cualquier x 2 ⌦ se cumple que x pertenece a un número infinito
de bolas de la sucesión. Comenzando con una función continua u0 : ⌦ ! R tal que



22 HÉCTOR A. CHANG-LARA

u0 = ' en ⌦, definimos las iteraciones uk : ⌦ ! R tales que
(
�uk = 0 en Bk,

uk = uk�1 en ⌦ \Bk.

El reto consiste en demostrar que uk ! u donde u : ⌦ ! R es una función continua,
doblemente diferenciable en ⌦ y satisface

(
�u = 0 en ⌦,

u = ' en ⌦ \Bk.

A pesar de las similitudes que podemos encontrar con el problema del barrendero,
el tratamiento en el caso continuo es mucho más delicado, pensemos por un momento
algunos de los obstáculos que nos encontraremos en este escenario. Mientras que para
sistemas lineales de dimensión finita con igual número de incógnitas que de ecuaciones,
la biyectividad es equivalente a la inyectividad esto no necesariamente se cumple en
sistemas de dimensión infinita como el que tenemos en el caso de la EDP. Por otro
lado, la convergencia puntual de uk ! u no es suficiente para decir que u hereda las
ecuaciones que satisface la sucesión, es necesario tener un control más estricto de las
soluciones. Abordar estos aspectos de forma rigurosa, usando por ejemplo el principio
del mı́nimo y la desigualdad de Harnack, es lo que hace de la demostración de Poincaré
uno de los avances más significativos de su época en el análisis de EDPs.

Ya entrado el siglo veinte, Oskar Perron encontraŕıa una útil y profunda inter-
pretación al método de Balayage [6]. Cuando adicionalmente pedimos que �u0  0
obtenemos que {uk} es una sucesión decreciente de funciones super-armónicas, es decir
que también satisfacen �uk  0 (en un cierto sentido débil). Por lo tanto podemos
decir que u es el ı́nfimo de una familia de funciones super-armónicas. Más aún, por
el principio del mı́nimo sabemos que cualquier función super-armónica que tenga el
mismo dato de borde que la solución u debe necesariamente mayorizar la solución
u. El método de Perrón dice aśı que la solución del problema de Dirichlet se obtie-
ne justamente como la envolvente inferior de la familia de funciones super-armónicas
que toman el dato de borde prescrito. Mucho más recientemente a partir de los años
ochenta, estas ideas basadas en el principio de comparación han motivado la teoŕıa de
soluciones viscosas [4], las cuales son una de las áreas de investigación activas hoy en
d́ıa en el análsis de EDPs.

Los esfuerzos por seguir analizando el funcional de Dirichlet, su posibilidad de
encontrar mı́nimos, y cuando estos resuelven una ecuación diferencial son parte de
otra historia muy interesante en la cual no haremos mayores comentarios. Solamente
quisiéramos hacer notar que, teniendo en mente esta otra dirección, Hilbert propuso
dos de sus veintitrés famosos problemas que guiaŕıan el desarrollo de las matemáticas
en el siglo veinte. En particular, mucho en el desarrollo del análisis funcional y de la
teoŕıa de la medida fue consecuencia de estas preguntas. Recomendamos el art́ıculo
de H. Brezis y F. Browder para información más detallada al respecto [1].

Uno de los aspectos que salta a la vista de esta breve historia es la retroalimentación
entre la práctica intuición f́ısica con la abstracción y el desarrollo del análisis moderno.
No vemos como algo negativo haber encontrado que la demostración de Riemann
estaba incompleta, más bien representó la oportunidad de profundizar y consolidar
aspectos que llevaron al desarrollo del análisis que hoy conocemos. Significó que el
problema era mucho más interesante de lo que sospechábamos inicialmente. Por el
otro lado, la intuición tampoco es una herramienta que debe ser descartada sino todo
lo contrario. De hecho aśı lo manifestó en múltiples ocasiones el mismo Poincaré.

Esta interconexión entre matemáticas y f́ısica sigue muy presente hoy en d́ıa. Por
poner un ejemplo famoso, la conjetura de Poincaré, la cual plantea una propiedad
topológica abstracta para describir a las esferas, pudo ser resuelta gracias al programa
de Richard Hamilton quien propuso en los años ochenta un flujo parabólico (el que
describe la evolución del calor) para la métrica. Grigori Perelman es quien logra
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finalmente concluir a comienzos del siglo veintiuno el plan trazado por Hamilton.
Su demostración, entre varios aspectos profundos de análisis, propone un cuidadoso
control de la entroṕıa del flujo, es decir una cantidad que originalmente conocemos
por sus motivaciones en termodinámica y que a simple vista no es natural relacionar
con geometŕıa (aunque quizás no para Perelman y otros cuantos).

En el mundo práctico el método de balayage ha sido redescubierto en múltiples
ocasiones. Hoy en d́ıa los métodos numéricos para resolver problemas de aprendizaje
por refuerzo pueden ser considerados una adaptación de las iteraciones de Schwarz. De
hecho, el mismo principio de programación dinámica en la teoŕıa de control óptimo es
también una manifestación de esta teoŕıa. En la siguiente charla [2] discuto con mayor
detalle las interconexiones con la teoŕıa de control óptimo.

4. Soluciones a los ejercicios

4.1. Ejercicio 1. En este caso obtenemos la serie

1

64

✓
1 +

1

8
+

1

82
+ . . .

◆
=

1

56
.

4.2. Ejercicio 2. Tenemos que si denotamos por ui al valor de u en la casilla i,
entonces el sistema de ecuaciones es

8
>>>>>><

>>>>>>:

�u1 +
1
4u2 +

1
4u4 = �1,

1
4u1 � u2 +

1
4u3 +

1
4u5 = 0,

1
4u2 � u3 = 0,
1
4u1 � u4 +

1
4u5 = 0,

1
4u2 +

1
4u4 � u5 = 0.

La cantidad de arena que recibe el bote en el ĺımite está dada aśı por

µ1((2, 0)) = 1
4u3 +

1
4u5 ⇠ 0,066.

4.3. Ejercicio 3. La existencia y unicidad de la solución u es equivalente a encon-
trar una única función v := u� ' tal que

(
�v = �µ en ⌦,

v = 0 en Z2 \ ⌦,

donde µ = �'. Sabemos que v existe de forma única gracias al Corolario 3.

4.4. Ejercicio 4. Sea b1, b2, . . . 2 ⌦ un plan que recorre cada casilla un número
infinito de veces. Por ejemplo, cualquier plan periódico donde aparezcan todas las
casillas de ⌦. Esta condición implica que para cada x 2 ⌦, existe un número infinito
de sub-́ındices tales que µk(x) = 0. Basta probar aśı que µ1 = ĺımk!1 µk existe para
deducir que µ1 = 0 en ⌦, es decir que b1, b2, . . . 2 ⌦ barre a µ de ⌦.

Definimos uk y u exactamente como en la demostración del Teorema 1. Recordemos
que uk es no-decreciente y (por el principio del mı́nimo) acotada por u, por lo tanto
u1 := ĺımk!1 uk está bien definida. Dado que µk = µ+�uk tenemos que la existencia
del ĺımite para µk queda demostrada por la existencia del ĺımite para uk.

4.5. Ejercicio 5. Sea x 2 Z2 \ ⌦ y u : Z2 ! R tal que
(
�u = � x en ⌦,

u = 0 en Z2 \ ⌦.

Dado que � x = 0 en ⌦, puesto que x 2 Z2 \⌦, tenemos que necesariamente u = 0 y
por lo tanto

P⌦(x, y) = P⌦( x)(y) = x(y) + 0 = x(y).
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Por otro lado, para µ : Z2 ! R arbitraria sea u : Z2 ! R tal que
(
�u = �µ en ⌦,

u = 0 en Z2 \ ⌦.

Si y 2 ⌦ entonces

P⌦(µ)(y) = µ(y) +�u(y) = µ(y)� µ(y) = 0.

En particular P⌦(x, y) = P⌦( x)(y) = 0.

4.6. Ejercicio 6. Sea µ : Z2 ! R arbitraria y u, v, w : Z2 ! R tales que
(
�u = �µ en ⌦1,

u = 0 en Z2 \ ⌦1.
(
�v = �P⌦1(µ) en ⌦2,

v = 0 en Z2 \ ⌦2.
(
�w = �µ en ⌦2,

w = 0 en Z2 \ ⌦2.

por definición sabemos aśı que

P⌦1(µ) = µ+�u,

P⌦2(P⌦1(µ)) = P⌦1(µ) +�v,

P⌦2(µ) = µ+�w.

Basta con demostrar que w = u+ v para obtener de esta forma que

P⌦2(µ) = µ+�w = µ+�u+�v = P⌦1(µ) +�v = P⌦2(P⌦1(µ)).

Ambas funciones, w y (u+v), se anulan en Z2 \⌦, veamos entonces que �(u+v) =
�w = �µ en ⌦2 para concluir por unicidad la identidad esperada.

En ⌦1 ✓ ⌦2 tenemos que P⌦1(µ) = 0 y por lo tanto �(u+v) = �µ+P⌦1(µ) = �µ.
En el complemento ⌦2 \ ⌦1 usamos que �v = �P⌦1(µ) = �(µ +�u) y por lo tanto
�(u+ v) = �µ. Esto concluye la demostración.

4.7. Ejercicio 7. Calcularemos P⌦(x, y) en los casos no triviales los cuales están
dados por x 2 ⌦ = [1, n]⇥ {0} e y 2 Z2 \ ⌦ tal que es adyacente a por lo menos una
casilla de ⌦. En cada uno de los casos a continuación fijaremos y y denotaremos por
pi := P⌦((i, 0), y) para i 2 [0, (n+ 1)].

Caso 1: Si y = (n+ 1, 0) tenemos que pi satisface

p0 = 0, pn+1 = 1, pi+1 + pi�1 = 4pi.

Para esta recurrencia se tiene el polinomio caracteŕıstico P (x) = x2 � 4x + 1 cuyas
ráıces son r± = 2±

p
3. Por lo tanto

pi = A+r
i
+ +A�r

i
�.

De las condiciones de borde vemos que

A+ = �A� =
1

rn+1
+ � rn+1

�
.

Es decir que para i 2 {0, 1, . . . , n, (n+ 1)}

P⌦((i, 0), (n+ 1, 0)) =
ri+ � ri�

rn+1
+ � rn+1

�

y en los demás casos seŕıa cero.
El caso y = (0, 0) es simétrico y da como resultado

P⌦((i, 0), (0, 0)) =
rn+1�i
+ � rn+1�i

�

rn+1
+ � rn+1

�
.
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Caso 2: Si y = (j, 1) con j 2 [1, n] tenemos que pi satisface para i 6= j

p0 = 0, pn+1 = 0, pi+1 + pi�1 = 4pi.

Para i = j se tiene en cambio que

pj+1 + pj�1 + 1 = 4pj .

Para analizar este caso partimos el intervalo [1, n] en los sub-intervalos [1, j] y [j, n] y
procedemos como en el caso anterior, siendo pj un parámetro por ser fijado. Tenemos
de esta forma que

pi =

(
A(ri+ � ri�) si i 2 [0, j],

B(rn+1�i
+ � rn+1�i

� ) si i 2 [j, (n+ 1)].

Para que las fórmulas coincidan en i = j requerimos que

B = A
rj+ � rj�

rn+1�j
+ � rn+1�j

�
.

Finalmente la relación pj+1+pj�1+1 = 4pj determina el coeficiente A = 1/(4a�b�c)
donde

a = rj+ � rj�, b = rj�1
+ � rj�1

� , c =
rj+ � rj�

rn+1�j
+ � rn+1�j

�
(rn�j

+ � rn�j
� ).

El caso restante y = (j,�1) es muy similar al anterior.
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MUCHOS JUEGAN...¡YO TAMBIÉN QUIERO JUGAR!

RAÚL MONTES-DE-OCA

Resumen. Se presentará un ejemplo de un juego bipersonal, estático, no coope-
rativo, con información completa y de suma cero conocido como el juego de los
volados. Este ejemplo servirá para motivar los conceptos e ideas principales que
aparecen en juegos finitos, incluyendo la noción de equilibrio de Nash dada a través
de la idea de mejor respuesta de cada jugador, presentando como meta final el
enunciado del teorema de Nash acerca de la existencia de puntos de equilibrio
en juegos finitos. Con todo esto, se espera que estudiantes de la licenciatura en
matemáticas y áreas afines se introduzcan y se interesen en el fascinante mundo
de la teoŕıa de juegos.

1. Introducción

De manera general, un juego es cualquier situación estratégica gobernada por reglas

con un resultado bien definido, caracterizado por la interdependencia estratégica entre

los jugadores ([6], [8], [9], [14], [15]).

La teoŕıa de juegos está relacionada con diversos problemas de toma de decisiones
que aparecen en áreas como:

Organización industrial/empresarial.

Medicina.

Administración de recursos.

Finanzas/Portafolios.

Subastas.

Véase, por ejemplo, [4].

El principal objetivo de este trabajo consiste en introducir y motivar a estudiantes

de matemáticas y áreas afines en la teoŕıa de juegos. Para alcanzar este objetivo, usare-

mos como hilo conductor un ejemplo de un juego bipersonal, estático, con información

completa, no cooperativo y de suma cero ampliamente utilizado en la literatura de

juegos y que es conocido como el juego de los volados ([6], [15]). Con este ejemplo

motivaremos las ideas básicas de: estrategias puras y estrategias mixtas, de mejores
respuestas, aśı como la noción de punto de equilibrio o equilibrio de Nash. Posterior-
mente, se presentará el enunciado del teorema de Nash ([11]) acerca de la existencia de

puntos de equilibrio en juegos finitos. También se comentará acerca de la demostración

de este teorema, ligando a ésta con la noción de punto fijo de la correspondencia de

mejores respuesta de ambos jugadores y con el teorema de punto fijo de Kakutani ([7]).

Elegimos el juego de los volados para desarrollarlo debido a que éste motiva, de

manera bastante clara, la noción de estrategia mixta a diferencia de otros ejemplos

2010 Mathematics Subject Classification. 91A10.
Palabras clave. Juegos finitos, juegos no cooperativos, equilibrio de Nash, juego de los volados.
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clásicos como el dilema del prisionero ([6], [14]) que no trataremos aqúı.

Como una referencia complementaria se propone el libro de Siegfried ([13]) el cual

toca aspectos históricos y conceptuales de los juegos incluyendo, en particular, ideas

acerca de la contribución de Von Neumann a la teoŕıa de juegos las cuales no comen-

taremos en este trabajo.

Es importante mencionar que el trabajo está escrito manteniendo en un mı́nimo la

notación para que las ideas queden de la forma más intuitiva posible, pero, de manera

estratégica, se dan referencias adecuadas para cubrir completamente la parte formal

del tema.

El trabajo está organizado como sigue. En la Sección 2 se describe con detalle el

juego de los volados dejando abierta la solución del juego para una sección posterior.

En la Sección 3 se desarrolla la teoŕıa básica de juegos bipersonales siguiendo el art́ıculo

[12], estableciendo la solución de un juego como un punto de equilibrio. Posteriormente,

en la Sección 4 se expone la solución del juego de los volados y en la Sección 5 se

presenta el enunciado del teorema de Nash comentando su relación con el teorema de

Kakutani. En la Sección 6 se dan algunos comentarios generales y la conclusión del

trabajo constituye la Sección 7.

2. Un ejemplo

Los juegos a los que nos referiremos aqúı ([6], [8], [9], [14], [15]) cuentan con las

siguientes caracteŕısticas: (i) tienen un número finito de jugadores e igualmente hay un

número finito de posibles decisiones para cada jugador; (ii) son estáticos, es decir, cada
jugador toma una sola decisión y cada jugador no tiene conocimiento de la decisión

tomada por los otros jugadores antes tomar su propia decisión; (iii) se trata con juegos
no cooperativos, es decir, la unidad de análisis es el participante individual en el juego

que se preocupa por hacer lo mejor posible por śı mismo, sujeto a reglas y posibilidades

claramente definidas; y también (iv) se supondrá que cada jugador es racional, es decir,
supondremos que cada jugador siempre dará su mejor respuesta y que cada jugador

cuenta con información completa, es decir, se supone que cada jugador conoce las

decisiones que tomará, aśı como las decisiones de los demás jugadores y espera que

cualquiera de sus oponentes tome su mejor decisión.

2.1. El juego de los volados ([15] p. 71). Se tienen dos jugadores, cada uno

de ellos posee una moneda de un peso donde, como es común, la moneda tiene en

una cara un águila (A) y un sol (S) en la otra. Los jugadores eligen una cara de su

moneda, es decir, escogen A o S y colocan la moneda del lado de la cara elegida sobre

una mesa, de forma simultánea. Si las caras elegidas fueron dos águilas o dos soles,

el Jugador 1 gana un peso (y el Jugador 2 pierde un peso), mientras que si las caras

elegidas fueron un águila y un sol, el Jugador 2 se lleva un peso (y el Jugador 1 pierde

un peso). Obsérvese que en este juego lo que gana un jugador es lo que pierde el otro;

a los juegos con esta caracteŕıstica se les conoce como juegos de suma cero ([9]).

En el Cuadro 1, se da una representación de este juego conocida como la forma
normal del juego y en ésta se especifican: los jugadores, las decisiones (o estrategias

puras) de que dispone cada jugador y los pagos de cada jugador. Nótese que en los

dos números que aparecen en los cuadros, el primero de ellos representa el pago que

recibe el Jugador 1 y el segundo número es el pago del Jugador 2.

Una vez establecido el juego se tiene la siguiente pregunta obvia: ¿qué decisión de-

berá adoptar cada jugador para obtener su máximo beneficio?
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Jugador 2
A S

Jugador 1
A 1,-1 -1,1

S -1,1 1,-1

Cuadro 1. Forma normal del juego de los volados

Primero, considérese las parejas (A,A), (S, S), (A,S) y (S,A), donde la primera

coordenada corresponde a la decisión tomada por el Jugador 1 y la segunda coordena-

da indica la decisión tomada por el Jugador 2. Nótese que ninguna de ellas es solución,

debido a que:

en (A,A) al Jugador 2 le convendŕıa más tomar la decisión S;

en (A,S) al Jugador 1 le convendŕıa más tomar la decisión S;

en (S,A) al Jugador 1 le convendŕıa más tomar la decisión A;

en (S, S) al Jugador 2 le convendŕıa más tomar la decisión A.

Entonces, ¿cuál es la solución? Para presentar ésta necesitamos extender la clase de

las posibles decisiones o estrategias puras que puede tomar cada jugador, de hecho, como

veremos después la solución de este juego se alcanza en la clase de las estrategias mixtas las

cuales combinan adecuadamente las posibles estrategias puras de cada jugador. Entonces a

continuación estableceremos un poco de teoŕıa y posteriormente, en la Sección 4, ofreceremos

la solución del juego de los volados.

3. Un poco de teoria de juegos bipersonales

3.1. Modelo básico. En esta sección daremos la teoŕıa básica de juegos finitos biperso-

nales, tomada esencialmente del art́ıculo [12], aunque también puede encontrarse en textos

como el [14]. De forma breve, tenemos:

• 2 jugadores;

• cada Jugador i tiene asociado un conjunto finito ⇧i de estrategias puras. Por simpli-

cidad y para cubrir el caso del ejemplo de los volados supongamos que cada uno de

los conjuntos ⇧1 y ⇧2 tienen dos estrategias puras, es decir:

⇧1 = {a, b} y ⇧2 = {↵,�};

• cada Jugador i, tiene asociada una función de pago ui, donde ui : ⇧1 ⇥⇧2 ! R.

3.2. Estrategias mixtas para el Jugador i, i = 1, 2. Esta clase de estrategias son vec-

tores de forma:

(⌘, 1� ⌘),

con 0  ⌘  1 y se tiene la interpretación de que el Jugador i toma una de sus estrategias

puras con probabilidad ⌘ y la otra con probabilidad 1 � ⌘. Nótese que los casos especiales

cuando ⌘ = 0 y ⌘ = 1 dan como resultado las estrategias puras correspondientes al jugador

en cuestión.
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3.3. Función de pago sobre las estrategias mixtas. Se extiende la función de pago

ui a la clase de las estrategias mixtas de la siguiente manera: tómese 0  ✓  1 y 0  �  1.

Entonces, en términos de la teoŕıa de la probabilidad ([1]) podemos pensar que tenemos dos

elementos aleatorios:

X =

(
a con probabilidad ✓

b con probabilidad 1� ✓

y

Y =

(
↵ con probabilidad �

� con probabilidad 1� �

donde se supone que X y Y son independientes, con vector conjunto dado por:

(X,Y ) =

8
>>><

>>>:

(a,↵) con probabilidad ✓ · �
(a,�) con probabilidad ✓ · (1� �)

(b,↵) con probabilidad (1� ✓) · �
(b,�) con probabilidad (1� �) · (1� ✓)

y usando la función de pago ui sobre las estrategias puras, tenemos la función de pago

conjunta aleatoria dada por:

ui(X,Y ) =

8
>>><

>>>:

ui(a,↵) con probabilidad ✓ · �
ui(a,�) con probabilidad ✓ · (1� �)

ui(b,↵) con probabilidad (1� ✓) · �
ui(b,�) con probabilidad (1� �) · (1� ✓).

De aqui se obtiene que la esperanza de ui(X,Y ) está dada por:

E[ui(X,Y )] = ui(a,↵)✓ · � + ui(a,�)✓ · (1� �) + ui(b,↵)(1� ✓) · � + ui(b,�)(1� ✓) · (1� �).

En este sentido la fórmula anterior se puede pensar como el pago esperado del Jugador i y
de hecho, esta fórmula se usará como la extensión de la función de pago para el Jugador i
sobre la clase de las estrategias mixtas, con la notación:

Ui((✓, 1� ✓), (�, 1� �)) := E[ui(X,Y )].

Por otro lado, es fácil verificar la siguiente igualdad realizando los productos involucrados en

el lado derecho de ésta:

Ui((✓, 1� ✓), (�, 1� �)) =
�

✓, 1� ✓
�✓ ui(a,↵) ui(a,�)

ui(b,↵) ui(b,�)

◆✓
�

1� �

◆
.(1)

También, a la matriz

✓
ui(a,↵) ui(a,�)
ui(b,↵) ui(b,�)

◆

la llamaremos la matriz de pagos del Jugador i.

Nota
Como es común, se supone que los pagos esperados Ui definidos en (1), son una representación

de las preferencias de individuos racionales, por tanto el objetivo de un individuo consiste en

maximizar su función de pago esperada (véase la Sección 1.3 y la Nota 4.9 del libro [15]).
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Esto será utilizado en en la siguiente subsección.

3.4. Mejores respuestas. Sean ⌃1 y ⌃2 los conjuntos de estrategias mixtas para los ju-

gadores 1 y 2, respectivamente y ⌃ = ⌃1 ⇥ ⌃2. Entonces, tenemos:

• r1 2 ⌃1 es una mejor respuesta mixta del Jugador 1a la estrategia mixta s2 2 ⌃2 de

su oponente si

U1(r1, s2) = máx
q12⌃1

U1(q1, s2);

• r2 2 ⌃2 es una mejor respuesta mixta del Jugador 2 a la estrategia mixta s1 2 ⌃1 de

su oponente si

U2(s1, r2) = máx
q22⌃2

U2(s1, q2);

• Para las estrategias mixtas s1 2 ⌃1 y s2 2 ⌃2, considere:

�(s1, s2) =

⇢
(r1, r2) 2 ⌃ : U1(r1, s2) = máx

q12⌃1

U1(q1, s2) y U2(s1, r2) = máx
q22⌃2

U2(s1, q2)

�
.

Entonces la correspondencia de mejores respuestas de ambos Jugadores está dada por

la función:

(s1, s2) ! �(s1, s2).

3.5. Puntos de equilibrio. Un perfil de estrategias mixtas (s⇤1, s
⇤
2) 2 ⌃ es un punto de

equilibrio o un equilibrio de Nash si: para el Jugador 1, s⇤1 es una mejor respuesta para s⇤2, y
para el Jugador 2, s⇤2 es una mejor respuesta para s⇤1.

Nota
Es importante notar que para s⇤1 2 ⌃1 y s⇤2 2 ⌃2, tenemos que (s⇤1, s

⇤
2) es un punto de

equilibrio () (s⇤1, s
⇤
2) es un punto fijo de la correspondencia de mejores respuestas, donde

punto fijo en este caso significa que:

(s⇤1, s
⇤
2) 2 �(s⇤1, s

⇤
2).

4. Solución del juego de las monedas

En esta sección, presentaremos la solución del juego de los volados dado en la Sección 2, y

para dar ésta seguiremos las definiciones de mejores respuestas, mejor respuesta conjunta y

punto de equilibrio dadas en la sección anterior. Primero comenzaremos por dar las matrices

de pago que corresponden a cada jugador:

Jugador1 =

✓
1 �1

�1 1

◆
y Jugador2 =

✓
�1 1

1 �1

◆
.

Como ya comentamos, el punto de equilibrio no se alcanza en las estrategias puras, en-

tonces lo buscaremos en la clase de las estrategias mixtas, para esto tómese: 0  ✓  1,

0  �  1. Entonces, de (1) tenemos para el Jugador 1:

U1((✓, 1� ✓), (�, 1� �)) =
�

✓, 1� ✓
�✓ 1 �1

�1 1

◆✓
�

1� �

◆

= (2� � 1)(2✓ � 1).

Ahora construiremos la función de las mejores respuestas (BR1) que el Jugador 1 puede

darle al Jugador 2. Para ilustrar cómo se obtiene esta función considere, por ejemplo, que el

Jugador 2 decide tomar una estrategia mixta con � > 1/2, entonces 2� � 1 > 0 y la recta

dada por (2� � 1)(2✓ � 1), como función de ✓ 2 [0, 1] tiene pendiente positiva, por lo que el

máximo de U1((✓, 1� ✓), (�, 1� �)) se alcanza en ✓ = 1. Por tanto, para � > 1/2 se tiene que

BR1(�) = 1. Los demás casos para describir la función BR1 se obtienen de manera similar.

Por tanto, la función BR1 queda dada por:
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BR1(�) =

8
>>>><

>>>>:

✓ = 0 si � < 1/2

✓ = 1 si � > 1/2

0  ✓  1 si � = 1/2

Siguiendo lo anterior, de manera análoga obtenemos para el Jugador 2:

U2((✓, 1� ✓), (�, 1� �)) =
�

✓, 1� ✓
�✓ �1 1

1 �1

◆✓
�

1� �

◆

= �(2� � 1)(2✓ � 1).

y la correspondiente funcion BR2 queda dada por:

BR2(✓) =

8
>>>><

>>>>:

� = 1 si ✓ < 1/2

� = 0 si ✓ > 1/2

0  �  1 si ✓ = 1/2

Trazando las gráficas de BR1 y BR2, tenemos:

Figura 1. Mejor respuesta del Jugador 1
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Figura 2. Mejor respuesta del Jugador 2

Entonces, la mejor respuesta conjunta queda dada por la intersección de las dos gráficas

anteriores, es decir:

Figura 3. Mejor respuesta conjunta.

Por tanto, por lo presentado en la Sección 3, el punto de equilibrio s⇤ del juego se alcanza

para ✓⇤ = �⇤
= 1/2 y está dado por:

s⇤ = ((1/2, 1/2) , (1/2, 1/2)) y U1(s
⇤
) = U2(s

⇤
) = 0.

5. Existencia de puntos de equilibrio

Comenzaremos por dar un resultado que se puede establecer a partir del material que se

estudia en los cursos de cálculo.

Una aplicación del teorema del valor intermedio ([10] ejercicio 3, p. 91). Sea ⇢ :

[0, 1] ! [0, 1] una función continua. Entonces ⇢ tiene un punto fijo, es decir, existe x⇤ 2 [0, 1]
tal que ⇢(x⇤

) = x⇤
. Para demostrar esto, sea g(x) = ⇢(x) � x, x 2 [0, 1]. Entonces, g es

continua y
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• g(0) = ⇢(0) � 0;

• g(1) = ⇢(1)� 1  0.

Si g(0) = 0 (resp. g(1) = 0), entonces el punto fijo es x⇤
= 0 (resp. x⇤

= 1). Por otro lado,

si g(0) > 0 y g(1) < 0, entonces, por el teorema del valor intermedio ([10], p. 90) existe

x⇤ 2 [0, 1] tal que g(x⇤
) = 0, i.e. ⇢(x⇤

) = x⇤
. La gráfica que a continuación se presenta en la

Figura 4 ilustra esta situación.

El resultado anterior forma parte de una serie de teoremas de punto fijo como son los teo-

remas de Brouwer ([5]) y de Kakutani ([7]). De hecho, el teorema de Brouwer extiende el

resultado relacionado con el teorema del valor intermedio antes dado y a su vez el teorema de

Kakutani extiende el de Brouwer. Para revisar el teorema de Kakutani y la teoŕıa relacionada

con éste se sugiere consultar el libro de Berge [3].

Por otro lado, cabe señalar que las ideas que hemos dado en la Seccion 3 de juegos bi-

personales se pueden extender al caso de n jugadores, con n un entero positivo fijo mayor o

igual a 2 y con un número finito de estrategias puras. En este contexto, J. Nash estableció

en 1950 ([11]) el siguiente teorema:

Teorema de Nash: Cada juego finito tiene un punto de equilibrio.

Notas
Esencialmente, la demostración dada en [11] está basada en el teorema de Kakutani y ex-

hibe que la correspondencia de mejores respuestas de los jugadores, en el caso de juegos no

cooperativos, finitos y n-personales tiene un punto fijo. Otra demostración del teorema Nash,

basada directamente en el teorema de Brouwer, es presentada en [12]. Como un comentario

adicional, cabe mencionar que una aplicación reciente del teorema de Kakutani en el estudio

de la existencia de puntos de equilibrio para cierta clase de juegos dinámicos es presentada

en [2].

Figura 4. Punto fijo: ⇢(x⇤
) = x⇤

6. Comentarios finales

6.1. Algunas extensiones de juegos finitos. En la literatura de juegos ([6], [8], [9],

[14], [15]) es posible encontrar algunas generalizaciones de los modelos considerados en este
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trabajo. Algunas de estas generalizaciones se pueden contrastar con lo hecho aqúı, por ejem-

plo:

Tipo de información: información completa e información incompleta.

Número de participantes: juegos bipersonales y juegos n-personales, n � 3.

Número de estrategias: juegos finitos (cada jugador tiene un número finito de es-

trategias puras posibles) y juegos infinitos (cada jugador tiene un número infinito de

estrategias posibles).

Tipos de relación entre los jugadores: juegos no cooperativos y juegos coopera-

tivos.

Tipos de pagos: juegos de suma cero y juegos de suma no nula.

Por el número de movimientos: juegos estáticos y juegos multipasos.

7. Conclusión.

Finalmente, como se puede observar la teoŕıa de juegos representa un tema de las

matemáticas que modela la toma de decisiones. El estudio de esta teoŕıa se puede iniciar con

los conocimientos de los cursos de nivel medio y avanzado de una licenciatura en matemáticas

o áreas afines. En un nivel más profundo, las perspectivas de esta teoŕıa, incluyendo sus muy

diversas aplicaciones, son muy amplias. Por esto, se invita muy enfáticamente al lector a

adentrarse en el atractivo mundo de la teoŕıa de juegos.
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Raúl Montes-de-Oca,

Universidad Autónoma Metropolitana,

Unidad Iztapalapa,

División de Ciencias Básicas e Ingenieŕıa,
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¿CÓMO MODELAR UNA POBLACIÓN?

JOSUÉ MANIK NAVA SEDEÑO

Resumen. En varias disciplinas cient́ıficas, existen diferentes alternativas para
modelar matemáticamente algún fenómeno temporal, por lo que podŕıa pregun-
tarse cuál es el modelo “correcto”. Este artćulo examina el problema ecológico
del crecimiento de una población con reproducción sexual, mediante tres modelos
deterministas. Aun cuando la tasa de cambio poblacional es equivalente en todos
los modelos examinados, observamos que en un modelo la población siempre tien-
de a un valor constante, en otro un comportamiento caótico en el cambio de la
población, y en un tercero encontramos una fuerte dependencia de la evolución
de la población en la distribución inicial de individuos.

Introducción

Durante mucho tiempo, la bioloǵıa fue una ciencia completamente cualitativa y
descriptiva, y aún lo es en gran medida. Se hacen observaciones, se experimenta al
cambiar de manera controlada alguna condición, y se obtienen conclusiones a partir
del cambio entre ambas observaciones experimentales. En tiempos recientes, la bioloǵıa
se ha vuelto una disciplina mucho más cuantitativa, no sólo a través del análisis
estad́ıstico de datos experimentales, sino también a través de un estudio más teórico
gracias a modelos matemáticos y de aprendizaje de máquina[11].

Una rama de estudio clásica en bioloǵıa es la dinámica de poblaciones, es decir,
cómo aumenta y disminuye el número de un conjunto de individuos. Esta rama aborda
problemas importantes en varias subdisciplinas, tales como la conservación de especies
en ecoloǵıa[8], la deriva genética en bioloǵıa evolutiva[1], y de la progresión tumoral
en la biomedicina[18], por mencionar algunos ejemplos. Existen varias herramientas
matemáticas que podŕıan usarse para modelar una población, tales como ecuaciones
diferenciales y procesos estocásticos, entre otros. Puede resultar dif́ıcil identificar qué
herramienta matemática es la más indicada para estudiar una población en espećıfico,
sobre todo sabiendo que cada modelo puede resultar en predicciones diferentes.

A continuación se presentarán tres modelos poblacionales basados en las mismas
suposiciones generales, pero formulados a través de ecuaciones en diferencias, ecua-
ciones diferenciales ordinarias, y ecuaciones diferenciales parciales. Se explorarán las
similitudes y diferencias en las predicciones de cada modelo, y como se relacionan los
comportamientos predichos con los sistemas biológicos reales.

Modelo de ecuaciones en diferencias finitas

Supongamos que estamos estudiando un organismo que sólo se reproduce en una
fecha espećıfica en cierto periodo de tiempo, y muere inmediatamente después, tal
como las cigarras[4]. Esto define generaciones secuenciales bien definidas, pues todos
los individuos de cierta generación sólo son descendencia de los individuos de la
generación pasada, ya que las generaciones anteriores ya han muerto.

En este caso, podemos considerar la evolución de una población en generaciones
discretas. Sea n 2 N0 la generación (ordenadas por números naturales, incluido
el cero), y sea un : N0 7! R+ la densidad poblacional (el número de individuos
por unidad de área) en la generación n, descrita por un número positivo. Bajo
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los supuestos anteriores, podemos modelar este fenómeno mediante la ecuación en
diferencias finitas:

(1) un+1 = f (un) ,

donde f : R+ 7! R+ es una función tal que f (un) representa la densidad de cŕıas
de los individuos de la generación n. Cabe mencionar que la solución a la Ec. 1 es la
función un; sin embargo, en general no es posible encontrar a la función un de manera
expĺıcita.

Adicionalmente, necesitamos especificar el tamaño de la población para una gene-
ración de referencia (una generación que hemos observado originalmente), a la que
arbitrariamente llamaremos la generación cero:

(2) u0 = U,

donde U 2 R+ es la densidad poblacional de la generación cero. A la Ec. 2 le llamamos
la condición inicial. Para encontrar numéricamente la densidad poblacional en cada
generación, no es necesario encontrar a un expĺıcitamente como función de n, pues a
partir de las Ecs. 1 y 2 vemos que la densidad u para cada n está dada por:

u0 = U,

u1 = f(u0) = f(U),

u2 = f(u1) = f(f(U)),

...

es decir, sólo basta iterar f n veces para obtener la densidad poblacional de la
generación n.

En este caso, el modelaje consiste en justificar una forma funcional espećıfica para la
función f . Recordando que queremos modelar una población animal (que, en muchos
casos, se reproducen sexualmente), hacemos las siguientes suposiciones, conocidas en
ecoloǵıa como el efecto Allee[10]:

1. La densidad de cŕıas es aproximadamente igual a la densidad de padres, con
cierta diferencia que también depende de la densidad de los padres.

2. Si la población es muy pequeña, la endogamia produce un deterioro de la
población que provoca su disminución.

3. Si la población es lo suficientemente grande, la población crece.
4. Si la población es demasiado grande, la competencia excesiva entre individuos

provoca su disminución.
5. Si la población es cero, no hay individuos que se reproduzcan y la población

permanece cero (no existe la generación espontánea).

La primera suposición nos permite reescribir la Ec. 1 como:

(3) un+1 = un + g (un) ,

donde g : R+ 7! R nos indica la diferencia entre una generación y la siguiente. Si
g (un) > 0, la siguiente generación será más grande que la anterior, si g (un) < 0, la
siguiente generación será menor que la anterior y si g (un) = 0 la siguiente generación
tendrá el mismo tamaño que la anterior. De acuerdo a las suposiciones, la función g
debe cumplir:

g(x) < 0, x < a, x > b(4a)

g(x) > 0, a < x < b,(4b)

g(x) = 0, x = 0,(4c)

donde 0 < a < b.
Aunque cualquier función g que cumpla con las condiciones anteriores resultaŕıa en

un modelo adecuado, por simplicidad consideremos la siguiente forma polinomial:

(5) g(x) = cx(x� a)(b� x),
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donde c 2 R+ es un parámetro que representa la fecundidad de los individuos. Nuestro
modelo poblacional es entonces:

(6) un+1 = un + cun (un � a) (b� un) .

De la Ec. 5 vemos que si la condición inicial u0 = U , U 2 {0, a, b}, entonces g(U) = 0
y, por la Ec. 3, u1 = u0 = U y en general:

(7) un = U 8n 2 N0.

éstas son soluciones constantes en n, y se les llama soluciones de equilibrio, pues la
población no cambia (está “equilibrada”). Para encontrar las soluciones de equilibrio
en ecuaciones dadas por la Ec. 3 basta con encontrar las ráıces de la función g. Sin
embargo, para ecuaciones en general, debemos suponer que la solución de equilibrio
existe, es decir, que existe una solución un = x8n 2 N0, x 2 R, y sustituir en la Ec. 1,
lo que define la ecuación algebraica

(8) x = f(x).

Vemos, entonces, que encontrar las soluciones de equilibrio es equivalente a encontrar
las intersecciones entre la identidad, y = x y la curva y = f(x).

Resulta conveniente que podamos encontrar las soluciones de equilibrio y cualquier
otra solución de manera gráfica usando el método de cobwebbing, el cual consiste en lo
siguiente[7]:

1. Graficar y = x y y = f(x) en el plano. Las intersecciones de estas dos curvas
corresponden a las soluciones de equilibrio.

2. Elegimos un valor U para la condición inicial sobre el eje x.
3. Dibujamos una ĺınea vertical desde este punto hasta la curva y = f(x).

Esto corresponde a f(U) en el eje y y, por lo tanto, al valor de u1, pues
u1 = f(u0) = f(U).

4. Dibujamos una ĺınea horizontal desde el extremo de la ĺınea vertical en y = f(x),
hasta la identidad y = f(x). Dado que esta ĺınea se encuentra en y = u1, al
tocar la identidad, garantizamos que x = u1 también.

5. Iteramos los dos pasos anteriores n veces, con lo que obtenemos los valores de la
solución para cada n, pues al extender ĺıneas verticales hasta y = f(x) siempre
obtenemos el valor de la solución para el siguiente valor de n y el extender
ĺıneas horizontales hasta la identidad nos permite identificar este valor en el eje
x para continuar con la evaluación.

Como vemos en la Fig. 1, si empezamos con una condición inicial U cercana a a
(pero no exactamente a), la solución se aleja del valor de a. Por otro lado, dependiendo
de si la condición inicial está a la derecha o a la izquierda de a, la solución toma valores
cada vez más parecidos a las soluciones de equilibrio un = 0 y un = b. Se dice que
una solución de equilibrio es inestable, cuando las soluciones se alejan de la solución
de equilibrio, aun con condiciones iniciales arbitrariamente cercanas a la solución de
equilibrio. Por otro lado, una solución de equilibrio es estable si las soluciones no se
alejan de la solución de equilibrio, para toda condición inicial en cierta vecindad de la
solución de equilibrio. Vemos entonces que, para este valor de c, un = 0 y un = b son
soluciones de equilibrio estables, mientras que un = a es una solución de equilibrio
inestable. Observemos que en 0 y b la identidad atraviesa a f(x) de arriba hacia
abajo, mientras que en a, la identidad atraviesa a f(x) de abajo hacia arriba. Dado
que la derivada nos dice la pendiente de una función en un punto, esto sugiere que la
estabilidad tiene que ver con la relación entre la pendiente de la identidad y de f(x)
en el punto de equilibrio.

Heuŕısticamente, los individuos se reproducen moderadamente, es decir, tienen unas
cuantas cŕıas por individuo. Si la población es muy pequeña, la densidad de cŕıas
decrece en cada generación, pues los individuos no encuentran pareja o por efectos
de endogamia, hasta extinguirse. Por otro lado, si la población es lo suficientemente
grande, poco a poco van habiendo más cŕıas en cada generación, hasta llegar a un punto
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Figura 1. Soluciones gráficas y numéricas de la Ec. 6 con c = 1 en
MATLAB. Las Figs. (a) y (c) muestran el método de cobwebbing[7].
Las Figs. (b) y (d) muestran las soluciones numéricas de un como
función de n. Las condiciones iniciales son u0 = 0.2 para las Figs. (a)
y (b) y u0 = 0.3 para las Figs. (c) y (d). En negro se muestran los
puntos de equilibrio. Los valores de los parámetros son a = 1

4
y b = 1

en todos los casos. Las ĺıneas verticales desde el eje horizontal en los
diagramas de cobwebbing representan la evaluación desde la condición
inicial sobre el eje, al valor de la población en la primera generación,
u1.

“ideal”, donde ya no pueden seguir creciendo por falta de recursos, y la población se
equilibra.

Sin embargo, no siempre se obtiene este comportamiento, sino que depende de
qué tan proĺıficos sean los indivudos, es decir, del valor de c. La Fig. 2 muestra el
caso cuando los individuos son demasiado proĺıficos. Vemos que, cuando la población
es pequeña, pero lo suficientemente grande, la población crece rápidamente en cada
generación. Sin embargo, la población es tan proĺıfica que, en algún punto, los
individuos tienen demasiadas cŕıas, más de lo que es sostenible. Por esta razón, las
cŕıas sufrirán por falta de recursos, lo que llevará a la muerte, canibalismo, o ausencia
de descendencia para muchos de ellos. Consecuentemente, la generación posterior será
más pequeña y por lo tanto no sufrirá de escasez, lo que, aunado a su gran fecundidad,
resultará en una población demasiado grande para ser sostenible y el ciclo se repetirá.
En este caso, la solución de equilibrio un = b se vuelve inestable, pues aun cuando
la solución pasa muy cerca del punto de equilibrio, eventualmente se aleja por varias
generaciones antes de volver a acercarse. En este caso, la identidad atraviesa a f(x) en
b de arriba hacia abajo también, pero de manera muy extrema, casi ortogonalmente.
Es posible mostrar que un punto de equilibrio de una ecuación en diferencias finitas
es estable si la pendiente de f(x) en el punto de equilibrio no es demasiado extrema;
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Figura 2. Soluciones gráficas y numéricas de la Ec. 6 con c = 4 en
MATLAB. (a) Método de cobwebbing. (b) Solución numérica de un

como función de n. En negro se muestran los puntos de equilibrio. La
condición inicial es u0 = 0.3. Los valores de los parámetros son a = 1

4

y b = 1.

(a) Escarabajo de la harina Tribolium
castaneum. (b) Moscardón Lucilia cuprina.

Figura 3. Insectos cuyas poblaciones pueden ser modeladas a través
de ecuaciones en diferencias finitas. Imágenes de Wikipedia.

es decir, si se cumple la desigualdad:

(9)

����
df

dx
(x?)

���� < 1,

donde x? es el valor del punto de equilibrio y | · | es el valor absoluto.
Matemáticamente, valores de c muy grandes resultan interesantes, pues las solucio-

nes son caóticas, lo cual quiere decir que la tendencia de las oscilaciones es práctica-
mente impredecible (para la mayoŕıa de los casos) y que la forma de oscilar de dos
soluciones con condiciones iniciales arbitrariamente cercanas se vuelve completamente
diferente para tiempos largos, entre otras caracteŕısticas[16].

Es fácil rechazar estos comportamientos “exóticos” como efectos matemáticos ori-
ginados sólamente por nuestra elección de modelo; sin embargo, este tipo de compor-
tamientos es realista siempre y cuando la población estudiada cumpla con las suposi-
ciones que hicimos al principio de esta sección. De hecho, se ha comprobado experi-
mentalmente que los comportamientos aqúı discutidos se observan en varias especies
de insectos (Fig. 3), tales como el escarabajo de la harina[5] y los moscardones[15].

Modelo de ecuaciones diferenciales ordinarias

El modelo de ecuaciones en diferencias finitas fue propuesto bajo la suposición de
que las generaciones no se traslapaban y por lo tanto pod́ıan ser enumeradas con
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Figura 4. Gráfica de du
dt como función del valor de u. La cúbica

corresponde al lado derecho de la Ec. 11. Las ĺıneas rojas indican si
la función u(t) es creciente o decreciente para cada rango de posibles
valores de las condiciones iniciales. Los puntos negros denotan puntos
de equilibrio. Los valores de los parámetros son K = 1, a = 1

4
y b = 1.

Gráfica hecha en Mathematica.

números naturales. Consideremos ahora el caso en el cual los organismos son capaces
de reproducirse continuamente.

Supongamos que el intervalo de tiempo en el cual la población puede cambiar es
⌧ 2 R+, y que la generación cero marca el tiempo cero. Bajo estas hipótesis, el tiempo
y las generaciones están conectadas a través de la ecuación

(10) t := n⌧.

Mediante esta relación reescalamos la Ec. 6, es decir, toda expresión que involucre a
n la multiplicaremos por ⌧ para convertir generaciones en tiempo real. Este procedi-
miento resulta en la ecuación

u(t+ ⌧) = u(t) + cu(t) [u(t)� a] [b� u(t)] ,

donde usamos la notación u(t) para la densidad poblacional reescalada. Restando u(t)
y dividiendo entre ⌧ , podemos aproximar la expresión resultante mediante la ecuación
diferencial ordinaria:

(11)
d

dt
u = Ku(u� a)(b� u),

donde la dependencia en t se ha omitido por facilidad de notación, yK es una constante
que resulta de la razón c/⌧ , y la cual puede pensarse como una tasa de reproducción
por unidad de tiempo. A este proceso, mediante el cual aproximamos a una ecuación
diferencial al disminuir cada vez más los incrementos de una ecuación en diferencias
se le conoce como el ĺımite continuo.

Notemos que la Ec. 11 nos indica que el valor de la derivada de la función u(t)
depende del valor de la función misma y no del tiempo espećıfico en el cual la
función alcance este valor. Recordando también que la derivada de una función puede
interpretarse como su pendiente en ese punto vemos que, cuando el lado derecho de la
Ec. 11 es positivo, la función u(t) es creciente, mientras que si es negativo, la función
es decreciente. Esto nos permite examinar el comportamiento de u(t) como función de
los valores que toma; en espećıfico, como función de la condición inicial u(0) = U (ya
que, en principio, ésta puede tener cualquier valor positivo, dependiendo de nuestras
observaciones experimentales).



¿CÓMO MODELAR UNA POBLACIÓN? 43

Como vemos en la Fig. 4, la solución u(t) es creciente siempre que tome valores en
el intervalo (a, b) y es decreciente cuando tiene valores en los intervalos (0, a) y (b,1).
Vemos además que los valores 0, a y b son los ceros de la parte derecha de la Ec. 11.
La derivada de la función u(t) debe ser cero cuando toma estos valores espećıficos. A
primera vista podŕıa pensarse que estos puntos corresponden a mı́nimos o máximos
de la función. Sin embargo, la Ec. 11 revela que la derivada de la función u(t) depende
sólo del valor que toma u pero no del tiempo espećıfico cuando la función alcanza este
valor. Dicho de otra forma, si d

dtu = 0, esto debe cumplirse para cualquier t 2 R, y
no sólo para un t en espećıfico, como sucede para un máximo, mı́nimo, o punto de
inflexión. Por lo tanto, la única opción es que la función u(t) = U para toda t, es decir,
que sea constante, siempre que la condición inicial u(0) sea igual al valor de uno de
estos tres puntos. Al igual que en el modelo anterior, a estas soluciones especiales les
llamamos soluciones de equilibrio.

Como vemos en las Figs. 4 y 5, las soluciones con condiciones iniciales menores,
pero arbitrariamente cercanas a a, son decrecientes. Por otro lado, las soluciones con
condiciones iniciales mayores a a, pero menores a b, son crecientes, por lo que tenderán
a alejarse de a mientras el tiempo aumenta. Decimos, entonces, que u(t) = a es una
solución de equilibrio inestable. La situación es contraria cuando consideramos a las
soluciones de equilibrio u(t) = 0 y u(t) = b: las soluciones con condiciones iniciales
menores a las soluciones de equilibrio son crecientes, mientras que con condiciones
iniciales mayores a las soluciones de equilibrio son decrecientes, por lo que, mientras
pasa el tiempo, estas soluciones u(t) toman valores cada vez más cercanos a las
soluciones de equilibrio. Por esta razón, u(t) = 0 y u(t) = b son llamadas soluciones
de equilibrio estables.

Nos gustaŕıa tener un criterio con el cual poder discriminar soluciones de equilibrio
estables de inestables. Es fácil ver que un punto de equilibrio es estable si la solución
u(t) es decreciente cuando ésta tiene valores mayores al punto de equilibrio, y creciente
cuando tiene valores menores al punto de equilibrio. Por otro lado, un punto de
equilibrio debe ser inestable si no cumple con estos requerimientos. Matemáticamente,
esto se traduce al siguiente criterio: consideremos una ecuación diferencial d

dtu = f(u),
con solución de equilibrio u(t) = U , con U una constante tal que f(U) = 0, esta
solución de equilibrio es estable si

(12)
df

du
(U) < 0,

es decir, si la función f(u) atraviesa al eje x en U de arriba hacia abajo. Observando
las soluciones numéricas a la Ec. 11 con distintas condiciones iniciales, comprobamos
el comportamiento que predice este criterio (Fig. 5): observamos que, siempre que
la población tenga un tamaño inicial menor a a, la población se extingue, mientras
que en cualquier otro caso, la población alcanza un tamaño “ideal” igual a b, el cual
prácticamente no cambia después de un tiempo suficientemente largo.

Podŕıamos preguntarnos si existen soluciones oscilatorias como en el modelo an-
terior, es decir, si seŕıa posible que un crecimiento demasiado rápido de la población
“rebasara” a un punto de equilibrio. La respuesta es que no es posible tener oscilaciones
cuando el modelo consta de una sola ecuación diferencial ordinaria.

En el caso de las ecuaciones en diferencias finitas, la solución cambia en “saltos”
de un tiempo al siguiente, por lo que un crecimiento muy rápido podŕıa resultar en
superar al punto de equilibrio y provocar oscilaciones. En el caso de las ecuaciones
diferenciales ordinarias, el cambio no se da en saltos, sino de manera continua en el
tiempo. Esto quiere decir que, cuando una población se acerca cada vez más a un
punto de equilibrio, ésta debe cambiar cada vez más lentamente (pues se acerca a
un punto donde la derivada, o razón de cambio, es cada vez más cercana a cero). Es
decir, al acercarse a un punto de equilibrio, las soluciones se van “frenando” cada vez
más, lo que resulta en un crecimiento o decrecimiento monótono hacia el punto de
equilibrio. De hecho, la solución nunca alcanza el valor del punto de equilibrio, sino
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0 5 10 15 20 25 30

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

t

u(
t)

Figura 5. Soluciones de la Ec. 11 con diferentes condiciones iniciales
en Mathematica. Las ĺıneas rojas punteadas son las soluciones de
equilibrio. La curva azul corresponde a la solución con u(0) = 0.24,
la naranja a la solución con u(0) = 0.26, y la verde a aquella con
u(0) = 1.2. Los valores de los parámetros fueron K = 1, a = 1
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, y

b = 1.

Figura 6. La dinámica de crecimiento poblacional de la levadura
de la cerveza puede ser modeada a través de ecuaciones diferenciales
ordinarias. Imagen de Wikipedia.

que tiende asintóticamente a éste (sólo se alcanza el valor del punto de equilbirio en
casos patológicos tales como en la famosa ecuación d

dtu = u
1
3 [16], la cual va más allá

del objetivo de este art́ıculo).
Vemos, entonces, que el comportamiento del modelo de ecuaciones diferenciales

ordinarias es más simple que el del modelo de ecuaciones en diferencias finitas: las
soluciones sólo pueden converger monótonamente a un punto de equilibrio o diverger
monótonamente a más/menos infinito.

Varias poblaciones de organismos pueden ser descritas a través de ecuaciones
diferenciales. En espećıfico, los organismos unicelulares, tales como la levadura (Fig. 6),
se reproducen rápidamente de manera aśıncrona y pueden reproducirse sexualmente.

Modelo de ecuaciones diferenciales parciales

La mayoŕıa de los individuos biológicos, tales como bacterias, animales, o seres
humanos, no están inmóviles, sino que se mueven constantemente en su entorno. En
la ausencia de est́ımulos y señales externas, tales como concentraciones de qúımicos,
campos eléctricos, e interacciones con otros individuos, los organismos t́ıpicamente
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se mueven aleatoriamente, es decir, sin preferencia en dirección[13]. A este tipo de
movimiento se le conoce como comportamiento difusivo.

Tomando esto en cuenta, los modelos presentados en las ecuaciones anteriores
impĺıcitamente suponen que todos los individuos están homogéneamente distribuidos
en todo el espacio y que se mueven de manera aleatoria y uniforme, o estudian la
cambio en el tamaño total de la población en todo el espacio, una vez que ésta ya
se encuentra bien establecida. Bajo estas suposiciones, el movimiento aleatorio no
afecta a la densidad de individuos en el espacio, pues inicialmente todos se encuentran
en la misma proporción en todo lugar y su movimiento aleatorio no tiene un efecto
significativo en la densidad poblacional en promedio. Es por esta razón que la población
puede ser descrita sólo en función del tiempo y no es necesario considerar el espacio
que éstos ocupan.

Sin embargo, en la mayoŕıa de poblaciones de individuos móviles, la poblción
no comienza distribuida uniformemente. Quisiéramos investigar entonces si existe
algún comportamiento poblacional que no haya sido tomado en cuenta al ignorar
la dependencia espacial.

Por simplicidad, supongamos que la población vive en un espacio unidimensional.
Sea u(n, r) la densidad poblacional al tiempo n 2 N en una posición r 2 Z. Ahora,
supongamos que en cada tiempo, hay cambio en la población por nacimientos/muertes,
y migración de individuos provenientes de posiciones adyacentes de manera aleatoria.
En una dimensión, cada posición r tiene sólo dos posiciones adyacentes: r+1 y r� 1.
Además, si el movimiento de todos los individuos ens complemtamente aleatorio (la
dirección de movimiento es una variable aleatoria uniforme discreta), entonces en
promedio la mitad de todos los individuos se moverá a la derecha y la otra mitad a
la izquierda. Denotando por f [u(n, r)] la densidad de individuos al tiempo n en la
posición r después de los eventos de nacimiento y muerte, el modelo poblacional con
movimiento aleatorio en promedio está dado por

(13) u(n+ 1, r) = f [u(n, r)] +
1

2
u(n, r + 1) +

1

2
u(n, r � 1).

A este tipo de modelo con espacio y tiempo discreto se le conoce como ecuaciones en
diferencias parciales o red de mapeo acoplado[9], y pueden heredar las caracteŕısticas
caóticas de las ecuaciones en diferencias finitas[20]. Aun cuando este tipo de modelos
es incréıblemente simple de simular en una computadora (pues consta sólo de sumas
de entradas de una matriz), y que también es posible realizar predicciones anaĺıticas
[3], procederemos al ĺımite continuo puesto que comúnmente hay más familiaridad
con las ecuaciones diferenciales. Supongamos que la longitud de tiempo entre cada
paso de tiempo discreto es ⌧ 2 R+ y que la distancia entre cada posición discreta es
" 2 R+, de tal manera que el tiempo y espacio reescalados están dados por t := n⌧
y x := r". Aplicando este reescalamiento a la Ec. 13, restando u(t, x) de ambos lados
de la igualdad, asociando este último término con los términos provenientes de la
migración y multiplicándolo por 1 = "2

"2 , y dividiendo de ambos lados de la igualdad
por 1

⌧ , obtenemos la ecuación

u(t+ ⌧, x)� u(t, x)

⌧
=

1

⌧
f [u(t, x)] +

"2

2⌧

u(t, x+ ")� 2u(t, x) + u(t, x� ")

"2
.

Eligiendo a f(x) = g(x), con g(x) dada por la Ec. 5, podemos aproximar la ecuación
anterior cuando ⌧, " ⌧ 1 mediante la ecuación diferencial parcial

(14)
@

@t
u = Ku(u� a)(b� u) +D

@2

@x2
u,

donde la dependencia en t y x está impĺıcita. Como en el caso anterior, K = c
⌧ y a la

constante D = "2

2⌧ se conoce como coeficiente de difusión[6].
Para caracterizar el comportamiento de las soluciones de la Ec. 14, primero tenemos

que tomar en cuenta dos aspectos importantes. Uno, al igual que en el modelo
de ecuaciones diferenciales ordinarias necesitamos una condición inicial, es decir, el
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valor de la solución en t = 0. Sin embargo, como la solución u(t, x) es una función
u : R+ ⇥ ⌦ 7! R+, donde ⌦ ✓ R se conoce como el dominio, la condición inicial es
también una función, es decir, u(0, x) = U(x), U : ⌦ 7! R+. Segundo, el dominio ⌦
puede ser un intervalo acotado o no acotado (a, b) ✓ R. Debemos especificar cómo se
comporta la solución en a y b. Si a = 1 y/o b = 1, opcionalmente pueden definirse
condiciones de frontera asintóticas.

Las condiciones de frontera de Dirichlet especifican el valor de la solución en una
frontera. Matemáticamente, si ` 2 R es una de las fronteras del dominio, las condiciones
de frontera de Dirichlet dictan que u(t, `) = C para alguna C 2 R+ y 8t > 0. En
modelos poblacionales, comúnmente C = 0; es decir, las condiciones de Dirichlet
indican que la población no puede sobrevivir en las fronteras. Esto modela condiciones
adversas, tales como seŕıan las costas para una población de animales terrestres, o un
cultivo bacteriano con antibiótico en las paredes, por ejemplo.

Las condiciones de frontera de Neumann dictan el valor de las primeras derivadas
espaciales en la frontera, es decir, tienen la forma @

@xu(t, `) = C. Dado que podemos
pensar en las primeras derivadas espaciales como el gradiente, las condiciones de
Neumann en modelos poblacionales nos indican si hay inmigración/emigración de
individuos hacia/desde el dominio. Comúnmente se toman condiciones de Neumann
con C = 0. Esto modela fronteras f́ısicas, tales como muros, cercas, montañas, etc,
que impiden la entrada y salida de individuos por las fronteras.

En muchos casos, el comportamiento de las soluciones depende fuertemente de las
condiciones iniciales y de frontera. Además, las herramientas matemáticas necesarias
para poder estudiar las soluciones de manera teórica son un poco avanzadas[14]. Aqúı
se comentarán dos casos interesantes.

Para el primer ejemplo, supongamos un dominio infinito, sin fronteras. Como
condición inicial, supongamos una población bien establecida en el ĺımite izquierdo,
pero ausente en el ĺımite derecho. Matemáticamente, consideramos una condición
inicial u(0, x) = U(x) tal que

ĺım
x!�1

U(x) = b,(15a)

ĺım
x!1

U(x) = 0,(15b)

donde b corresponde a la solución de equilibrio estable de la ecuación diferencial
ordinaria (Ec. 11).

Dado que la población es más o menos homogénea en x ! �1, debe comportarse
como dicta la ecuación diferencial ordinaria, y debe mantenerse estable. Lo mismo pasa
en el ĺımite x ! 1, pues u(t) = 0 también es una solución de equilibrio de la ecuación
diferencial ordinaria. Sin embargo, en cierto punto intermedio debe haber un cambio de
la población de tamaño b a tamaño 0, y en esta región, la ecuación diferencial ordinaria
deja de ser una buena aproximación, y debemos considerar a la Ec. 14. Recordemos
que este modelo espacial es muy similar al de ecuaciones diferenciales ordinarias, con
la caracteŕıstica adicional de que los individuos se mueven aleatoriamente en el modelo
espacial. Por lo tanto, algunos individuos de la parte poblada se moverán a la parte
vaćıa, se reproducirán, y empezarán a colonizar cada vez más regiones del espacio.
Podemos imaginarnos entonces que la región con una población establecida empezará
a “invadir” la región sin población establecida. A este comportamiento se le conoce
como ola invasiva. Entonces, supondremos que la solución consiste en una ola que va
avanzando de la parte poblada a la parte sin poblar, es decir, la solución será idéntica
en todo tiempo excepto por un desplazamiento con velocidad v. Matemáticamente,
proponemos el siguiente Ansatz

(16) u(t, x) = �(x� vt),

donde � : R ! R+, es decir, la solución depende de x y de t exclusivamente a través
de la nueva variable independiente z := x � vt. Usando la regla de la cadena, vemos
que este cambio de variable transforma las derivadas parciales en derivadas ordinarias
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Figura 7. Soluciones de ola invasiva de la Ec. 14 en Mathematica.
Se muestran las soluciones u(t, x) para dos instantes de tiempo dife-
rentes, t1 = 15 (ĺınea azul) y t2 = 30 (ĺınea naranja). Las ĺıneas rojas
punteadas indican el valor de x en el cual ambas curvas alcanzan el
valor 1

2
; numéricamente se encuentran x1 = 7.689 para la primera

curva y x2 = 12.987 para la segunda curva. La velocidad de invasión
calculada por simulaciones es v = x2�x1

t2�t1
⇡ 0.3532. El valor de los

parámetros es K = 1, D = 1, a = 1

4
, b = 1. De acuerdo a la Ec. 20,

la velocidad de invasión teórica es v = 1

2
p
2
⇡ 0.3536.

@

@t
u = �v

d

dz
�,(17a)

@

@x
u =

d

dz
�.(17b)

Usando el Ansatz y las identidades anteriores, transformamos la ecuación diferencial
parcial (Ec. 14) en la ecuación diferencial ordinaria con condiciones de frontera

�v
d

dz
� = K�(�� a)(b� �) +D

d2

dz2
�,(18a)

ĺım
z!�1

�(z) = b,(18b)

ĺım
z!1

�(z) = 0,(18c)

donde usamos que ĺımx!�1 z = �1 y ĺımx!1 z = 1, dado que z = x � vt. El
problema, entonces, se reduce “sólo” a resolver la ecuación diferencial ordinaria y
encontrar una constante v tal que:

1. �(z) � 0 8z 2 R, puesto que las densidades poblacionales no pueden ser
negativas, y

2. �(z) cumpla con las condiciones de frontera.

En general, no es posible encontrar una solución expĺıcita, pero afortunadamente
en el caso particular de la Ec. 14 (y en general, siempre que f(u) sea un polinomio
de tercer orden), es posible encontrar la velocidad de invasión v usando un segundo
Ansatz

(19)
d

dz
� = B�(�� b),

donde B 2 R es una constante por determinar. Observando cuidadosamente la
Ec. 19, este segundo Ansatz simplemente expresa que �(z) = 0 y �(z) = b son
soluciones de equilibrio, la primera estable y la segunda inestable. Puede parecer
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contraintuitivo, pero las condiciones de frontera requieren que �(z) tome valores cada
vez más cercanos a 0, y por consecuencia cada vez más diferentes a b, mientras z crece,
lo cual corresponde a la estabilidad e inestabilidad de las soluciones de equilibrio,
respectivamente.

Derivando la Ec. 19 para obtener la segunda derivada, y sustituyendo las expresiones
para las derivadas en la Ec. 18a, agrupando los términos con la misma potencia en
�, y comparando los términos de la misma potencia en ambos lados de la igualdad,
llegamos a que la velocidad de invasión v está dada por[12]1

(20) v =

r
KD

2
(b� 2a).

En la Fig. 7 se puede apreciar que el valor teórico de la velocidad de invasión es
bastante cercano al valor encontrado resolviendo la ecuación de manera numérica.
Esto es notable, sobre todo dado que, por razones computacionales, las soluciones no
fueron calculadas en un dominio infinito, sino en el intervalo [0, 20] con condiciones de
Neumann en x = 0 y de Dirichlet en x = 20.

La Ec. 20 tiene interpretaciones biológicas interesantes:

1. Una población bien establecida en cierta región del espacio, pero no en otras,
tiende a moverse con cierta velocidad v.

2. Si b > 2a, es decir, si el tamaño óptimo de la población es al menos el doble
del tamaño cŕıtico debajo del cual la población tiende a extinguirse, entonces
la población invade o coloniza nuevas áreas donde antes no se encontraba, con
velocidad proporcional al coeficiente de difusión y a la tasa de crecimiento K.

3. Si b = 2a, es decir, si el tamaño óptimo de la población es exactamente el doble
del tamaño cŕıtico, la población no invade, y se queda restringida a su rango
original. Es decir, tiende a una solución de equilibrio.

4. Si b < 2a, es decir, si el tamaño óptimo de la población es comparable al tamaño
cŕıtico, el rango de la población se encoge, es decir, empieza a desaparecer de
áreas en las cuales se encontraba previamente. Esto sucede porque la población
es demasiado sensible a cambios importantes en la densidad poblacional, y el
movimiento de individuos fuera de la población establecida es suficiente para
llevar a la población por debajo de este tamaño cŕıtico.

Estas consecuencias son importantes para las iniciativas de protección de especies en
peligro de extinción, por ejemplo. No basta con reproducir a la especie y reintroducirla
a su hábitat en grandes números, también es necesario aumentar el tamaño óptimo
de la población, o reducir el tamaño cŕıtico, por ejemplo, conservando las fuentes de
alimento y agua en condiciones óptimas, y/o reduciendo la actividad de depredadores
en el área.

Un ejemplo de un organismo que muestra comportamiento invasivo en la natura-
leza, el cual puede ser modelado a través de ecuaciones diferenciales parciales, es el
enrollador de hojas (Fig. 8).

Para el segundo ejemplo, supongamos que tenemos una población de tamaño mayor
o igual al tamaño óptimo, con b > 2a. En este caso, sin embargo, no supondremos que
ya se encuentra establecida en toda una semirecta, sino que se encuentra mayormente
restringida a una región determinada, es decir, a un subintervalo finito de R. Esto es
más realista puesto que el espacio disponible para una población siempre es finito.
La pregunta es ¿la población sobrevivirá independientemente del tamaño del intervalo
inicialmente poblado?

Responder esta pregunta de manera teórica es un poco complicado. De la Ec. 14
puede comprobarse fácilmente que u(t, x) = 0 8t, x es una solución de equilibrio
independientemente del valor de los parámetros K, a, b y D. Dado que las soluciones

1El valor de la velocidad de invasión reportado en el texto citado es incorrecto, sin embargo el
valor aqúı reportado fue calculado correctamente por el alumno Alam Ponce Quiñones, de la Facultad
de Ciencias de la UNAM en su tesis de licenciatura, en revisión.
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Figura 8. Las polillas del género Choristoneura son una plaga de
las cońıferas del continente americano. Su propagación a través del
bosque es una ola invasiva. Imagen del dominio público.

de la Ec. 14 se mantienen ordenadas en el tiempo, para que una población sobreviva,
debe mostrarse que la solución de onda viajera puede ser alcanzada a partir de la
condición inicial. De lo contrario sólo puede tender a la solución trivial, u(t, x) = 0.

Dado que esta prueba no es posible de manera exacta para la mayoŕıa (si no es que
para todas) las condiciones iniciales, las condición inicial cŕıtica que separa a aquellas
condiciones iniciales que resultan en extinción de las que resultan en supervivencia se
suele realizar de manera numérica.

Aqúı nos limitamos a proporcionar un par de ejemplos en los cuales una población
sobrevive, y en donde se extingue, en el ĺımite de tiempos “largos”. En la Fig. 9a pode-
mos observar dos soluciones obtenidas de manera numérica con diferentes condiciones
iniciales. En un caso, la mayoŕıa de la población se encuentra inicialmente contenida
en un intervalo de longitud seis. Después de cierto tiempo, la población alcanza su
tamaño ópitmo en un intervalo de longitud considerablemente mayor. En este caso, la
población sobrevive y se propaga. En el segundo caso, la mayoŕıa de la población se
encuentra inicialmente contenida en un intervalo de longitud dos. Al pasar un poco de
tiempo, la población es tan pequeña en todo el espacio, que eventualmente se extingue.
En la Fig. 9b vemos que, si definimos a la familia de condiciones iniciales

u(0, x) = 2 exp

"
� (x� µ)2

2�2

#
,

parametrizada por � (con µ fija igual a la posición del máximo de la población), el
valor cŕıtico del parámetro �crit ⇡ 4.4483 divide al conjunto de condiciones iniciales
que resultan en supervivencia, de las que resultan en extinción, cuando el valor de los
demás parámetros está fijo.

Aun cuando las poblaciones tienen la misma constante de difusión, tasa de repro-
ducción, tamaños de población óptimo y cŕıtico, y distribuciones iniciales mayores al
tamaño óptimo en cierta región, una se extingue y la otra prospera, puesto que como
se observa en la Fig. 9b, el máximo del perfil poblacional para � < �crit tiende a cero,
mientras que para � > �crit tiende a uno en el ĺımite de tiempos largos. ¿Por qué?

En el primer caso, la población se encuentra presente en una región extendida, por
lo que varios individuos se moverán a regiones con una población ya establecida, lo que
estabilizará a la población en esta región. Sólo una pequeña fracción de la población
en los extremos se moverá a regiones sin colonizar, por lo que no habrá una pérdida
importante de individuos en la región inicialmente colonizada.

En el segundo caso, la población es densa, pero espacialmente restringida. Cuando
el tiempo pasa, la densidad empieza a disminuir hacia su tamaño óptimo, pero los
individuos se empiezan a dispersar rápidamente hacia otros lugares, lo cual hace que
la la población decrezca aún más. La pérdida de individuos por dispersión es más
rápida que el aumento por reproducción, por lo que la población se extingue.

Con este ejemplo vemos que la extensión espacial inicial de la población puede
provocar la extinción de una población que prosperaŕıa bajo otras circunstancias. Esto
es importante, pues el pronóstico es exactamente opuesto al que habŕıamos obtenido
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Figura 9. Comportamiento de la Ec. 14 con poblaciones iniciales
localizadas. Las condiciones iniciales usadas son reescalmientos de
la función de densidad de la distribución normal con media µ y
desviación estándar �, denotada por fN (x;µ,�). (a) Dos soluciones
con diferentes condiciones iniciales a tiempos distintos. Las ĺıneas
azules corresponden a la solución para diferentes instantes de tiempo
t = 0 (ĺınea punteada) y t = 20 (ĺınea continua) con condición
inicial u(0, x) = 2

p
2⇡fN (x; 10, 1). Las ĺıneas rojas corresponden a

la solución para t = 0 (ĺınea punteada) y t = 7 (ĺınea continua) con

condición inicial u(0, x) = 2
q

2⇡
9
fN

�
x; 10, 1

3

�
. (b) Valor de la solución

en el centro del dominio para tiempos largos. Se evaluó u(t, x) en
t = 100 y x = 10 con condición inicial u(0, x) = 2

p
2⇡�2fN (x;µ,�)

como función del parámetro �. El valor de los parámetros en todos
los casos es K = 1, D = 1, a = 1

4
y b = 1. Se usaron condiciones de

frontera de Dirichlet u(t, 0) = u(t, 20) = 0 en todos los casos. Gráficas
hechas en Mathematica.

si hubiéramos ignorado el espacio y usado el modelo de ecuaciones diferenciales
ordinarias.

Este resultado también es de importancia en ecoloǵıa, pues para que una población
sobreviva, no sólo es importante que tenga muchos individuos, también es necesario
que se encuentre presente en un rango lo suficientemente amplio. Por lo tanto, para
especies vulnerables, podŕıa ser importante introducir colonias en un área amplia para
asegurar su supervivencia.

Conclusiones

Todos los modelos poblacionales expuestos hasta el momento están fundamentados
en los mismos principios generales; espećıficamente, que la población necesita una can-
tidad mı́nima de individuos para sobrevivir, y que una vez superado este mı́nimo, la
población crece hasta alcanzar un nivel de saturación. Sin embargo, cada uno difiere en
su formulación matemática (ecuaciones en diferencias, ecuaciones diferenciales ordina-
rias, y ecuaciones diferenciales parciales), lo cual también se traduce en suposiciones
adicionales (poblaciones homogéneas con generaciones diferenciadas, poblaciones ho-
mogéneas con generaciones continuas, y poblaciones no homogéneas, respectivamente).

Para mantener el tema a un nivel introductorio y breve, el contenido del texto se
limitó a modelos deterministas, es decir, modelos cuyas trayectorias temporales son
idénticas si las condiciones iniciales también lo son, y macroscópicos, lo cual quiere
decir que se modela el comportamiento de toda la población en conjunto, en lugar de
modelar el comportamiento de cada individuo que compone a la misma. Es posible
obtener información y predicciones adicionales, aśı como observar comportamientos
interesantes y diferentes, al considerar modelos probabilistas, como procesos estocásti-
cos, y microscópicos, tales como autómatas celulares, entre otros[2, 17].
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Cada modelo presenta comportamientos particulares y diferentes a los demás, y
hasta predicciones contradictorias entre śı. Por esta razón es que existe una gran
discusión respecto al “realismo” de un modelo y de comportamientos artificiales de
los mismos (model artifacts, en inglés)[19].

Sin embargo, esto es una manera negativa de juzgar el valor de un modelo. Como
ya lo hemos comentado, las predicciones del modelo son realistas para poblaciones
espećıficas que cumplen con las suposiciones biológicas particulares a cada tipo de
modelo.

Para responder a la pregunta que titula a este art́ıculo ¿cómo modelar una pobla-
ción?, la respuesta depende del organismo a modelar. Como hemos visto, un modelo
discreto como las ecuaciones en diferencias finitas son adecuados para modelar el creci-
miento de una población con generaciones separadas y bien diferenciadas. Un modelo
continuo sin espacio, como las ecuaciones diferenciales ordinarias, son adecuados cuan-
do los individuos se reproducen continuamente, el espacio no se considera importante
y la población se encuentra localizada en un área suficientemente grande. Un mo-
delo espacio-temporal, como las ecuaciones diferenciales parciales, son útiles cuando
queremos estudiar la propagación de una especie, o la ecoloǵıa de una especie aislada.

No existe un modelo “superior” al tratar de modelar un fenómeno biológico. Un
buen modelo se obtiene al empatar las suposiciones subyacentes a cada metodoloǵıa
matemática con las caracteŕısticas biológicas del sistema modelado, y al identificar y
reconocer las diferencias entre ambos cuando no se tiene este empate.
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52 JOSUÉ MANIK NAVA SEDEÑO
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RECOLLEMENTS DE CATEGORÍAS TRIANGULADAS

VALENTE SANTIAGO VARGAS

Resumen. En la literatura se encuentran dos definiciones de recollement de ca-
tegoŕıas trianguladas y es bien conocido para los expertos que estas dos nociones
son equivalentes. En este art́ıculo probaremos la equivalencia de las dos defini-
ciones. También daremos una prueba detallada de que un funtor entre categoŕıas
trianguladas que es fiel y pleno y que poseé adjunto izquierdo y derecho puede
completarse a un recollement, dicho resultado se encuentra en el art́ıculo [5] de E.
Cline, B. Parshall, L. Scott.

1. Introducción

En esta sección introduciremos la noción de categoŕıa triangulada. Un ejemplo
de tal noción, son las categoŕıas derivadas, las cuales fueron inventadas por A.
Grothendieck y J. L. Verdier en la década de los años 60. Actualmente, las categoŕıas
derivadas se han convertido en una herramienta importante en muchas ramas de
la matemática como: geometŕıa algebraica, geometŕıa algebraica no conmutativa,
teoŕıa de representaciones, f́ısica-matemática, etc. En un intento de axiomatizar las
propiedades de la categoŕıa derivada, A. Grothendieck y J.L. Verdier introdujeron la
noción de categoŕıa triangulada. Durante largo tiempo, las categoŕıas trianguladas
se situaron en un extremo del álgebra homológica. Sin embargo, esta visión cambió
debido a los trabajos de D. Happel en los años 80, llegando a ser de gran importancia
en la teoŕıa de representaciones y en otras áreas como ya comentamos arriba.
Recordemos que una categoŕıa aditiva es una categoŕıa T tal que HomT (X,Y ) es
un grupo abeliano para todo X,Y 2 T , la composición es bilineal y existen los
coproductos finitos en T . Una categoŕıa triangulada consiste de una categoŕıa aditiva
T , un automorfismo ⌃ : T �! T (es decir, existe ⌃�1 tal que ⌃ � ⌃�1 = 1
y ⌃ � ⌃�1 = 1) llamado “funtor de traslación” y una clase �T de “triángulos
distinguidos” los cuales satisfacen ciertos axiomas. Un triángulo distinguido ⌘ 2 �T
es una terna de morfismos ⌘ : X // Y // Z // ⌃X en T ; y los axiomas que
se pide satisfagan dichos triángulos distinguidos son con la finalidad de que modelen
(permitan hacer álgebra homológica) las propiedades básicas de las sucesiones exactas
cortas 0 ! X ! Y ! Z ! 0 en una categoŕıa abeliana A.

Dada una categoŕıa aditiva T y un automorfismo ⌃ : T �! T , formamos una nueva

categoŕıa Diag(T ,⌃) cuyos objetos son diagramas de la forma A
f�! B

g�! C
h�!

⌃(A). Los morfismos en Diag(T ,⌃) son ternas (↵,�, �) de morfismos en T tal que el
siguiente diagrama conmuta

A1
f1
//

↵

✏✏

B1
g1
//

�

✏✏

C1
h1
//

�

✏✏

⌃(A1)

⌃(↵)

✏✏

A2
f2
// B2

g2
// C2

h2
// ⌃(A2).

La siguiente definición es estandar y la pueden encontrar por ejemplo en [11,
Definition 3.1] en pág. 11.

2010 Mathematics Subject Classification. 18E30, 18E35.
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Definición 1. Una categoŕıa triangulada T , es una terna (T ,⌃,�) que satisface
las siguientes condiciones:

(a) T es una categoŕıa aditiva.
(b) ⌃ : T �! T es un automorfismo aditivo.
(c) � es una subcategoŕıa plena de Diag(T ,⌃) (cuyos objetos llamaremos triángu-

los distinguidos), la cual es cerrada por isomorfismos y satisface los siguientes
axiomas:

(T1) Para todo morfismo f : A �! B en T existe un triángulo distinguido de la

siguiente forma A
f�! B

g�! C
h�! ⌃(A). Para todo A 2 T , el diagrama

0 �! A
1�! A �! 0 es un triángulo distinguido.

(T2) Si A
f�! B

g�! C
h�! ⌃(A) es un triángulo distinguido, entonces B

g�!

C
h�! ⌃(A)

�⌃(f)�! ⌃(B) y ⌃�1(C)
�⌃�1(h)�! A

f�! B
g�! C son triángulos

distinguidos.

(T3) Dados los triángulos distinguidos Ai
fi�! Bi

gi�! Ci
hi�! ⌃(Ai), con i = 1, 2;

y un par de morfismos ↵ : A1 �! A2, � : B1 �! B2 tales que el siguiente
cuadrado conmuta

A1
f1
//

↵

✏✏

B1

�

✏✏

A2
f2
// B2,

existe � : C1 �! C2 tal que la terna (↵,�, �) es un morfismos de triángulos, es
decir, el siguiente diagrama conmuta

A1
f1
//

↵

✏✏

B1
g1
//

�

✏✏

C1
h1
//

�

✏✏

⌃(A1)

⌃(↵)

✏✏

A2
f2
// B2

g2
// C2

h2
// ⌃(A2).

(T4) El axioma del octaedro. Para dos morfismos f1 : A �! B, f2 : B �! C existe
un diagrama conmutativo en T

A
f1
// B

g1
//

f2

✏✏

X
h1
//

↵

✏✏

⌃(A)

A
f2f1

//

f1

✏✏

C
g3

// Y
h3
//

�

✏✏

⌃(A)

⌃(f1)

✏✏

B
f2

//

✏✏

C
g2

//

0

✏✏

Z
h2
//

⌃(g1)h2

✏✏

⌃(B)

✏✏

0 // ⌃(X) ⌃(X) // 0

en el cual todos los renglones y la tercera columna son triángulos distinguidos.

2. Recollements

Los recollements fueron introducidos por A. A. Beilinson, J. Bernstein y P. Deligne
en [3], en la construcción de la categoŕıa de gavillas perversas sobre un espacio singular
en su axiomatización de los 6 funtores de Grothendieck para la categoŕıa derivada de
gavillas. En el contexto de categoŕıas abelianas, los recollements fueron estudiados por
V. Franjou y T. Pirashvili en [7], motivado por el trabajo de MacPherson-Vilonen en
la categoŕıa derivada de gavillas perversas. Los recollements de categoŕıas abelianas
fueron usados por E. Cline, B. Parshall y L. Scott para estudiar la categoŕıa de módulos
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sobre álgebras de dimensión finita sobre un campo K (ver [14]). Recientemente la
noción de recollement ha cobrado mucho interes recientemente por lo que este art́ıculo
pretende ser una introducción a la teoŕıa de recollements.
A continuación damos la primera definición dada por A. A. Beilinson, J. Bernstein y
P. Deligne en 1.4.3 en la pág. 44 de [3].
Dado un funtor F : A �! B entre categoŕıas arbitrarias la imagen esencial de F

denotado por Im(F ) es la subcategoŕıa plena de B cuyos objetos son definidos como
sigue:

Im(F ) := {B 2 B | existe A 2 A tal que F (A) ' B}.
Si B tiene objeto cero, definimos el kernel de F como la subcategoŕıa plena de A
definida como sigue Ker(F ) := {A 2 A | F (A) ' 0}.

Definición 2. [3, Definition 1.4.3] Consideremos el siguiente diagrama de funtores
triangulados entre categoŕıas trianguladas

B i⇤=i! // A j!=j⇤ //

i⇤
oo

i!
oo

C.
j!

oo

j⇤
oo

Se dice que tal diagrama forma un recollement si:

(a) (i⇤, i⇤ = i!, i
!) y (j!, j! = j

⇤
, j⇤) son triples adjuntos, i.e. (i⇤, i⇤), (i!, i!) (j!, j!)

son (j⇤, j⇤) pares adjuntos;
(b) j

⇤
i⇤ = 0;

(c) i⇤, j!, j⇤ son fieles y plenos;
(d) Para cada A 2 A existen triángulos distinguidos en A:

j!j
!(A) // A // i⇤i

⇤(A) // ⌃(j!j!(A)),

i!i
!(A) // A // j⇤j

⇤(A) // ⌃(i!i!(A)).

Observación 1. Hay un error de dedo en la notación de la definición original pues

los autores consideran el diagrama: DF
i⇤
// D j⇤

// DU . El error consiste en que
en la sucesión anterior, debe ser j⇤ en lugar de j⇤.

Ahora enunciamos la segunda definición, por ejemplo ver pág. 96 en [17].

Definición 3. Consideremos el siguiente diagrama de funtores triangulados entre
categoŕıas trianguladas

B i⇤=i! // A j!=j⇤ //

i⇤
oo

i!
oo

C.
j!

oo

j⇤
oo

Se dice que tal diagrama forma un recollement si:

(a) (i⇤, i⇤ = i!, i
!) y (j!, j! = j

⇤
, j⇤) son triples adjuntos, i.e. (i⇤, i⇤), (i!, i!) (j!, j!)

son (j⇤, j⇤) pares adjuntos;
(b) Im(i⇤) = Ker(j⇤);
(c) i⇤, j!, j⇤ son funtores fieles y plenos.

Recordemos que en una categoŕıa aditiva el coproducto de una familia vaćıa de
objetos es el objeto cero.

Lema 4. Consideremos funtores F : A �! B y G : B �! A entre categoŕıas

aditivas tal que (F,G) es un par adjunto. Si F es el funtor cero, entonces G es el

funtor cero.
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Demostración. Sabemos que existe isomorfismo funtorial para A 2 A y B 2 B
HomB(F (A), B) ' Hom(A,G(B)).

Como G(B) = 0 para todo B 2 A, tenemos que HomB(F (A), B) ' Hom(A,G(B)) =
0 para todo A 2 A y B 2 B. En particular, para B = F (A) tenemos que
HomB(F (A), F (A)) = 0 y esto implica que 1F (A) = 0 y por lo tanto concluimos
que F (A) = 0. Luego, F es el funtor cero. ⇤

Lema 5. Consideremos un recollement como en las Definiciones 2 o 3 . Entonces

(a) i
⇤
j! = 0,

(b) i
!
j⇤ = 0.

Demostración. Solo demostraremos (b) pues (a) es dual. Notemos primero que como
(i⇤, i!) y (j⇤, j⇤) son pares adjuntos, entonces (j⇤i⇤, i!j⇤) es un par adjunto. En efecto,
para B 2 B y C 2 C tenemos los siguientes isomorfismos funtoriales

Hom(j⇤i⇤(B), C) ' Hom(i⇤(B), j⇤C) [pues (j⇤, j⇤) es un par adjunto]

' Hom(B, i
!
j⇤(C)) [pues (i⇤, i

!) es un par adjunto.]

Por lo tanto, (j⇤i⇤, i!j⇤) es un par adjunto. Por Definiciónes 2(b) o 3(b), tenemos que
j
⇤
i⇤ = 0. Luego, por Lema 4, concluimos que i

!
j⇤ = 0. ⇤

La siguiente Proposición será muy útil en las pruebas de los resultados de este
art́ıculo.

Proposición 6. Sea F : A �! B, un funtor. Las siguientes condiciones se

satisfacen

(a) Sea G : B �! A adjunto a izquierda de F. Entonces F es fiel y pleno si y sólo

si la counidad (del par adjunto (G,F )) " : G � F �! 1A es un isomorfismo.

(b) Sea H : B �! A adjunto a derecha de F. Entonces F es fiel y pleno si y sólo

si la unidad (del par adjunto (F,H)) ⌘ : 1A �! H � F es un isomorfismo.

Demostración. Ver [4, Theorem 3.4.1] en pág. 114 y su dual. ⇤
Proposición 7. Consideremos un recollement

B i⇤=i! // A j!=j⇤ //

i⇤
oo

i!
oo

C
j!

oo

j⇤
oo

como en la Definición 3. Entonces existen triángulos distinguidos

j!j
!(A) // A // i⇤i

⇤(A) // ⌃(j!j!(A))

i!i
!(A) // A // j⇤j

⇤(A) // ⌃(i!i!(A)).

Demostración. Demostremos la existencia del segundo triángulo ya que la existencia
del primero es análoga. Consideremos los pares adjuntos (i⇤, i!) y (j⇤, j⇤). Entonces,
tenemos unidad ⌘ : 1B �! i

!
i⇤ y counidad " : i⇤i! �! 1A de la adjunción (i⇤, i!); y

también la unidad ⌘0 : 1A �! j⇤j
⇤ y counidad "0 : j⇤j⇤ �! 1C de la adjunción (j⇤, j⇤).

Consideremos la unidad ⌘0 : 1A �! j⇤j
⇤. Luego, para A 2 A tenemos morfismo:

⌘
0
A : A �! j⇤j

⇤(A).

Por Definición 1(T1) y (T2), podemos completar al siguiente triángulo distinguido en
A:

(⇤) : X
↵
// A

⌘0A
// j⇤j

⇤(A) // ⌃(X).

Lo que haremos en el resto de la prueba es ver que el morfismo ↵ es isomorfo al
morfismo "A : i⇤i!(A) �! A.
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Primero, dado que (j⇤, j⇤) es un par adjunto y j⇤ es fiel y pleno (ver Definición 3(c)),
por Proposition 6(a), tenemos que la counidad "

0 : j⇤j⇤ �! 1C es un isomorfismo.
Para A 2 A y C 2 C consideremos las identidades triangulares de la adjunción (j⇤, j⇤)
(ver [4, Theorem 3.1.5] en pág. 99):

1j⇤(A) = "
0
j⇤(A) � j⇤(⌘0A)

1j⇤(C) = j⇤("
0
C) � ⌘0j⇤(C).

Como "0 : j⇤j⇤ �! 1C es un isomorfismo, concluimos de las identidades triangulares
que j

⇤(⌘0A) es isomorfismo. Aplicando j
⇤ al triángulo (⇤) tenemos el triángulo distin-

guido en C:

j
⇤(X)

j⇤(↵)
// j

⇤(A)
j⇤(⌘0A)

// j
⇤
j⇤j

⇤(A) // ⌃(j⇤(X)).

Como j
⇤(⌘0A) es isomorfismo, concluimos que j

⇤(X) = 0 (ver [13, Corollary 1.2.6] en
pág. 41). Como Ker(j⇤) = im(i⇤) (ver Definición 3(b)), tenemos que existe Y 2 B tal
que i⇤(Y ) ' X.
Sin perdidad de generalidad supongamos que i⇤(Y ) = X.
Como (i⇤, i!) es un par adjunto e i⇤ es fiel y pleno, por Proposition 6(b), tenemos que
la unidad ⌘ : 1B �! i

!
i⇤ es un isomorfismo. Luego, i⇤(⌘Y ) es un isomorfismo ya que

⌘Y lo es. Por otro lado, aplicando i
! al triángulo (⇤), tenemos el siguiente triángulo

distinguido en B:

i
!(X)

i!(↵)
// i
!(A)

i!(⌘0A)
// i
!
j⇤j

⇤(A) // ⌃(i!(X)).

Por Lemma 5(b), tenemos que i
!
j⇤ = 0, y por lo tanto i

!
j⇤j

⇤(A) = 0, de donde
concluimos que i

!(↵) es un isomorfismo (ver [13, Corollary 1.2.6] en pág. 41).
Ahora, recordemos que para B 2 B y A 2 A tenemos isomorfismo funtorial

� : HomA(i⇤(B), A) �! HomB(B, i
!(A)),

donde para f 2 Hom(i⇤(B), A) se tiene que �(f) := i
!(f) � ⌘B y para g 2

HomB(B, i
!(A)) tenemos que ��1(g) = "A � i⇤(g). Luego, considerando el morfis-

mo ↵ : i⇤(Y ) = X �! A del triángulo (⇤) tenemos que la igualdad ��1�(↵) = ↵ se
traduce en la conmutatividad del siguiente diagrama

i⇤i
!(i⇤(Y ))

i⇤i
!(↵)
// i⇤i

!(A)

"A

✏✏

X = i⇤(Y )

i⇤(⌘Y )

OO

↵
// A.

En el diagrama anterior i⇤(⌘Y ) y i⇤i
!(↵) son isomorfismos. Luego tenemos el siguiente

diagrama conmutativo

X
↵

//

�
✏✏

A
⌘0A
//

1

✏✏

j⇤j
⇤(A) // ⌃(X)

i⇤i
!(A)

"A
// A

�
// Z

�
// ⌃(i⇤i!(A))

donde � := i⇤i
!(↵) � i⇤(⌘Y ) es un isomorfismo. Por lo tanto, existe isomorfismo

✓ : j⇤j
⇤(A) �! Z tal que el diagrama anterior se completa a un isomorfismo de

triángulos (ver Definición 1 (T3) y [13, Proposition 1.1.20] en pág. 36). Por lo tanto,
el morfismo ↵ lo podemos sustituir por "A y asi tenemos triángulo distinguido

i⇤i
!(A)

"A
// A

⌘0A
// j⇤j

⇤(A) // ⌃(i⇤i!(A)).

Como i⇤ = i! tenemos el triángulo deseado. ⇤
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i⇤ = i!

i
⇤

i
!

B A
j
! = j

⇤

j!

j⇤

C

Figura 1. Idea general de recollement

Proposición 8. Consideremos un recollement

B i⇤=i! // A j!=j⇤ //

i⇤
oo

i!
oo

C
j!

oo

j⇤
oo

como en la Definición 2. Entonces Im(i⇤) = Ker(j⇤).

Demostración. Como j
⇤
i⇤ = 0 tenemos que Im(i⇤) ✓ Ker(j⇤). Ahora veamos la otra

contención. Sea A 2 Ker(j⇤). Por Definición 2(d) sabemos que tenemos triángulo
distinguido

i!i
!(A) // A // j⇤j

⇤(A) // ⌃(i!i!(A)).

Como j
⇤(A) = 0, tenemos que j⇤j⇤(A) = 0 y por lo tanto el morfismo i!i

!(A) // A

del triángulo de arriba es un isomorfismo (ver [13, Corollary 1.2.6] en pág. 41).
Es decir, A ' i!i

!(A) = i⇤i
!(A). Lo cual prueba que A 2 Im(i⇤) y por lo tanto

Im(i⇤) = Ker(j⇤). ⇤
Corolario 9. Las definiciones de recollement de 2 y 3 son equivalentes.

Demostración. Se sigue de las Proposiciones 7 y 8. ⇤
La Figura 1 ilustra a grandes rasgos el recollement de la Definición 3.

3. Completación de recollements

Recordemos la siguiente definición (ver [11] en pág. 182).

Definición 10. Sea T una categoŕıa triangulada con traslación ⌃. Sea S una
subcategoŕıa plena de T . Se dice que S es una subcategoŕıa triangulada de T
si

(a) ⌃n(X) 2 S para todo X 2 S y para todo n 2 Z,
(b) Sea X // Y // Z // ⌃(X) un triángulo en T . Si dos objetos del

conjunto {X,Y, Z} pertenecen a S entonces el tercero también está en S.
Sea S una subcategoŕıa triangulada de T , se dice que S es gruesa si cada vez que

tenemos morfismos X
⇡
// Y

i
// X tal que ⇡ � i = 1Y con X 2 S, entonces

Y 2 S. Es decir, S es gruesa si es cerrada por sumandos directos.

Observación 2. Recordemos la siguiente construcción. Dada T categoŕıa triangu-
lada y X subcategoŕıa triangulada de T definimos los morfismos S(X ) como los mor-
fismos f : A �! B tal que cuando completamos f a un triángulo

A
f
// B

g
// C // ⌃(A)

tenemos que C 2 X .
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En este caso tenemos la localización de Verdier de T respecto a la subcategoŕıa
triangulada X , la cual es por definición T /X := T [S(X )�1] y se tiene el funtor
canónico Q : T �! T /X . Recordemos que T [S(X )�1] es notación para denotar a
la categoŕıa que se contruye a partir de T en la cual los morfismos que pertenecen a
S(X ) se vuelven invertibles (ver sección 2.2 en pág. 164 de [11]).
A continuación, veamos a grandes rasgos como se construye el cociente de Verdier
T /X . Para esto, hacemos la siguiente construcción. Consideremos dos diagramas

Z

s

��

f

��

X Y,

Z
0

s0

~~

f 0

  

X Y

con s, s0 2 S(X ). Decimos que dichos diagramas están relacionados si existen morfis-
mos t : W �! Z y u : W �! Z

0 en T tal que el siguiente diagrama conmuta

W

t

xx

u

''

Z

s

�� f
,,

Z
0

s0

rr

f 0

  

X Y

y además st = s
0
u 2 S(X ). Se demuestra que la relación anterior es de equivalencia

y por lo tanto podemos hablar de clases de equivalencia de diagramas de la forma
anterior (ver [13, Lemma 2.1.14] en pág. 76). El cociente de Verdier T /X se define
como sigue.

(a) Los objetos de T /X son los mismos objetos que los de T .
(b) Sean X y Y dos objetos de T /X , un morfismo de X a Y en T /X consiste de

la clase de equivalencia de diagramas de la forma

Z

s

~~

f

��

X Y

con s 2 S(X ).

La composición en T /X se define como sigue. Consideremos un morfismo de X a Y y
otro morfismo de Y a Z representados por los siguientes diagramas respectivamente:

W

s

~~

f

  

X Y,

W
0

s0

~~

f 0

  

Y Z

con s, s
0 2 S(X ). Para hacer la composición, se construye un diagrama conmutativo

de la siguiente forma

L

s00

~~

g

  

W

s

~~

f

  

W
0

s0

~~

f 0

  

X Y Z
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donde s
00 2 S(X ). Luego, la composición se define como la clase de equivalencia del

diagrama:

L

ss00

��

f 0g

  

X Z.

Se demuestra que la composición definida arriba está bien definida (ver [13, Lemma
2.1.18] en pág. 80) y que T /X es una categoŕıa (ver [13, Definition 2.1.20] en pág.
81). Por otro lado, el funtor Q : T �! T /X satisface que si f : X �! Y es un
morfismo en T entonces Q(f) queda representado por la clase de equivalencia del
siguiente diagrama:

X

1X

~~

f

  

X Y.

Para el siguiente resultado, se necesita la siguiente noción. Sean T y T 0 categoŕıas
trianguladas. Un funtor F : T �! T 0 es triangulado si manda triángulos distinguidos
de T en triángulos distinguidos de T 0. Se tiene el siguiente Teorema (ver [13, Theorem
2.1.8] en pág. 74).

Teorema 11. Sea T una categoŕıa triangulada y X una subcategoŕıa triangulada

de T . Entonces T /X es una categoŕıa triangulada y Q : T �! T /X es un funtor

triangulado. Además el funtor Q : T �! T /X satisface la siguiente propiedad

universal: si F : T �! U es un funtor triangulado tal que X ✓ Ker(F ), entonces

existe un único funtor triangulado G : T /X �! U tal que el siguiente diagrama

conmuta

T Q
//

F

✏✏

T /X

G
||

U .

Observación 3. Recordemos para conveniencia del lector, cómo actúa el funtor
G : T /X �! U en morfismos. Sea ↵ 2 HomT /X (X,Y ). Entonces ↵ está representado
por un diagrama de la forma

Z

s

~~

g

��

X Y

con s 2 S(X ). Como T /X es la categoŕıa donde Q(s0) es invertible para todo
s
0 2 S(X ) (ver [13, Lemma 2.1.21]) se tiene que ↵ = Q(g)Q(s)�1. Por otro lado,
como X ✓ Ker(F ), se puede ver que F (s0) es invertible para todo s

0 2 S(X ). Por lo
tanto, tenemos que G(↵) se define como sigue:

G(↵) := F (g) � F (s)�1
.

Ahora bien, si E es una subcategoŕıa triangulada de una categoŕıa triangulada D,
se define E? := {Y 2 D | HomD(X,Y ) = 0 8X 2 E}. De manera dual, se define ?E .

El siguiente teorema se puede encontrar en [5, Theorem 2.1] en la pág. 506. En el
art́ıculo [5] sólo se da un esbozo de la prueba. Uno de los objetivos principales de este
art́ıculo es dar la demostración con todo detalle de tal resultado.

Teorema 12. [5, Theorem 2.1] Sea i⇤ : D0 �! D un funtor entre categoŕıas

trianguladas que es fiel y pleno. Supongamos que i⇤ tiene un adjunto izquierdo i
⇤

y un adjunto derecho i
!
que son funtores de categoŕıas trianguladas. Sea E la imagen
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esencial de D0
bajo i⇤ (i.e, los objetos de D que son isomorfos a i⇤(X) para algún

X 2 D0
). Entonces

(a) Ker(i!) = E?
.

(b) E = ?(E?), en particular E es una subcategoŕıa gruesa de D.

(c) Consideremos la unidad ⌘ : 1D �! i⇤i
⇤
del par adjunto (i⇤, i⇤). Para cada

X 2 D existe un triángulo distinguido

X0
uX
// X

⌘X
// i⇤i

⇤(X) // ⌃(X0)

que cumple las siguientes condiciones:

(c1) i
⇤(⌘X) es un isomorfismo,

(c2) X0 2 ?E,
(c3) HomD(X0, s) : HomD(X0, A) �! HomD(X0, B) es un isomorfismo para todo

s : A �! B en S(E).
(d) El morfismo cociente j

⇤ : D �! D/E tiene adjunto izquierdo j! y adjunto

derecho j⇤ y tales adjuntos son fieles y plenos y además E = Ker(j⇤). Es decir,
tenemos el siguiente recollement

D0 i⇤=i! // D j!=j⇤ //

i!

\\

i⇤

��

D/E .

j⇤

]]

j!

��

Demostración. (a) Consideremos E? := {Y 2 D | HomD(X,Y ) = 0 8X 2 E}.
Sea Y 2 E?, para X ' i⇤(X 0) 2 E con X

0 2 D0 tenemos que 0 =
HomD(i⇤(X 0), Y ) = HomD0(X 0

, i
!(Y )) ya que (i⇤, i!) es par adjunto. En parti-

cular, tomando X
0 := i

!(Y ) 2 D0 tenemos que

0 = HomD(i⇤(i
!(Y )), Y ) = HomD0(i!(Y ), i!(Y )).

Por lo tanto, i!(Y ) = 0. Esto prueba que E? ✓ Ker(i!).
Ahora, sea Y 2 Ker(i!). Para X ' i⇤(X 0) 2 E con X

0 2 D0 tenemos que
0 = HomD0(X 0

, 0) = HomD0(X 0
, i

!(Y )) = HomD(i⇤(X 0), Y ). Por lo tanto,
Y 2 E? y aśı tenemos que Ker(i!) ✓ E?. Probándose que Ker(i!) = E?.

(b) Consideremos el par adjunto (i!, i!) y su counidad "
0 : i!i! �! 1D. Entonces

para cada X 2 D tenemos el siguiente triángulo distinguido en D

(⇤) : i!i
!(X)

"0X
// X // Y // ⌃(i!i!(X))

Aplicando el funtor i! a este triángulo, tenemos el siguiente triángulo en D0

(⇤⇤) : i
!
i!i

!(X)
i!("0X)

// i
!(X) // i

!(Y ) // ⌃(i!i!i!(X))

Como i⇤ = i! es fiel y pleno, por Proposición 6(b), tenemos que la unidad
(del par adjunto (i!, i!)) ⌘0 : 1D0 �! i

!
i! es un isomorfismo. Consideremos las

identidades triangulares del par adjunto (i!, i!) para cada Z 2 D0 y W 2 D (ver
[4, Theorem 3.1.5] en pág. 99):

1i!(Z) = "
0
i!(Z) � i!(⌘0Z)

1i!(W ) = i
!("0W ) � ⌘0i!(W ).

Luego, como ⌘0i!(X) es un isomorfismo, concluimos que i!("0X) es un isomorfismo.

Por lo tanto, del triángulo (⇤⇤) concluimos que i
!(Y ) = 0 (ver [13, Corollary

1.2.6] en pág. 41). Luego, del inciso (a) de este teorema, tenemos que Y 2 E?.
Ahora veamos que E = ?(E?). En efecto, es claro que E ✓ ?(E?).
Por otro lado, supongamos que X 2 ?(E?). Como i!i

!(X) = i⇤i
!(X) 2 E y
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E ✓ ?(E?), concluimos que i!i
!(X) = i⇤i

!(X) 2 ?(E?). Dado que i!i
! es un

funtor triangulado, tenemos que ⌃(i!i!(X)) = i!i
!(⌃(X)) = i⇤i

!(⌃(X)) 2 E y
por lo tanto ⌃(i!i!(X)) 2 ?(E?).
Luego, en el triángulo (⇤), tenemos que ⌃(i!i!(X)), X 2 ?(E?). Sea L 2 E?,
aplicando HomD(�, L) al triángulo (⇤) tenemos la sucesión larga

0 = HomD(⌃(i!i!(X)), L) // HomD(Y, L) // HomD(X,L) = 0.

Por lo tanto, HomD(Y, L) = 0 y aśı obtenemos que Y 2 ?(E?). Ya vimos
arriba que Y 2 E? y por lo tanto, Y 2 (?(E?)) \ E?. Aśı, tenemos que
HomD(Y, Y ) = 0 y en consecuencia Y = 0.
Luego, del triángulo (⇤) concluimos que "0X : i!i!(X) �! X es un isomorfismo
(ver [13, Corollary 1.2.6] en pág. 41). Es decir, tenemos que X ' i⇤i

!(X) 2 E .
Por lo tanto ?(E?) ✓ E y aśı E = ?(E?). De esta igualdad, es fácil ver que E
es cerrada por sumandos directos, es decir, que E es una subcategoŕıa gruesa.

(c1) Consideremos la unidad ⌘ : 1D �! i⇤i
⇤ del par adjunto (i⇤, i⇤). Entonces, para

X 2 D podemos formar el siguiente triángulo en D (ver Definición 1(T1)):

(|) : X0
uX
// X

⌘X
// i⇤i

⇤(X) // ⌃(X0).

Notemos que como i⇤i
⇤(X) 2 E , entonces el morfismo uX del triángulo (|)

está en S(E) (ver observación 2, para definición de S(E)). Como i⇤ es fiel y
pleno, por Proposición 6(a) tenemos que la counidad " : i⇤i⇤ �! 1D0 es un
isomorfismo. Aplicando i

⇤ al triángulo (|) tenemos el siguiente triángulo en
D0:

(4) : i⇤(X0)
i⇤(uX)

// i
⇤(X)

i⇤(⌘X)
// i
⇤
i⇤i

⇤(X) // ⌃(i⇤(X0)).

Consideremos las identidades triangulares para X 2 D y Y 2 D0 (ver [4,
Theorem 3.1.5] en pág. 99):

1i⇤(X) = "i⇤(X) � i⇤(⌘X)

1i⇤(Y ) = i⇤("Y ) � ⌘i⇤(Y ).

Como "i⇤(X) es un isomorfismo, concluimos que i
⇤(⌘X) es un isomorfismo.

(c2) Por (c1) sabemos que i
⇤(⌘X) es un isomorfismo. Luego, del triángulo (4) de

arriba, concluimos que i
⇤(X0) = 0 (ver [13, Corollary 1.2.6] en pág. 41).

Por otro lado, para Y 2 D0, tenemos que i⇤(Y ) 2 E y como (i⇤, i⇤) es un par
adjunto, tenemos que

0 = HomD0(i⇤(X0), Y ) = HomD(X0, i⇤(Y )).

Por lo tanto, X0 2 ?E .
(c3) Veamos que HomD(X0, s) : HomD(X0, A) �! HomD(X0, B) es un isomorfismo

para todo s : A �! B en S(E).
En efecto, como s 2 S(E) tenemos que cuando completamos s a un triángulo
distinguido

A
s
// B // C // ⌃(A),

se tiene que C 2 E . Aplicando HomD(X0,�) al triángulo anterior, tenemos la
sucesión exacta larga

D(X0,⌃�1(C)) // D(X0, A)
s⇤
// D(X0, B) // D(X0, C)

donde s
⇤ := HomD(X0, s). Como C,⌃�1(C) 2 E y X0 2 ?E , tenemos la

siguiente igualdad HomD(X0,⌃�1(C)) = 0 = HomD(X0, C) y por lo tanto
s
⇤ := HomD(X0, s) es un isomorfismo.
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(d) Primero, notemos que como E es una subcategoŕıa triangulada de D, existe el
cociente de Verdier D/E y funtor triangulado j

⇤ := Q : D �! D/E .
Ahora veamos que j

⇤ : D �! D/E tiene adjunto izquierdo j!. Como la prueba
es larga, dividiremos la prueba en varios pasos.
(1). Existe functor � : D �! D.
Sea f : X �! X

0 un morfismo en D; luego por la naturalidad de la unidad ⌘
del par adjunto (i⇤, i⇤) tenemos el siguiente cuadrado conmutativo

X
⌘X
//

f

✏✏

i⇤i
⇤(X)

i⇤i
⇤(f)

✏✏

X
0 ⌘X0

// i⇤i
⇤(X 0).

Luego, por Definición 1 (T3), tenemos que existe f : X0 �! X
0
0 tal que se tiene

el siguiente morfismo de triángulos

X0
uX
//

f

✏✏

X
⌘X
//

f

✏✏

i⇤i
⇤(X) //

i⇤i
⇤(f)

✏✏

⌃(X0)

⌃(f)

✏✏

X
0
0

uX0
// X

0 ⌘X0
// i⇤i

⇤(X 0) // ⌃(X 0
0).

Como uX0 2 S(E) (pues i⇤i⇤(X) 2 E) y por el inciso (c3), se tiene el siguiente
isomorfismo de grupos:

HomD(X0, X
0
0)

HomD(X0,uX0 )
// HomD(X0, X

0).

Por lo tanto, es único el morfismo f : X0 �! X
0
0 que hace conmutar el diagrama

anterior. Aśı, podemos definir el funtor

� : D �! D,

como sigue: �(X) = X0 para X 2 D y �(f) = f para f : X �! X
0 un

morfismo en D. Utilizando el hecho que HomD(X0, s) es un isomorfismo para
todo s : A �! B en S(E), se puede ver que en efecto � es un funtor.
(2). El funtor � del paso (1) es un funtor triangulado.

Consideremos el siguiente triángulo en D:

X
f
// Y

g
// Z

h
// ⌃(X).

Al igual como hicimos arriba, podemos construir el cuadrado conmutativo

X0
uX
//

f
✏✏

(I)

X

f

✏✏

Y0 uY

// Y.

Por [12, Lemma 2.6] (Lema del 9) aplicado al cuadrado anterior tenemos
el siguiente diagrama donde todos los renglones y columnas son triángulos
distinguidos y todos los cuadrados conmutan a excepción del marcado con (X):
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(?) : ⌃(X0)
⌃(f)

// ⌃(Y0)
⌃( )

// ⌃(W )
�⌃(�)

// ⌃2(X0)

i⇤i
⇤(X)

i⇤i
⇤(f)
//

a

OO

i⇤i
⇤(Y )

d
//

b

OO

L
k
//

c

OO

(X)

⌃(i⇤i⇤(X))

�⌃(a)

OO

X
f

//

⌘X

OO

Y
g

//

⌘Y

OO

Z
h

//

e

OO

⌃(X)

⌃(⌘X)

OO

X0

uX

OO

f
//

(I)

Y0

uY

OO

 
// W

µ

OO

�
// ⌃(X0).

⌃(uX)

OO

Notemos que como i⇤i
⇤ : D �! D es triangulado, tenemos el siguiente

triángulo en D:

i⇤i
⇤(X)

i⇤i
⇤(f)
// i⇤i

⇤(Y )
i⇤i

⇤(g)
// i⇤i

⇤(Z)
i⇤i

⇤(h)
// ⌃(i⇤i⇤(X)).

Luego, existe isomorfismo ⇠ : i⇤i
⇤(Z) �! L tal que el siguiente diagrama

conmuta (ver Definición 1 (T3) y [13, Proposition 1.1.20] en pág. 36):

i⇤i
⇤(X)

i⇤i
⇤(f)
//

1

✏✏

i⇤i
⇤(Y )

i⇤i
⇤(g)
//

1

✏✏

i⇤i
⇤(Z)

i⇤i
⇤(h)
//

⇠

✏✏

⌃(i⇤i⇤(X))

⌃(1)

✏✏

i⇤i
⇤(X)

i⇤i
⇤(f)
// i⇤i

⇤(Y )
d

// L
k
// ⌃(i⇤i⇤(X))

Entonces podemos suponer que el diagrama (?) tiene la siguiente forma

(??) : ⌃(X0)
⌃(f)

// ⌃(Y0)
⌃( )

// ⌃(W )
�⌃(�)

// ⌃2(X0)

i⇤i
⇤(X)

i⇤i
⇤(f)
//

a

OO

i⇤i
⇤(Y )

i⇤i
⇤(g)
//

b

OO

i⇤i
⇤(Z)

i⇤i
⇤(h)
//

c0

OO

(X)

⌃(i⇤i⇤(X))

�⌃(a)

OO

X
f

//

⌘X

OO

Y
g

//

⌘Y

OO

Z
h

//

e0

OO

⌃(X)

⌃(⌘X)

OO

X0

uX

OO

f
//

(I)

Y0

uY

OO

 
// W

µ

OO

�
// ⌃(X0).

⌃(uX)

OO

Aplicando i⇤i
⇤ al morfismo de triángulos del segundo y tercer renglón del

diagrama anterior, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

i⇤i
⇤
i⇤i

⇤(X) // i⇤i
⇤
i⇤i

⇤(Y ) // i⇤i
⇤
i⇤i

⇤(Z) // ⌃(i⇤i⇤i⇤i⇤(X))

i⇤i
⇤(X)

i⇤i
⇤(f)

//

i⇤i
⇤(⌘X)

OO

Y
i⇤i

⇤(g)
//

i⇤i
⇤(⌘Y )

OO

i⇤i
⇤(Z)

i⇤i
⇤(h)
//

i⇤i
⇤(e0)

OO

⌃(i⇤i⇤(X))

⌃(i⇤i
⇤(⌘X))

OO

Por inciso (c1), tenemos que i⇤i
⇤(⌘X) y i⇤i

⇤(⌘Y ) son isomorfismos, por lo
tanto concluimos que i⇤i

⇤(e0) : i⇤i⇤(Z) �! i⇤i
⇤
i⇤i

⇤(Z) es un isomorfismo (ver
[13, Proposition 1.1.20] en pág. 36).
Consideremos la unidad ⌘ : 1D �! i⇤i

⇤ y counidad " : i⇤i⇤ �! 1D0 del par
adjunto (i⇤, i⇤). Como i⇤ es fiel y pleno, por Proposición 6(a), tenemos que la
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counidad " : i⇤i⇤ �! 1D0 es un isomorfismo. Recordemos que el isomorfismo
funtorial dado por adjunción:

⇥ : HomD(Z, i⇤i
⇤(Z)) �! HomD0(i⇤(Z), i⇤(Z))

está definido como sigue: para � 2 HomD(Z, i⇤i⇤(Z)) se tiene que ⇥(�) =
"i⇤(Z) � i⇤(�) y para ⇣ 2 HomD0(i⇤(Z), i⇤(Z)) se tiene que ⇥�1(⇣) = i⇤(⇣) � ⌘Z .
Luego, para el morfismo e

0 2 HomD(Z, i⇤i⇤(Z)) del diagrama (??) se tiene que
⇥�1⇥(e0) = e

0. El cual se traduce en el siguiente diagrama conmutativo

i⇤i
⇤(Z)

i⇤i
⇤(e0)

// i⇤i
⇤
i⇤(i⇤(Z))

j:=i⇤("i⇤(Z))

✏✏

Z

⌘Z

OO

e0
// i⇤i

⇤(Z).

Notemos que j := i⇤("i⇤(Z)) es un isomorfismo pues la counidad " : i⇤i⇤ �! 1D0

es un isomorfismo; y además vimos arriba que i⇤i
⇤(e0) es un isomorfismo. De

esta manera, tenemos el siguiente diagrama conmutativo donde los morfismos
verticales son isomorfismos

Z
⌘Z
//

1Z

✏✏

i⇤i
⇤(Z)

j�i⇤i⇤(e0)
✏✏

Z
e0
// i⇤i

⇤(Z).

Luego, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

Z0
uZ
// Z

⌘Z
//

1Z

✏✏

i⇤i
⇤(Z)

j�i⇤i⇤(e0)
✏✏

// ⌃(Z0)

W // Z
e0
// i⇤i

⇤(Z) // ⌃(W )

Por lo tanto existe un isomorfismo ↵ : Z0 �! W tal que el siguiente diagrama
conmuta (ver Definición 1 (T3) y [13, Proposition 1.1.20] en pág. 36):

Z0
uZ
//

↵

✏✏

Z
⌘Z
//

1Z

✏✏

i⇤i
⇤(Z)

j�i⇤i⇤(e0)
✏✏

// Z0[1]

↵[1]

✏✏

W
µ
// Z

e0
// i⇤i

⇤(Z) // W [1]

Por lo tanto el triángulo en la tercera columna del diagrama (??) lo podemos
sustituir por el triángulo superior del diagrama de arriba. Por lo tanto, tenemos
el siguiente diagrama

(? ? ?) : ⌃(X0)
⌃(f)

// ⌃(Y0)
⌃( 0)

// ⌃(Z0)
�⌃(�0)

// ⌃2(X0)

i⇤i
⇤(X)

i⇤i
⇤(f)
//

a

OO

i⇤i
⇤(Y )

i⇤i
⇤(g)
//

b

OO

i⇤i
⇤(Z)

i⇤i
⇤(h)
//

c0

OO

(X)

⌃(i⇤i⇤(X))

�⌃(a)

OO

X
f

//

⌘X

OO

Y
g

//

⌘Y

OO

Z
h

//

⌘Z

OO

⌃(X)

⌃(⌘X)

OO

X0

uX

OO

f
//

(I)

Y0

uY

OO

 0
// Z0

uZ

OO

�0
// ⌃(X0).

⌃(uX)

OO



66 VALENTE SANTIAGO VARGAS

Ahora, como sólo hay un único morfismo de Y0 a Z0 que hace conmutar el
diagrama anterior (pues � es funtor), concluimos que  0 = g = �(g).
Veamos que ⌃(X0) ' ⌃(X)0.
Como i⇤i

⇤ es un funtor triangulado, existe un isomorfismo funtorial � : (i⇤i⇤) �
⌃ �! ⌃ � (i⇤i⇤) tal que el siguiente diagrama conmuta para cada X 2 D:

i⇤i
⇤(⌃(X))

�X
// ⌃(i⇤i⇤(X))

⌃(X)

⌘⌃(X)

OO

1
// ⌃(X).

⌃(⌘X)

OO

Luego, tenemos el siguiente diagrama de triángulos

⌃(X)0
u⌃(X)

// ⌃(X)
⌘⌃(X)
//

1

✏✏

i⇤i
⇤(⌃(X)) //

�X

✏✏

⌃(⌃(X)0)

⌃(X0)
⌃(uX)

// ⌃(X)
⌃(⌘X)
// ⌃(i⇤i⇤(X))

�⌃(a)
// ⌃2(X0)

Por lo tanto, existe un isomorfismo ' : (⌃(X))0 �! ⌃(X0) tal que el diagrama
de arriba se convierte en un morfismo de triángulos (ver Definición 1 (T3) y
[13, Proposition 1.1.20] en pág. 36). Por lo tanto el diagrama (???) se convierte
en el siguiente diagrama

⌃(X0)
⌃(f)

// ⌃(Y0)
⌃(g)

// ⌃(Z0)
�⌃(�00)

// ⌃2(X0)

i⇤i
⇤(X)

i⇤i
⇤(f)
//

a

OO

i⇤i
⇤(Y )

i⇤i
⇤(g)
//

b

OO

i⇤i
⇤(Z)

i⇤i
⇤(h)
//

c0

OO

(X)

i⇤i
⇤(⌃(X))

�⌃(a)

OO

X
f

//

⌘X

OO

Y
g

//

⌘Y

OO

Z
h

//

⌘Z

OO

⌃(X)

⌘⌃(X)

OO

X0

uX

OO

f
//

(I)

Y0

uY

OO

g
// Z0

uZ

OO

�00
// ⌃(X)0.

u⌃(X)

OO

Ahora, sabemos otra vez que sólo hay un morfismo de Z0 a ⌃(X)0 que hace
conmutar el diagrama de arriba (pues � : D �! D es un funtor). Por lo tanto,
tenemos que �00 = h = �(h). Y aśı tenemos que

X0
f
// Y0

g
// Z0

h
// ⌃(X0) ' ⌃(X)0

es un triángulo distinguido. Esto prueba que � : D �! D es un funtor
triangulado.
(3). El funtor � induce un funtor triangulado � : D/E �! D.
Para esto, verifiquemos que �(X) = 0 para toda X 2 E . Por (c) tenemos
triángulo.

X0
uX
// X

⌘X
// i⇤i

⇤(X) // ⌃(X0).

Como X 2 E , podemos suponer sin perdida de generalidad que X = i⇤(Y ) para
algún Y 2 D0. Entonces tenemos que ⌘X := ⌘i⇤(Y ) : i⇤(Y ) �! i⇤i

⇤(i⇤(Y )).
Ahora por las identidades triangulares, tenemos que 1i⇤(Y ) = i⇤("Y ) � ⌘i⇤(Y ).
Como la counidad " es un isomorfismo, tenemos que i⇤("Y ) es un isomorfismo.
Luego por la identidad de arriba, tenemos que ⌘i⇤(Y ) = ⌘X es un isomorfismo
y aśı del triángulo de arriba tenemos que X0 = 0 (ver [13, Proposition
1.1.20] en pág. 36). Por lo tanto, tenemos que E ✓ Ker(�). Luego por la
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propiedad universal del cociente de Verdier (ver Teorema 11), tenemos un funtor
triangulado � : D/E �! D tal que el siguiente diagrama conmuta

D �
//

j⇤

✏✏

D

D/E .
�

==

Por observación 3, tenemos que � está definido en morfismos como sigue.
Sea ↵ 2 HomD/E(X,Y ) que está representado por el diagrama de la forma

Z

s

~~

g

��

X Y

con s 2 S(E). Entonces, tenemos que ↵ = j
⇤(g)j⇤(s)�1. Por lo tanto, tenemos

que �(↵) se define como:

�(↵) := �(g) � �(s)�1
.

(4). Veamos que � es adjunto a izquierda de j
⇤ : D �! D/E . Para esto,

veamos que existe isomorfismo funtorial

HomD(�(X), Y ) ' HomD/E(X, j
⇤(Y )),

para X 2 D/E y Y 2 D. Por construcción, tenemos que �(X) = X0 y j
⇤(Y ) =

Y . Es decir, probaremos que existe isomorfismo funtorial HomD(X0, Y ) '
HomD/E(X,Y ).
Para esto, definiremos isomorfismo de grupos

�X,Y : HomD(X0, Y ) �! HomD/E(X,Y ).

En efecto, por construcción (inciso (c)), tenemos un triángulo distinguido en
D:

X0
uX
// X

⌘X
// i⇤i

⇤(X) // ⌃(X0)

donde uX 2 S(E). Luego, para ✓ 2 HomD(X0, Y ) podemos formar el siguiente
morfismo en D/E de X a Y (que llamaremos ↵) dado por el diagrama:

X0

uX

~~

✓

  

X Y.

Es decir, ↵ = j
⇤(✓)j⇤(uX)�1 : X �! Y . Por lo tanto, definimos �X,Y (✓) :=

j
⇤(✓)j⇤(uX)�1

.

(4i). Veamos que �X,Y es suprayectiva. En efecto, sea ⇢ en HomD/E(X,Y )
que está representado por el diagrama de la forma

Z

s

~~

g

��

X Y

con s 2 S(E). Como s 2 S(E), por (c3), tenemos que HomD(X0, s) :
HomD(X0, Z) �! HomD(X0, X) es un isomorfismo. Luego, como uX 2
HomD(X0, X), existe un único morfismo f : X0 �! Z tal que sf = uX .
Tenemos el siguiente diagrama conmutativo
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X0

f

✏✏

uX=sf

⌃⌃

gf

⇠⇠

Z

s

}}

g

!!

X Y.

Es fácil ver que el morfismo ⇢ está representado también por la clase de
equivalencia del siguiente diagrama

X0

uX

~~

gf

  

X Y.

Luego, por construcción, tenemos que �X,Y (gf) = j
⇤(gf) � j⇤(uX)�1 = ⇢. Por

lo tanto �X,Y es suprayectiva.
Ahora notemos que �X,Y es morfismo de grupos (pues j⇤ es funtor aditivo).
(4ii). Veamos que �X,Y es inyectiva. En efecto, sea ✓ : X0 �! Y tal
que �X,Y (✓) = j

⇤(✓) � j
⇤(uX)�1 = 0. De donde concluimos que j

⇤(✓) = 0.
Recordemos que j

⇤(✓) está representado por el siguiente diagrama

X0

1

}}

✓

  

X0 Y.

Además, el morfismo 0 2 HomD/E(X0, Y ) está representado por el diagrama

X0

1

}}

0

  

X0 Y.

Como j
⇤(✓) = 0, existen morfismos s

0 : Z �! X0 y � : Z �! X0 tal que el
siguiente diagrama es conmutativo (ver la relación de equivalencia de diagramas
definida antes de este teorema):

Z

s0

~~

�

  

X0

1

✏✏

✓

''

X0
1

ww

0

✏✏

X0 Y

y el morfismo s
0 = 1 � s

0 2 S(E). En particular, tenemos que ✓s0 = 0 con
s
0 2 S(E). Por [11, Lemma 4.6.1] en pág. 4.6.1, tenemos que S(E) es un sistema
multiplicativo compatible con la triangulación de D (ver pag. 173 de [11], para
la noción de sistema multiplicativo). En particular, S(E) admite un cálculo de
fracciones a derecha. Aśı, por el dual de LF3 en pág. 172 de [11], tenemos que
existe s

00 : Y �! Y
0 tal que s

00 2 S(E) y s
00
✓ = 0.

Por (c3), sabemos que tenemos el siguiente isomorfismo de grupos

Hom(X0, s
00) : Hom(X0, Y ) �! Hom(X0, Y

0).

Luego, como Hom(X0, s
00)(✓) = s

00
✓ = 0, concluimos que ✓ = 0 y aśı concluimos

que �X,Y es biyectiva.
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(4iii). Veamos que �X,Y es funtorial. Para esto, veamos que el siguiente
diagrama conmuta

(⇧) : HomD(X0, Y )
�X,Y

//

HomD(�(↵),�)

✏✏

HomD/E(X,Y )

HomD/E(↵,j
⇤(�))

✏✏

HomD(X 0
0, Y

0)
�X0,Y 0

// HomD/E(X
0
, Y

0)

para ↵ : X 0 �! X un morfismo en D/E y � : Y �! Y
0 morfismo en D.

Supongamos que ↵ está representado por el siguiente diagrama

Z

s

~~

�

��

X
0

X

con s 2 S(E), es decir, ↵ := j
⇤(�) � j⇤(s)�1.

Por un lado, tenemos que
⇣
HomD/E(↵, j

⇤(�))
⌘
(�X,Y (✓)) = j

⇤(�)�(�X,Y (✓)�↵).
Para ✓ : X0 �! Y , se tiene que �X,Y (✓) = j

⇤(✓) � j⇤(uX)�1 está dado por el
diagrama

X0

uX

~~

✓

  

X Y.

Y los morfismos ↵ y j
⇤(�) están representados por los siguientes diagramas

respectivamente:

Z

s

~~

�

  

X
0

X,

Y

1

��

�

  

Y Y
0
.

Luego, para calcular la composición �X,Y (✓) � ↵ construimos el siguiente dia-
grama

(⌅) : Z
0

�

��

�0

  

Z

s

~~

�

��

X0

uX

~~

✓

  

X
0

X Y

donde � 2 S(E). Por lo tanto, la composición �X,Y (✓)�↵ está representado por
el diagrama

Z
0

s�

~~

✓�0

  

X
0

Y.
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Ahora, para calcular la composición j
⇤(�) � (�X,Y (✓) � ↵), construimos el

siguiente diagrama

Z
0

1

~~

✓�0

  

Z
0

s�

~~

✓�0

  

Y

1

~~

�

  

X
0

Y Y
0
.

Luego, tenemos que la composición j
⇤(�) � (�X,Y (✓) �↵) está representada por

el diagrama

Z
0

s�

~~

�✓�0

!!

X
0

Y
0
.

Ahora calculemos �X0,Y 0

⇣⇣
HomD(�(↵),�)

⌘
(✓)

⌘
. Como ↵ = j

⇤(�)j⇤(s)�1 está

representado por el diagrama

Z

s

~~

�

  

X
0

X,

tenemos que �(↵) = �(�)�(s)�1.
Recordemos que por construcción, �(�) y �(s) son los únicos morfismos tal que
los siguientes cuadrados conmutan

Z0
uZ

//

�(s)

✏✏

Z

s

✏✏

X
0
0 uX0

// X
0
,

Z0
uZ
//

�(�)

✏✏

Z

�

✏✏

X0 uX

// X.

Por lo tanto, �(↵) = �(�)�(s)�1 está dado por la composición:

X
0
0

�(s)�1

// Z0
�(�)
// X0.

Luego, tenemos que
⇣
HomD(�(↵),�)

⌘
(✓) = � �

�
✓ � (�(�)�(s)�1)

�
está dado

por la siguiente composición:

X
0
0

�(s)�1

// Z0
�(�)
// X0

✓
// Y

�
// Y

0
.

Por definición de �X0,Y 0 tenemos que �X0,Y 0

⇣⇣
HomD(�(↵),�)

⌘
(✓)

⌘
está re-

presentado por el siguiente diagrama

X
0
0

uX0

~~

�✓�(�)�(s)�1

!!

X
0

Y
0
.
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Para finalizar, veamos que los siguientes dos diagramas representan el mismo
morfismo en D/E :

Z
0

s�

~~

�✓�0

  

X
0

Y
0
,

X
0
0

uX0

~~

�✓�(�)�(s)�1

!!

X
0

Y
0
.

Del diagrama conmutativo (⌅) de arriba podemos construir el siguiente
diagrama conmutativo

Z
0
0

uZ0
//

�(�)

✏✏

Z
0

�

✏✏

�0

  

Z0 uZ

//

�(�)

✏✏

Z

�

✏✏

X0

uX
~~

X0 uX

// X.

Del diagrama anterior, tenemos que �
0 � uZ0 : Z

0
0 �! X0 es tal que

uX � (�0 � uZ0) = (��) � uZ0 , pero sabemos que �(��) : Z 0
0 �! X0 es el único

morfismo tal que uX ��(��) = (��)�uZ0 (pues � es funtor bien definido). Por lo
tanto, concluimos que �0 �uZ0 = �(��) = �(�)�(�). También, por construcción
de �(s�), tenemos el siguiente diagrama conmutativo

Z
0
0

uZ0
//

�(s�)

✏✏

Z
0

s�

✏✏

X
0
0 uX0

// X
0
.

Aśı, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

Z
0
0

�(s�)

xx

uZ0

&&

X
0
0

uX0

~~ �✓�(�)�(s)�1

,,

Z
0

s�

rr

�✓�0

  

X
0

Y
0

Ya que � � ✓ � �(�) � �(s)�1 � �(s�) = � � ✓ � �(�) � �(�) = � � ✓ � �0 � uZ0 y
también uX0 � �(s�) = s � � � uZ0 . Como s, � 2 S(E), tenemos que s� 2 S(E).
Luego, tenemos que �(s�) es un isomorfismo en D y aśı tenemos el siguiente
triángulo

Z
0
0

�(s�)
// X

0
0

// 0 // ⌃(Z 0
0).

donde 0 2 E . Es decir, tenemos que �(s�) 2 S(E). Por lo tanto, los dos
diagramas requeridos son equivalentes. Por lo tanto,

⇣
HomD/E(↵, j

⇤(�))
⌘
(�X,Y (✓)) = �X0,Y 0

⇣⇣
HomD(�(↵),�)

⌘
(✓)

⌘
.

Es decir, el diagrama (⇧) conmuta. Concluimos que, �X,Y es una biyección
natural y aśı � es adjunto a izquierda de j

⇤. Definamos j! := � el adjunto a
izquierda de j

⇤.
(5). Ahora veamos que j! : D/E �! D es fiel y pleno. Para esto, por
Proposición 6(b), basta ver que la unidad ⌘ : 1D/E �! j

⇤
j! del par adjunto
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(j!, j⇤) es un isomorfismo.
Consideremos el isomorfismo funtorial

�X,j!(X) : HomD(j!(X), j!(X)) �! HomD/E(X, j
⇤
j!(X))

La unidad de la adjunción se puede definir como ⌘X := �X,j!(X)(1j!(X)) (ver

[4, Theorem 3.1.5] en pág. 99). Recordemos que j!(X) = �(X) = X0 y
j
⇤
j!(X) = X0 . Entonces, por construcción, tenemos que �X,j!(X)(1j!(X)) está

representado por el diagrama

X0

1

!!

uX

~~

X X0.

Como uX 2 S(E), sabemos entonces que �X,j!(X)(1j!(X)) := j
⇤(1X0)j

⇤(uX)�1 =
j
⇤(uX)�1 el cual claramente es un isomorfismo en D/E . Por lo tanto ⌘ es un
isomorfismo y aśı, tenemos que j⇤ := � es fiel y pleno.
(6). Construcción del adjunto a derecha de j

⇤. De la misma manera con-
siderando la counidad "0 : i⇤i! �! 1D del par adjunto (i⇤, i!) para cada X 2 D
consideramos el siguiente triángulo distinguido en D

i⇤i
!(X)

"0X
// X // X0

// ⌃(i⇤i!(X)).

De la misma manera como se hizo antes, se puede definir funtor triangulado
 : D �! D como  (X) := X0. Este funtor triangulado induce un funtor
 : D/E �! D y se demuestra que j⇤ :=  es un adjunto derecho de j

⇤ que es
fiel y pleno.
(7). Prueba de que Ker(j⇤) = E = Im(i⇤). Finalmente, notemos que por
la construcción del cociente de Verdier, se tiene que Ker(j⇤) es la menor
subcategoŕıa triangulada y gruesa que contiene a E (ver Proposition 4.6.2 (3)
en [11], en pág. 183). Por el inciso (b), sabemos que E ya es gruesa y por lo
tanto, tenemos que Ker(j⇤) = E = Im(i⇤). Por lo tanto, hemos completado i⇤
a un recollement.

⇤

Observación 4. Notemos que el triángulo X0
uX
// X

⌘X
// i⇤i

⇤(X) // ⌃(X0)

de 12(c) es básicamente el primer triángulo del inciso (d) de la definición 2 de
recollement.

El triángulo i⇤i
!(X)

"0X
// X // X0

// ⌃(i⇤i!(X)) que se construye al final de

la prueba del Teorema 12 es básicamente el segundo triángulo del inciso (d) de la
definición 2 de recollement.

Observación 5. En el Teorema 12, dada la mitad izquierda de un recollement,
completamos a un recollement. También, si se tiene el lado derecho de un recollement,
este se puede completar a un recollement, este resultado se puede ver en [6, Theorem
1.1] en pág. 86. En [14, Theorem 2.4] en pág. 26 se enuncian las dos completaciones,
pero sin demostraciones.

El siguiente resultado es importante y nos dá una relación de cierto tipo de
adjunciones y la categoŕıa de fracciones de una categoŕıa. Recordemos a grandes rasgos
que es la categoŕıa de fracciones (para más detalles ver [11, Section 2.2] en pág. 164).
Dada una categoŕıa C y un conjunto de morfismos S de C, la categoŕıa de fracciones

de C con respecto a S es una categoŕıa C(S�1) junto con un funtor canónico QS : C �!
C(S�1) que tiene las siguientes propiedades:

(a) QS(s) es un isomorfismo en C(S�1) para todo s 2 S,
(b) Si F : C �! D es un funtor tal que F (s) es un isomorfismo para todo s 2 S,

entonces existe un único funtor F : C(S�1) �! D tal que F = F �QS .
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Notemos que la categoŕıa de fracciones es una generalización del concepto de localiza-
ción en álgebra conmutativa.

Proposición 13. Sea F : C �! D y G : D �! C un par de funtores y supongamos

que F es adjunto a izquierda de G. Sea ⌃ = ⌃(F ) el conjunto de morfismos � de C
tal que F (�) es un isomorfismo. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) G es fiel y pleno.

(b) La counidad " : FG �! 1D del par adjunto (F,G) es un isomorfismo.

(c) El funtor F : C(⌃�1) �! D tal que F = F �Q⌃ es una equivalencia.

Demostración. Ver [8, Proposition 1.3] en pág. 7, o también [11, Proposition 2.3.1] en
pág. 165. ⇤

Observación 6. Tenemos el dual de la Proposición 13 (ver nota final de la pág. 8
en [8]). Sea F : C �! D y G : D �! C un par de funtores y supongamos que F es
adjunto a izquierda de G. Sea ⌃ = ⌃(G) el conjunto de morfismos � de D tal que
G(�) es un isomorfismo. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) F es fiel y pleno.
(b) La unidad ⌘ : 1C �! GF del par adjunto (F,G) es un isomorfismo.
(c) El funtor G : D(⌃�1) �! C tal que G = G �Q⌃ es una equivalencia.

Para finalizar el art́ıculo, daremos el siguiente teorema, el cual nos ayuda a visualizar
ciertas subcategoŕıas de un recollement (ver figura 2, el cual illustra el Teorema 14).

Teorema 14. Consideremos un recollement de categoŕıas trianguladas

B i⇤=i! // A j!=j⇤ //

i⇤
oo

i!
oo

C.
j!

oo

j⇤
oo

Entonces las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Im(i⇤)? = Im(j⇤) = Ker(i!)
(b)

?Im(i⇤) = Im(j!) = Ker(i⇤)
(c) C ' Im(i⇤)?

(d) C ' ?Im(i⇤)
(e) A/

?Im(i⇤) ' B
(f) A/Im(i⇤)? ' B

Demostración. (a) Veamos primero que Im(j⇤) = Ker(i!). Por Lema 5(b), sabemos
que Im(j⇤) ✓ Ker(i!). Ahora veamos que Ker(i!) ✓ Im(j⇤). Sea A 2 A con
A 2 Ker(i!), por Definición 2(d) tenemos triángulo distinguido en A:

i!i
!(A) // A

↵
// j⇤j

⇤(A) // i!i
!(A)[1].

Como A 2 Ker(i!), tenemos que i!i
!(A) = 0 y por lo tanto, tenemos que ↵

es un isomorfismo. De esta manera, A ' j⇤j
⇤(A) 2 Im(j⇤). Esto prueba que

Ker(i!) ✓ Im(j⇤) y por lo tanto Ker(i!) = Im(j⇤).
Ahora, probemos que Im(i⇤)? = Im(j⇤). Para esto, veamos que Im(j⇤) ✓
Im(i⇤)?. SeaA0 = j⇤(C) 2 Im(j⇤) yA = i⇤(B) 2 Im(i⇤). Luego, HomA(A,A

0) =
HomA(i⇤(B), j⇤(C)) = HomB(B, i

!
j⇤(C)) = HomB(B, 0) = 0. Por lo tanto,

A
0 2 Im(i⇤)?.

Veamos que Im(i⇤)? ✓ Im(j⇤). Sea A 2 Im(i⇤)?, entonces HomA(i⇤(B), A) = 0
para todo B 2 B. Por adjunción tenemos que HomB(B, i

!(A)) = 0 para B 2 B.
En particular, para B = i

!(A) tenemos que HomB(i!(A), i!(A)) = 0 y entonces
i
!(A) = 0. Pero, ya vimos que Ker(i!) = Im(j⇤), por lo tanto, tenemos que
A 2 Im(j⇤). Esto prueba que Im(i⇤)? ✓ Im(j⇤) y aśı Im(i⇤)? = Im(j⇤).

(b) Similar a (a).
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i⇤(B) = Y
i⇤ = i!

i
⇤

i
!

B ?Y\Y?

?Y

Y?

j
! = j

⇤

j!

j⇤

C

Figura 2. Descripción de ?Im(i⇤) = Im(j!) = Ker(i⇤) y Im(i⇤)? =
Im(j⇤) = Ker(i!) (ver Teorema 14).

(c) Como j⇤ es fiel y pleno, sabemos que j⇤ produce una equivalencia j⇤ : C �!
Im(j⇤). Pero por (a) tenemos que Im(i⇤)? = Im(j⇤). Esto prueba la equivalencia
requerida.

(d) Similar a (c).
(e) Consideremos el funtor triangulado i

⇤ : A �! B y S := S(Ker(i⇤)) (ver
observación 2). Sea f : X �! Y un morfismo en A. Tenemos que i

⇤(f)
es isomorfismo si y sólo si f 2 S. En efecto, completamos f a un triángulo
distinguido

X
f
// Y

g
// Z

h
// ⌃(X)

Luego, tenemos un triángulo distinguido en B:

i
⇤(X)

i⇤(f)
// i
⇤(Y )

i⇤(g)
// i
⇤(Z)

i⇤(h)
// ⌃(X)

Luego, tenemos que i
⇤(f) es isomorfismo si y sólo si i⇤(Z) = 0 y esto pasa

si y sólo si f 2 S. Por lo tanto, por Proposición 13, tenemos equivalencia de
categoŕıas

A[S�1] �! B.
Pero por definición del cociente de Verdier, tenemos que A/S := A[S�1] (ver
pág. 182 de [11]). Por lo tanto, tenemos equivalencia de categoŕıas A/Ker(i⇤) '
B.

(f) Similar a (e), utilizando el resultado dual de la Proposición 13, (ver Observación
6).

⇤

Observación 7. En general, no es cierto que Im(i⇤)? \ ?Im(i⇤) = {0}. En efecto,
se sabe que se tiene el siguiente recollement (ver [11] sección 4.14 en pág. 190)

Ka(Mod(A)) i⇤=i! // K(Mod(A)) j!=j⇤ //

i!

dd

i⇤

zz

D(Mod(A))

j⇤

dd

j!

zz

donde Ka(Mod(A)) es la subcategoŕıa de K(Mod(A)) que consta de los complejos
aćıclicos. En este caso se tiene que Im(i⇤) = Ka(Mod(A)) y se tiene lo siguiente (ver
sección 4 de [1] en pág. 235):

(a) Los objetos de Ka(Mod(A))? = Im(j⇤) = Ker(i!) se llaman complejos K-
inyectivos y
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(b) Los objetos de ?Ka(Mod(A)) = Im(j!) = Ker(i⇤) se llaman complejos K-
proyectivos.

Recordemos que para dos complejos X
•
, Y

• en K(Mod(A)) se tiene un complejo
Hom•(X•

, Y
•) y se tiene la fórmula (para detalles ver sección 14 en pág. 195 de

[9])

H
i
⇣
Hom•(X•

, Y
•)
⌘
= HomK(Mod(A))(X

•
, Y

•[i]).

Notemos que un complejo Z
• es aćıclico si y sólo si Z•[i] es aćıclico. Luego, usando la

fórmula de arriba, tenemos que

Y
• 2 Ka(Mod(A))? () Hom•(X•

, Y
•) es aćıclico para todo X

• 2 Ka(Mod(A))

X
• 2 ?Ka(Mod(A)) () Hom•(X•

, Y
•) es aćıclico para todo Y

• 2 Ka(Mod(A)).

Por lo que la definición de complejo K-proyectivo y complejo K-inyectivo dada arriba,
es equivalente a la definición original dada por N. Spaltenstein en [18] en pág. 127.
Ahora bien, por [18, Proposition 1.2] en pág. 128, tenemos que si P es un A-módulo
proyectivo, entonces P [0] es un complejo K-proyectivo y tambén que si I es un
A-módulo inyectivo, entonces I[0] es un complejo K-inyectivo. Más generalmente,
complejos de proyectivos acotados por arriba son complejos K-proyectivos y complejos
de inyectivos acotado por abajo son complejos K-inyectivos (ver ejemplo 3.2 de [18]
en pág. 132). Entonces, si M es un A-módulo que es proyectivo e inyectivo, tenemos
que M [0] 2 Ka(Mod(A))? \ ?Ka(Mod(A)) y M [0] 6= 0 2 K(Mod(A)). Al parecer,
en general no hay una descripción de Im(i⇤)? \ ?Im(i⇤) como en el caso abeliano; y
tampoco hay un criterio para saber cuando Im(i⇤)? \ ?Im(i⇤) = {0}.
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MODELOS OCULTOS DE MARKOV: UNA APLICACIÓN DE

ESTIMACIÓN BAYESIANA PARA SERIES DE TIEMPO

FINANCIERAS

LIZBETH NARANJO ALBARRÁN & LUZ JUDITH RODRÍGUEZ ESPARZA

Resumen. Los Modelos Ocultos de Markov (HMM) han sido muy importantes
últimamente debido a su gran cantidad de aplicaciones prácticas. Una aplicación
que ha cobrado relevancia es en el modelado de series de tiempo financieras, pues
muchas de éstas presentan el llamado “agrupamiento de volatilidad”, es decir,
periodos con actividad significante tienden a ocurrir cercanamente. En este trabajo
incrustamos un HMM -para cambiar entre dos o más variables latentes- dentro
del modelo econométrico Markov-Switching GARCH, que permite el “cambio de
régimen”, y lo aplicamos a una serie de tiempo de rendimientos bursátiles. Para
la estimación de los parámetros se utilizó el paradigma Bayesiano, la cual se pudo
realizar fácil y eficientemente usando Stan.

1. Introducción

Los modelos ocultos de Markov (HMM por sus siglas en inglés Hidden Markov

Models) son una herramienta para representar la distribución de probabilidad de
una secuencia de observaciones, donde se supone que cada una de ellas fue generada
por algún proceso cuyo estado está oculto para el observador. Los HMM tienen una
estructura matemática robusta que forma una base sólida para usarse en distintas
aplicaciones. Cuando estos modelos son aplicados propiamente, los resultados de
modelación pueden ser significativos.

Los HMM fueron desarrollados por el matemático estadounidense Leonard E. Baum
y sus compañeros del Instituto de Análisis de Defensa en Princeton, Nueva Jersey, a
fines de los años sesenta y principios de los 70 (Baum y Petrie, 1966; Baum et al.,
1970).

Sin embargo, hasta varios años después se publicó la primera aplicación del modelo
y fue en reconocimiento de voz, escrito por Rabiner (1989). A partir de este trabajo, se
han utilizado ampliamente los HMM en varias otras aplicaciones, como por ejemplo:
búsqueda de genes (Lukashin y Borodovsky, 1998); rastreo de gestos manuales (Chen
et al., 2003); reconocimiento de actividad de video (Niu y Abdel-Mottaleb, 2005);
para modelar datos de series temporales (Zucchini et al., 2016); para predecir el
comportamiento de acciones del mercado de valores (Gupta y Dhingra, 2012; Hassan
y Nath, 2005), entre otras aplicaciones.

Muchas series de tiempo financieras no se pueden modelar a través de procesos linea-
les clásicos, como los autorregresivos (AR) o los autorregresivos de promedios móviles
(ARMA), que tienen la premisa de tener una varianza constante; sin embargo, dichas
series tienen heterocedasticidad condicional, es decir, una variabilidad condicional no
constante a lo largo de la serie. Algunas series de tiempo financieras exhiben el llamado
“agrupamiento de volatilidad”, es decir, periodos de actividad significativa tienden a
ocurrir muy juntos, lo que sugiere que hay alguna forma de memoria a corto plazo en
la volatilidad (desviación estándar de los rendimientos). Para solucionar el problema
de la volatilidad condicional surgen los modelos con heterocedasticidad condicional
autorregresiva (ARCH) en los años 80 propuestos por Robert F. Engle (Engle et al.,

2010 Mathematics Subject Classification. 60J10, 62F15, 62M05, 62M10, 65C05.
Palabras clave. Modelos ocultos de Markov, Markov-switching GARCH, estad́ıstica Bayesiana,

series de tiempo, Stan.
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1987); y a su vez, éstos se extienden en otro tipo de modelos como son los modelos de
heterocedasticidad condicional autorregresiva generalizada (GARCH), que se utilizan
comúnmente para capturar este fenómeno y han sido ampliamente estudiados en la
literatura econométrica (Bollerslev, 1986, 2023). Otro fenómeno importante que se
presenta en series financieras es el denominado “cambio de régimen” -la observación
que los mercados financieros atraviesan periodos alternos de auges de baja volatilidad
y cáıdas de alta volatilidad-. El modelo Markov-switching GARCH (MS-GARCH) de
Haas et al. (2004) utiliza un HMM para cambiar entre dos procesos GARCH latentes.
En Ardia et al. (2019) se presenta un estudio sobre la estimación de los MS-GARCH
utilizando el paquete estad́ıstico R.

Este art́ıculo está organizado de la siguiente manera. En Sección 2 se presenta
una breve introducción de estad́ıstica Bayesiana. En Sección 3 se definen los modelos
ocultos de Markov, y los problemas y algoritmos necesarios para la estimación se
discuten en Sección 4. En Sección 5 se muestra la aplicación de los HMM en series de
tiempo financieras. Finalmente, en Sección 6 concluimos. Los códigos de R y Stan se
encuentran disponibles en el Apéndice A.

2. Estad́ıstica Bayesiana

En los últimos años ha habido un mayor interés en el desarrollo de métodos de
inferencia Bayesiana. La razón principal es que la metodoloǵıa Bayesiana proporciona
un paradigma completo para la inferencia estad́ıstica bajo incertidumbre, que permite
combinar información derivada de observaciones con información obtenida de expertos
(Berger, 1985; Bernardo y Smith, 1994; Robert, 1994).

2.1. Paradigma Bayesiano. Sea X = (X1, . . . , Xn) variables aleatorias (v.a.) de
una función de densidad de probabilidad (f.d.p.) P(X|✓) con ✓ 2 ⇥, ⇥ ⇢ Rd, donde
✓ es el vector de parámetros y ⇥ es el espacio paramétrico, cuya función de densidad
conjunta o verosimilitud es P(X|✓). El problema en estad́ıstica se reduce a hacer
inferencias sobre el supuesto valor de ✓.

Particularmente, en estad́ıstica Bayesiana (Robert, 1994; Berger, 1985; Bernardo y
Smith, 1994) se modela la incertidumbre de ✓ usando métodos probabiĺısticos, y se
considera a ✓ como aleatoria, en espećıfico, se usa el Teorema de Bayes:

P(✓|X) =
P(✓)P(X|✓)

P(X)
,

donde P(X) =
R
⇥ P(✓)P(X|✓)d✓ no depende de ✓, por lo que es común escribir:

P(✓|X) / P(✓)P(X|✓).

La distribución de probabilidad inicial (a priori) P(✓) describe la información ini-
cial que se tiene de ✓. Esta distribución se basa en experiencia previa (información
histórica, experiencia de expertos en los datos u otra información adicional). Entonces,
la distribución de probabilidad final (a posteriori) P(✓|X) permite incorporar infor-
mación contenida en la muestra a través de P(X|✓) e información inicial a través de
P(✓). Por tanto, en estad́ıstica Bayesiana las inferencias sobre el parámetro ✓ se basan
en calcular la distribución final P(✓|X).

En ocasiones el propósito de un análisis estad́ıstico es hacer predicciones de una ob-
servación futura X

?. La distribución de probabilidad que describe el comportamiento
de una observación futura X

? es P(X?|✓), sin embargo ✓ es desconocido, aśı que es
necesario estimarlo.

Desde la perspectiva Bayesiana, la distribución marginal de X
?:

P(X?) =

Z

⇥
P(X?|✓)P(✓)d✓,

conocida como distribución predictiva inicial (predictiva a priori), describe la infor-
mación acerca de X

? dada la información inicial disponible por P(✓).
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Una vez obtenida la muestra X, la distribución final del parámetro P(✓|X) junto
con el modelo P(X?|✓), inducen un distribución conjunta de (X?

,✓) condicional a los
valores observados:

P(X?
,✓|X) = P(X?|✓,X)P(✓|X) = P(X?|✓)P(✓|X),

donde la igualdad P(X?|✓,X) = P(X?|✓) se cumple siempre que haya independencia
condicional entre la observación futura X

? y la muestra observada X, dado el
parámetro ✓. Por tanto, la distribución de probabilidad:

P(X?|X) =

Z

⇥
P(X?|✓)P(✓|X)d✓,

conocida como distribución predictiva final (predictiva a posteriori), describe el com-
portamiento de X

? dada toda la información disponible de X y de ✓.

2.2. Algoritmos computacionales en estad́ıstica Bayesiana. El paradigma
Bayesiano ha sido reconocido desde hace mucho tiempo como conceptualmente atrac-
tivo, sin embargo, en la práctica su implementación puede ser compleja debido a las
dificultades de cálculo, ya que se requiere la integración en altas dimensiones para cal-
cular distribuciones de probabilidad. Recientemente, los métodos Bayesianos se han
vuelto populares con la aparición de nuevos algoritmos computacionales que abordan
esta integración de manera directa. El desarrollo de métodos, como los métodos de
Monte Carlo v́ıa cadenas de Markov (MCMC, Markov chain Monte Carlo) (Chen et

al., 2000; Gamerman y Lopes, 2006), el algoritmo de aproximación integral anidada
de Laplace (INLA, Integrated Nested Laplace Approximation) (Rue et al., 2009, 2017),
o los métodos de Monte Carlo Hamiltoniano (HMC, Hamiltonian Monte Carlo) (Be-
tancourt, 2018), han permitido dar soluciones numéricas para problemas basados en
modelos complejos.

La implementación de los algoritmos juega un papel fundamental para la metodo-
loǵıa Bayesiana. Para esto, el software debe ser lo suficientemente flexible y potente
para realizar los cálculos necesarios. El software R (R Core Team, 2021; Albert, 2009)
es uno de los lenguajes de programación más utilizados para el cálculo y gráficas en
estad́ıstica. Otro proyecto interesante es BUGS (Bayesian inference Using Gibbs Sam-

pling) (Lunn et al., 2012), el cual sirve para análisis Bayesiano de modelos complejos
utilizando métodos MCMC; WinBUGS (Lunn et al., 2000; Ntzoufras, 2009) y su versión
de código abierto OpenBUGS son parte de este proyecto. Recientemente los progra-
mas como INLA (Gómez-Rubio, 2020), JAGS (Just Another Gibbs Sampling) (Plummer,
2003) y Stan (Sampling Through Adaptative Neighborhoods, también acrónimo en ho-
nor a Stanislaw Ulam, 1909-1984) (Stan Development Team, 2023, 2020; Kruschke,
2010), se han desarrollado para la estimación Bayesiana.

Stan1 es una plataforma de última generación para el modelado estad́ıstico y el
cálculo estad́ıstico de alto rendimiento. En Stan se especifican funciones de densi-
dad en el lenguaje de programación probabiĺıstico y lo que se obtiene es inferencia
estad́ıstica Bayesiana. La biblioteca matemática de Stan proporciona funciones de
probabilidad diferenciables y álgebra lineal (C++ autodi↵). Los paquetes de R adicio-
nales proporcionan modelado lineal basado en expresiones, visualización posterior y
validación cruzada.

Ejemplo 1 (Poisson). Los datos de conteo resultan de un número de ensayos
y su rango son los números enteros no negativos. En estos casos, y bajo ciertas
condiciones, un modelo que puede utilizarse es la distribución Poisson. Sea X una
v.a. con distribución Poisson con parámetro ✓ > 0, y f.d.p.:

P(X = x|✓) = e
�✓ ✓

x

x!
, x = 0, 1, 2, . . . , para ✓ > 0.

1http://mc-stan.org

http://mc-stan.org
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Suponga que X = {X1, . . . , Xn} son n variables aleatorias con distribución
Poisson(✓). La distribución inicial de ✓ se puede tomar como una distribución gama
con parámetros ↵0 y �0, cuya f.d.p. está dada por:

P(✓) =
�
↵0
0

�(↵0)
✓
↵0�1

e
��0✓, ✓ > 0, ↵0 > 0, �0 > 0.

La verosimilitud asociada a la distribución Poisson es:

P(x1, . . . , xn|✓) =
nY

i=1

e
�✓ ✓

xi

xi!
/ e

�n✓
✓

Pn
i=1 xi .

Luego, la distribución final de ✓ está dada por:

P(✓|x) =
P(x|✓)P(✓)

P(x) =
P(x|✓)P(✓)R
P(x|✓)P(✓)d✓(1)

=

hQn
i=1 e

�✓ ✓xi

xi!

i
�
↵0
0

�(↵0)
✓
↵0�1

e
��0✓

R hQn
i=1 e

�✓ ✓xi

xi!

i
�
↵0
0

�(↵0)
✓↵0�1e��0✓d✓

=

1Qn
i=1 xi!

�
↵0
0

�(↵0)
✓
↵0+

Pn
i=1 xi�1

e
��0✓�n✓

1Qn
i=1 xi!

�
↵0
0

�(↵0)

R
✓↵0+

Pn
i=1 xi�1e��0✓�n✓d✓

=
✓
↵0+

Pn
i=1 xi�1

e
��0✓�n✓

R
✓↵0+

Pn
i=1 xi�1e�✓(�0+n)d✓

=
✓
↵0+

Pn
i=1 xi�1

e
��0✓�n✓

�(↵0+
Pn

i=1 xi)

(�0+n)↵0+
Pn

i=1 xi

,

que es igual a una distribución gama con parámetros ↵1 = ↵0+
Pn

i=1 xi y �1 = �0+n,
espećıficamente, p(✓|x) = Gama(✓|↵1,�1).

Note en la antepenúltima igualdad de (1) que los productos que no dependen

del parámetro ✓, es decir 1Qn
i=1 xi!

�
↵0
0

�(↵0)
, se cancelan por estar simultáneamente en el

numerador y denominador. También note en la última igualdad de (1) que el término
en el numerador es una función de ✓, es decir ✓↵0+

Pn
i=1 xi�1

e
��0✓�n✓, que es el núcleo

(o kernel) de una variable aleatoria ✓ con distribución gama con parámetros ↵1 y �1.

Por último, note que el resultado de la integral en el denominador es
�(↵0+

Pn
i=1 xi)

(�0+n)↵0+
Pn

i=1 xi
,

el cual es la constante de integración de la distribución Gama(✓|↵1,�1).
Esto conduce a que podemos calcular la distribución final de ✓, omitiendo el

producto que no depende del parámetro ✓, P(x), es decir:

P(✓|x) / P(x|✓)P(✓) =

"
nY

i=1

e
�✓ ✓

xi

xi!

#
�
↵0
0

�(↵0)
✓
↵0�1

e
��0✓

/ ✓
↵0+

Pn
i=1 xi�1 exp[�✓(�0 + n)]

que corresponde al núcleo de la distribución Gama(✓|↵1,�1) Debido a que la distribu-
ción inicial y la final pertenecen a la misma familia de distribuciones, se dice que la
familia de distribuciones gama es conjugada para la familia de distribuciones Poisson.

La distribución predictiva final está dada por:

p(x?|x1, . . . , xn) =

Z 1

0
p(x?|✓)p(✓|x1, . . . , xn)d✓

=

Z 1

0
e
�✓ ✓

x?

x?!

�
↵1
1

�(↵1)
✓
↵1�1

e
��1✓d✓

=
1

x?!

�
↵1
1

�(↵1)

Z 1

0
e
�✓��1✓✓

x?+↵1�1d✓

=
1

x?!

�
↵1
1

�(↵1)

�(↵1 + x
?)

(�1 + 1)(↵1+x?)
.

Esta distribución se conoce como Poisson-Gamma(↵1,�1,1).
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Considerando un conjunto de n = 50 datos simulados a partir de una distribución
Poisson(✓ = 3), se obtienen las estimaciones con métodos Bayesianos usando Stan.
Con 2000 iteraciones y un calentamiento de 1000, la Tabla 1 presenta los resultados
de estimación de ✓ y x

?; como la media, el error estándar de la media (SE media), la
desviación estandar (SD), varios cuantiles, el ne↵ es una medida cruda del tamaño
efectivo de la muestra, y Rhat es el factor de reducción de escala potencial en cadenas
divididas (en convergencia Rhat=1). En la Figura 1 se muestran las distribuciones
final de ✓ y predictiva final de x

?. En Robert y Casella (2000) se pueden encontrar
más detalles acerca de los métodos de Monte Carlo y del diagnóstico de convergencia.

Tabla 1. Poisson: resultados de la distribución final de ✓, y distri-
bución predictiva final de x

? usando Stan.
Media SE media SD 2.5% 25% 50% 75% 97.5% ne↵ Rhat

✓ 2.91 0.01 0.23 2.48 2.76 2.9 3.07 3.36 719 1
x
? 2.90 0.05 1.71 0.00 2.00 3.0 4.00 6.00 1051 1

2.0 2.5 3.0 3.5
θ

Densidad

Distribución final de θ

0 3 6 9

xstar

Densidad

Distribución predictiva final de xstar

Figura 1. Poisson: distribución final de ✓, y distribución predictiva
final de x

? usando Stan.

3. Modelos ocultos de Markov

Los modelos ocultos de Markov (HMM) son modelos gráficos probabiĺısticos que
representan procesos dinámicos; en particular, modelan cómo el estado de un proceso
cambia con el tiempo. Estos modelos se utilizan para describir datos secuenciales o
series de tiempo, tales como datos financieros. La idea principal es que un HMM es
un modelo estad́ıstico en el cual el sistema a estimar es un proceso de Markov con
parámetros desconocidos, en donde la ocurrencia de los estados está asociada con una
distribución de probabilidad y las transiciones entre los estados están gobernadas por
un conjunto de probabilidades de transición.

Un HMM es un caso particular de las redes Bayesianas dinámicas de primer orden
(Sucar, 2015). En Zucchini et al. (2016) se aborda el tema de estimación de parámetros,
la selección del modelo y la predicción utilizando el lenguaje R. Mientras que en
Damiano et al. (2018) se utiliza Stan.

Para presentar la teoŕıa básica de los HMM es indispensable proveer primero la
teoŕıa de cadenas de Markov y mostrar el concepto de estados ocultos, donde la
observación es una función probabiĺıstica del estado.

3.1. Cadenas de Markov. Vamos a considerar cadenas de Markov (CM) a tiempo
discreto. Una sucesión de variables aleatorias discretas {Ct : t 2 N} se dice que es una
cadena de Markov (a tiempo discreto) si para todo t 2 N satisface la propiedad de
Markov:

P(Ct+1|Ct, . . . , C1) = P(Ct+1|Ct).

Esto significa que la probabilidad del siguiente estado solo depende del estado actual.
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Otro concepto importante es el de probabilidad de transición. Consideremos un
espacio de estados {1, . . . , N}, y sean i y j dos estados cualesquiera, la probabilidad
de transición entre estos dos estados está dada por:

P(Cs+t = j|Cs = i).

Si estas probabilidades no dependen de s entonces se dice que la CM es homogénea,
de otra forma es heterogénea. En este trabajo utilizaremos CM homogéneas y las
probabilidades de transición las denotaremos por �ij(t), es decir, �ij(t) = P(Cs+t =
j|Cs = i). Sea �(t) la matriz que tiene como ij-ésimo elemento a �ij(t). Entonces,
si aplicamos la definición anterior sobre todo el conjunto de estados obtendŕıamos la
matriz de transición de un paso �(1), denotada abreviadamente como �, dada por:

� =

0

BBB@

�11 �12 . . . �1N

�21 �22 . . . �2N
...

...
. . .

...
�N1 �N2 . . . �NN

1

CCCA
.

Esta matriz satisface lo siguiente:

(i) �ij � 0 para todo i, j 2 {1, . . . , N}.
(ii)

PN
j=1 �ij = 1, 8i 2 {1, . . . , N}.

(iii) Ecuación de Chapman-Kolmogorov: �(t + s) = �(t)�(s), lo que implica que
�(t) = �(1)t = �t.

Como los renglones de la matriz � suman 1, entonces �10 = 10, es decir, el vector
columna 10 es un eigenvector de � correspondiente al eigenvalor 1.

Las probabilidades no condicionales P(Ct = j) de una cadena de Markov que está
en un cierto estado j en un tiempo dado t, también son de interés, y se definen como:

u(t) = (P(Ct = 1), . . . ,P(Ct = N)); t 2 N,
que cumple que, para el tiempo t+ 1, u(t+ 1) = u(t)�.

También necesitamos saber la probabilidad de comenzar desde un estado determi-
nado. A esto se le conoce como la distribución de probabilidad inicial y se define de
la siguiente manera �i = P(C1 = i), y que cumple con

PN
i=1 �i = 1. Note que coincide

con u(1).

Ejemplo 2. Supongamos que queremos modelar el comportamiento de un conduc-
tor al volante. Los N = 4 posibles comportamientos (estados) son:

Estado 1: Acelerar.
Estado 2: Velocidad constante.
Estado 3: Reposo (el motor funciona lentamente pero el veh́ıculo no se mueve).
Estado 4: Freno.

En la Figura 2, los estados se representan como nodos y las transiciones como
flechas. Vemos que a veces el conductor cambia de un estado el veh́ıculo a otro estado,
pero otras veces se queda en el mismo estado.

Por tanto, a partir de este modelo, si queremos predecir el estado futuro, lo único
que importa es el estado actual del veh́ıculo. Los estados pasados no tienen relación
con el estado futuro excepto a través del estado actual (propiedad de Markov).

Dado que no estamos seguros del comportamiento del conductor en un momento
dado. Por lo tanto, para modelar esta incertidumbre, el modelo se convierte en un
modelo probabiĺıstico. Ver las probabilidades de transición en la Figura 2 marcadas
con las flechas naranjas. Por ejemplo, considerando el estado denominado “reposo”,
la probabilidad de que el automóvil pase de este estado al estado “acelerar” es de 0.7,
y escribimos P(“acelerar”|“reposo”) = 0.7. Note que la suma de las probabilidades
de transición que salen de cualquier estado dado es 1. Por ejemplo, la suma de las
probabilidades de transición que salen del estado “freno”: P(“acelerar”|“freno”) +
P(“constante”|“freno”)+P(“reposo”|“freno”)+P(“freno”|“freno”) = 0.4+0.1+0.4+
0.1 = 1.
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�1 = 0 �2 = 0
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Figura 2. Estados del conductor: cadena de Markov que modela el
comportamiento de un conductor al volante.

Como sabemos, en este ejemplo, el conductor no puede encender el automóvil
en ningún estado, por ejemplo, es imposible encender el automóvil en el estado de
“velocidad constante”. Solo puede arrancar el automóvil desde el estado de frenado,
luego el vector de probabilidades iniciales está dado por � = (0, 0, 0, 1). En la Figura
2, las probabilidades iniciales se indican con flechas verdes.

Supongamos que la actividad del conductor al tiempo t está caracterizada por un
solo estado (de los cuatro anteriores). Luego, la matriz de transición está dada por:

� =

0

BB@

Acelerar Constante Reposo Freno

Acelerar 0.3 0.3 0 0.4
Constante 0.2 0.4 0 0.4
Reposo 0.7 0 0.3 0
Freno 0.4 0.1 0.4 0.1

1

CCA.

Dado que al tiempo t = 1 el conductor está en Freno, una pregunta que nos haŕıamos
seŕıa: ¿cuál es la probabilidad que el conductor realice el siguiente comportamiento
en los próximos instantes O=“freno, freno, freno, acelerar, acelerar, freno, constante,
freno”. Esta probabilidad se puede expresar como:

P(O|Modelo) = P(freno) · P(freno|freno) · P(freno|freno)
· P(acelerar|freno) · P(acelerar|acelerar) · P(freno|acelerar)
· P(constante|freno) · P(freno|constante)
= �4 · �44 · �44 · �41 · �11 · �14 · �42 · �24
= 1 · 0.1 · 0.1 · 0.4 · 0.3 · 0.4 · 0.1 · 0.4
= 0.0000192.

Todos los estados son recurrentes, esto significa que con probabilidad 1 se pueden
visitar estos estados toda vez que la cadena comenzó en ellos. Esta cadena de Markov
no tiene estados transitorios, ni tampoco estados absorbentes. En la Tabla 2 se
presentan la distribución estacionaria (distribución que no cambia al transcurrir el
tiempo, ⇡ = ⇡�) y el tiempo medio de recurrencia 1/⇡. Note que aproximadamente
el 36% del tiempo el conductor acelera, el 26% frena, el 23% se mantiene constante
y un 15% está en reposo.

Tabla 2. Estados del conductor: algunos datos de la Cadena de Markov.
Acelerar Constante Reposo Freno

Distribución estacionaria 0.3634476 0.2253375 0.1495327 0.2616822
Tiempo medio de recurrencia 2.7514290 4.4377880 6.6875000 3.8214290
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Ahora considere que tiene una muestra observada de los estados realizados por el
conductor, ver Figura 3, y como ocurre en la vida real, tenemos los datos observa-
dos pero desconocemos la matriz de transición. Usando los métodos de estad́ıstica
Bayesiana y Stan podemos estimar los parámetros del modelo. La Figura 4 muestra
las estimaciones de los parámetros que representan las probabilidades en la matriz
de transición. Note que, además del valor medio estimado, podemos obtener otras
cantidades, por ejemplo, los intervalos de probabilidad del 95% correspondientes a
los cuantiles 0.025 y 0.975 de la distribución posterior. Note que por la naturaleza
del método, y por el tamaño de muestra, los estimadores de los parámetros no son
exactamente iguales a los valores reales, pero buscamos que sean lo más similares.

0 20 40 60 80 100

1.
0

2.
0

3.
0

4.
0

Tiempo

Es
ta
do
s

Figura 3. Estados del conductor: cadena de Markov simulada.
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Figura 4. Estados del conductor: estimaciones medias e intervalos
de probabilidad del 95% de las probabilidades de la matriz de
transición.

3.2. Definición de HMM. Un modelo oculto de Markov (HMM, Hidden Markov

Model) consiste en un proceso doblemente estocástico. El primer proceso estocástico es
una cadena de Markov que se caracteriza por estados y probabilidades de transición,
llamado proceso paramétrico. Los estados de la cadena no son observables, por lo
tanto, están “ocultos” y los denotaremos por {Ct : t = 1, 2, . . . }. El segundo proceso
estocástico se define con las observaciones que tenemos, a partir de la distribución de
probabilidad que depende del estado oculto, lo denotaremos por {Xt : t = 1, 2, . . . },
y se le llama proceso dependiente del estado. Si la cadena de Markov {Ct} tiene N

estados, decimos que {Xt} es un N -estado HMM.
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La Figura 5 muestra la estructura de los HMM usando una gráfica dirigida aćıcli-
ca. Los nodos cuadrados representan variables observadas y los óvalos representan
variables latentes2. La dirección de las flechas indica dependencia condicional.

X1 X2 X3 X4 · · ·

C1 C2 C3 C4 · · ·

Figura 5. Representación gráfica de un modelo oculto de Markov.

La propiedad de Markov sólo se asume para los estados ocultos, y las observa-
ciones son condicionalmente independientes dados los estados ocultos. Mientras que
las observaciones pueden no exhibir un comportamiento Markoviano, la estructura
Markoviana de los estados ocultos es suficiente para facilitar su inferencia estad́ıstica.

3.2.1. Elementos del HMM. Los elementos que constituyen un HMM con espacio de
observaciones discreto son cinco, y se muestran a continuación:

1. Espacio de estados: C = {1, 2, . . . , N}. El estado en el tiempo t se denota por
Ct.

2. Espacio de observaciones: {Xt : t = 1, . . . , T}.
3. Vector de probabilidades iniciales: �, con i-ésimo elemento:

�i = P(C1 = i), i 2 C.
4. Matriz de transición a un paso: � = {�ij}i,j2C , definidas por:

�ij = P(Ct+1 = j|Ct = i).

5. Distribución de probabilidad de las observaciones: P = {pi(x)}i2C , donde pi(x)
es la probabilidad de que la observación x sea emitida por el estado i, i.e.:

pi(x) = P(Xt = x|Ct = i).

Por lo que un HMM se representa por � = {�,P , �}.
Para el caso univariado, y teniendo observaciones discretas con ui(t) = P(Ct = i),

para t = 1, . . . , T ,

P(Xt = x) =
NX

i=1

P(Ct = i)P(Xt = x|Ct = i)

=
NX

i=1

ui(t)pi(x)

= u(t)P (x)10
,

con P (x) la matriz diagonal con i-ésimo elemento pi(x) y 1 el vector fila de unos de
dimensión apropiada. Como u(t) = u(1)�t�1, entonces:

P(Xt = x) = u(1)�t�1P (x)10
.

Más aún, si consideramos la cadena de Markov estacionaria, con distribución esta-
cionaria �, i.e., ��t�1 = �, y considerando que u(1) coincide con la distribución
estacionaria �, entonces:

P(Xt = x) = �P (x)10
.

2Las variables latentes son variables que no se observan directamente, pero que son inferidas a
partir de otras variables observadas.
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La función de verosimilitud está dada por:

LT =
NX

c1,...,cT=1

�
�c1�c1,c2 · · · �cT�1,cT

�
(pc1(x1)pc2(x2) · · · pcT (xT ))

=
NX

c1,...,cT=1

�c1pc1(x1)�c1,c2pc2(x2) · · · �cT�1,cT pcT (xT )

= �P (x1)�P (x2)�P (x3) · · ·�P (xT )1
0
.

Como �, la distribución de C1, es la distribución estacionaria de la cadena de
Markov, entonces �P (x1) = ��P (x1), y por lo tanto, la verosimilitud es:

LT = ��P (x1)�P (x2)�P (x3) · · ·�P (xT )1
0
.

Puede encontrar más información del modelo HMM en Zucchini et al. (2016).

Ejemplo 3. En la universidad, Karina y Daniel fueron compañeros, ahora ambos
están graduados y viven en distintas ciudades, Karina por su parte vive en Ciudad de
México y Daniel en Monterrey; por lo que su comunicación es v́ıa telefónica.

Resulta que el estado de ánimo de Daniel cambia según el estado del tiempo. Si
está soleado (S), Daniel está mayormente feliz (F ), pero si está lluvioso (L), entonces
Daniel está mayormente enojado (E).

Cierto d́ıa, hablando por teléfono, Daniel le comenta a Karina que estaba feliz,
por lo que ella infirió que haćıa sol en Monterrey. El clima en Monterrey está oculto
para Karina y la única información que tiene de Daniel es si está feliz o enojado
(observación). Aśı pues, el espacio de estados ocultos está dado por C = {S,L} y el
espacio de observaciones tomará valores del conjunto {F,E}.

Supongamos que el vector de probabilidades iniciales está dado por:

�S = P(C1 = S) = 0.83, �L = P(C1 = L) = 0.17.

Además, supongamos que si hoy es un d́ıa soleado, la probabilidad de que mañana
también lo sea es de 0.9, mientras que existe una probabilidad de 0.1 de que sea un d́ıa
lluvioso. Por otro lado, si hoy es lluvioso, la probabilidad de que mañana también lo
sea es de 0.6, por lo que la probabilidad de que el d́ıa siguiente sea soleado se convierte
en 0.4. Luego, las transiciones a un paso (de un d́ıa a otro) están dadas por:

�SS = P(Ct+1 = S|Ct = S) = 0.9, �SL = P(Ct+1 = L|Ct = S) = 0.1,

�LS = P(Ct+1 = S|Ct = L) = 0.4, �LL = P(Ct+1 = L|Ct = L) = 0.6.

Considerando los estados de ánimo de Daniel dependiendo del estado del tiempo, se
traducen en las probabilidades de las observaciones dadas por:

pS(F ) = P(F |S) = 0.8, pL(F ) = P(F |L) = 0.3,

pS(E) = P(E|S) = 0.2, pL(E) = P(E|L) = 0.7.

La Figura 6 muestra los elementos del HMM usando una representación gráfica. Los
nodos cuadrados representan los estados de ánimo de Daniel (variables observadas) y
los óvalos representan los estados del tiempo de Monterrey (variables latentes), que son
los estados no observados para Karina. Las flechas verdes denotan las probabilidades
iniciales, las flechas naranjas indican las probabilidades de transición, y las flechas
azules denotan las probabilidades de las observaciones.

Si durante cinco d́ıas Daniel estuvo feliz, enojado, enojado, feliz, feliz, entonces una
cuestión interesane es saber cuál fue el clima (estado oculto) en estos cinco d́ıas en
Monterrey.

4. Los tres problemas básicos para los HMM

La dificultad de los HMM es estimar los parámetros {�,P , �}; además debemos
asegurar que estamos tomando la mejor sucesión de estados y tener los parámetros
que maximicen la verosimilitud del modelo. Entonces podemos hacer uso de al menos
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Figura 6. Elementos del HMM: representa la relación entre los
estados de ánimo y los estados del tiempo.

tres algoritmos para solucionar estos problemas. Los problemas básicos para aplicar
un HMM son:

1. Problema 1: Evaluación. Dada una secuencia de observaciones y un modelo,
¿cuál es la probabilidad de la secuencia observada dado el modelo?

2. Problema 2: Decodificación. Dada una secuencia de observaciones y el modelo,
¿cómo elegimos su correspondiente secuencia de estados ocultos?

3. Problema 3: Aprendizaje. ¿Cómo ajustamos los parámetros del modelo para
maximizar la probabilidad de las observaciones dado el modelo?

Estos problemas se han podido resolver con los algoritmos forward-backward, de Vi-
terbi y de Baum-Welch, respectivamente. Para detalles ver Rabiner (1989) y Zucchini
et al. (2016).

Es importante enfatizar que lo que se describe a continuación es una explicación
general de estos tres problemas, y de los algoritmos que dan soluciones. Para la
estimación de los parámetros se pueden utilizar técnicas de estad́ıstica Bayesiana,
como lo ejemplificaremos en la sección 5 para HMM en series de tiempo financieras.

4.1. El problema de la evaluación. Suponga que se tiene un modelo oculto
de Markov � = {�,P , �} y un serie de observaciones X = {x1, . . . , xT }; se desea
calcular la probabilidad de que la serie observada sea producida por el modelo, es
decir, calcular P(X|�). Note que X se puede generar por una serie diferente de estados
C = {c1, . . . , cT }:

P(X|�) =
X

todo C

P(X,C|�)

=
X

todo C

P(X|C,�)P(C|�)

=
X

c1

· · ·
X

cT

P(x1, . . . , xT |c1, . . . , cT ,�)P(c1, . . . , cT |�),

donde, suponiendo independencia condicional de las observaciones y de los estados
ocultos:

P(x1, . . . , xT |c1, . . . , cT ,�) = P(x1|c1,�)P(x2|c2,�) · · ·P(xT |cT ,�)
= pc1(x1)pc2(x2) · · · pcT (xT ),

y

P(c1, . . . , cT |�) = P(c1|�)P(c2|c1,�) · · ·P(cT |cT�1,�)

= �c1�c1c2 · · · �cT�1cT ,

por lo tanto:

P(X,C|�) = �c1pc1(x1)�c1c2pc2(x2) · · · �cT�1,cT · · · pcT (xT ).
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Entonces, para un modelo con N estados y T observaciones, se tendŕıan N
T series de

estados posibles. Esta evaluación requiere una serie de operaciones del orden de 2T ·NT ,
lo cual lo hace ineficiente de calcular directamente, por lo que conviene recurrir a un
algoritmo que optimice el proceso. Para resolver el problema de evaluación se puede
utilizar el algoritmo forward-backward.

4.1.1. Algoritmo Forward-Backward. El algoritmo forward-backward se basa en uti-
lizar variables auxiliares que pueden obtenerse de manera recursiva para agilizar el
procedimiento para calcular P(X|�).

Considere la variable forward ↵t(i) definida como:

↵t(i) = P(x1, x2, . . . , xt, ct = i|�).

Se puede resolver ↵t(i) por inducción, como se muestra a continuación:

1. Inicializar: para i = 1, . . . , N ,

↵1(i) = P(c1 = i|�)P(x1|c1 = i, �) = �ipi(x1).

2. Inducción: para j = 1, . . . , N y t = 1, . . . , T � 1,

↵t+1(j) =
NX

i=1

P(x1, x2, . . . , xt+1, ct+1 = j, ct = i|�)

=
NX

i=1

P(x1, x2, . . . , xt, ct = i, �)P(ct+1 = j|ct = i, �)P(xt+1|ct+1 = j, �)

=
NX

i=1

↵t(i)�ijpj(xt+1).

3. Terminación:

P(X|�) =
NX

i=1

P(x1, . . . , xT , cT = i|�) =
NX

i=1

↵T (i).

Esto requiere una serie de operaciones del orden de N2
T , lo que lo hace más eficiente.

De manera análoga se puede considerar la variable backward �t(i), definida como:

�t(i) = P(xt+1, xt+2, . . . , xT |ct = i,�),

y se puede resolver de manera inductiva:

1. Inicializar: para i = 1, . . . , N ,

�T (i) = 1.

2. Inducción: para i = 1, . . . , N y t = T � 1, T � 2, . . . , 1,

�t(i) = P(xt+1, xt+2, . . . , xT , ct+1 = j|ct = i,�)

=
NX

j=1

P(ct+1 = j|ct = i,�)P(xt+1|ct+1 = j,�)P(xt+2, xt+3, . . . , xT |ct+1 = j,�)

=
NX

j=1

�ijpj(xt+1)�t+1(j).

Sin embargo, se puede tener una solución óptima al problema operando ambos
resultados:

P(X|�) =
NX

i=1

↵t(i)�t(i).
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4.2. El problema de la decodificación. Suponga que se tiene un HMM � y una
serie de observaciones X, la pregunta es: ¿cuál es la serie de estados ocultos óptima
asociada con la serie de observaciones?

La dificultad radica en la definición de la serie óptima, debido a que hay varias
criterios de optimización posibles. Una forma de elegirla es utilizar la serie de estados
más probable; para esto es necesario saber en cada instante del tiempo t, t = 1, . . . , T ,
cuál es el estado más probable. Para esto se define la variable auxiliar que �t(i), para
i = 1, . . . , N :

�t(i) = P(ct = i|X,�),

y usando las variables del algoritmo forward-backward:

�t(i) =
↵t(i)�t(i)

P(X|�) =
↵t(i)�t(i)PN

j=1 ↵t(j)�t(j)
.

Entonces, de manera individual, el estado oculto óptimo al tiempo t, t = 1, . . . , T , es:

ct = arg máx
i2{1,...,N}

�t(i).

La forma de encontrar el estado más problable i
⇤
t para cada observación al tiempo t

está dada por:

i
⇤
t = arg máx

i2{1,...,N}
⇠t(i).

Una vez obtenida la decodificación para cada observación, se puede establecer la suce-
sión (trayectoria) de estados ocultos óptima. Sin embargo, tiene dos inconvenientes: se
requiere hacerNT operaciones, y no toma en cuenta las probabilidades de transición, lo
que implica que no necesariamente sea sucesión óptima. La solución para el problema
de decodificación es utilizar el algoritmo de Viterbi.

4.2.1. Algoritmo de Viterbi. El algoritmo de Viterbi hace una recursión entre un
tiempo t y el tiempo t�1 para optimizar el proceso de encontrar la ruta más probable
de estados ocultos. Se define ⇠t(i) como:

⇠t(i) = máx
c1,c2,...,ct�1

P(c1, c2, . . . , ct�1, ct = i, x1, x2, . . . , xt|�),

que es la trayectoria con mayor probabilidad al tiempo t, para el estado i. Por inducción
se tiene que para t = 1:

⇠1(i) = P(c1 = i, x1) = �ipi(x1),

⇠2(j) = máx
c1

P(c1, c2 = j, x1, x2|�)

= [máx
i

P(c1 = i, x1,�)P(c2 = j|c1 = i,�)]P(x2|c2 = j,�)

= [máx
i
⇠1(i)�ij ]pj(x2),

y en general, para t = 2, . . . , T :

⇠t+1(j) =
h
máx

i
⇠t(i)�ij

i
pj(xt+1).

El algoritmo consta de los siguientes pasos:

1. Inicializar: para i = 1, . . . , N ,

⇠1(i) = �ipi(x1) y  1(i) = 0.

2. Recursión: para t = 2, . . . , T y j = 1 = 1, . . . , N ,

⇠t(j) =
h
máx

i
⇠t�1(i)�ij

i
pj(xt),

 t(j) = argmáx
i
⇠t(i)�ij .
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3. Terminación:

p
⇤ = máx

i
⇠T (i),

q
⇤
T = argmáx

i
⇠T (i).

4. Trayectoria de retroceso (secuencia de estados): para t = T � 1, T � 2, . . . , 2, 1,

q
⇤
t =  t+1(q

⇤
t+1).

4.3. El problema del aprendizaje. El problema del aprendizaje es determinar
un método adecuado para la estimación de los parámetros � del modelo HMM, para
maximizar la probabilidad de las observaciones, es decir:

argmáx
�

P(X|�).

Note que se supone que el número de estados ocultos del modelo ya está dado, por lo
que se puede probar el modelo con diferente número de estados y determinar cuál es
el mejor tomando en cuenta diferentes criterios.

Para resolver el problema de aprendizaje no existe una fórmula anaĺıtica. Entonces,
el problema se resuelve usando un procedimiento iterativo, como el algoritmo de Baum-
Welch, que se basa en una estrucura del algoritmo EM (expectation-maximization).

El algoritmo EM es un método iterativo que calcula estimadores máximo verośımiles
considerando datos faltantes. El algoritmo EM se define en dos pasos:

1. Paso E (expectation): se calcula la esperanza de la log-verosimilitud con respecto
a la distribución de los datos faltantes, dada una aproximación de la solución.

2. Paso M (maximization): se calcula una nueva aproximación maximizando la
log-verosimilitud que resultó del paso E.

Estos pasos se realizan hasta que el algoritmo converge. Ver detalles en Dempster
et al. (1977).

4.3.1. Algoritmo de Baum-Welch. El algoritmo de Baum-Welch está diseñado para
estimar los parámetros de un HMM. Se define la variable auxiliar vt(i, j):

vt(i, j) = P(ct = i, ct+1 = j|X,�),

y usando las variables forward y backward se obtiene que:

vt(i, j) =
↵t(i)�ijpj(xt+1)�t+1(j)

P(X|�)

=
↵t(i)�ijpj(xt+1)�t+1(j)PN

k=1

PN
l=1 ↵t(k)�klpl(xt+1)�t+1(l)

,

y defina ut(j) como la probabilidad de estar en el estado i al tiempo t dadas las
observaciones y el modelo, es decir:

ut(i) = P(ct = i|X,�) =
NX

j=1

vt(i, j).

Note que se pueden interpretar algunas cantidades:
PT�1

t=1 ut(i) es el número

esperado de visitar al estado oculto i, y
PT�1

t=1 vt(i, j) es el número esperado de
transiciones del estado i al estado j. Esto implica que se pueden estimar los parámetros
de interés como:

b�i = u1(i),(2)

b�ij =

PT�1
t=1 vt(i, j)PT�1
t=1 ut(i)

,(3)

bpi(x) =

PT
t=1 ut(i)I(xt=x)
PT

t=1 ut(i)
.(4)
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Se estiman los parámetros del modelo HMM como �̂ = {�̂, P̂ , �̂}, tal que maximizan
la log-verosimilitud a partir de las observaciones dadas y el número de estados ocultos.

Note que (4) depende de la distribución que se suponga para los datos observados,
por ejemplo, si se supone una distribución Poisson para el valor observado x:

pj(x) = exp(�✓j)✓xj
1

x!
,

y el estimador máximo verośımil de ✓j es:

b✓j =

PT
t=1 but(j)xtPT
t=1 but(j)

.(5)

Algoritmo 1 Algoritmo de Baum-Welch

1: Iniciar aleatoriamente los parámetros del HMM � = {�,P , �}.
2: Calcular los estimadores máximo verośımiles b�i, b�ij y bpi(x) usando (2),(3) y (4),

respectivamente.
3: Re-estimar usando los estimadores máximo verośımiles de los parámetros de la

distribución pj(x), por ejemplo, para la distribución Poisson calcular b✓j usando
(5).

4: Se obtienen las estimaciones �̂ = {�̂, P̂ , �̂} hasta que el algoritmo converge, tal
que maximicen la log-verosimilitud bajo las condiciones especificadas.

5. Series de tiempo financieras con HMM

En la práctica cuando observamos una serie de tiempo, por ejemplo, el ı́ndice de
precios y cotizaciones, el proceso “verdadero” que rige dicha serie no se conoce. La
idea detrás de la teoŕıa de series temporales es el estudio y construcción de modelos,
{Xt}1t=1 que nos ayuden a entender las caracteŕısticas de dependencia (la dinámica)
de la serie observada.

5.1. Series de tiempo financieras. Sea T un conjunto de ı́ndices. Consideremos
el proceso estocástico {Xt}t2T definido en un espacio de probabilidad (⌦,F ,P) y con
valores en (E, E). Una serie temporal es una sucesión de observaciones ordenadas y
equidistantes cronológicamente sobre una caracteŕıstica de una unidad observable en
diferentes momentos. A dicha sucesión de observaciones se le puede ver como una
realización de un proceso estocástico a tiempo discreto, i.e., {xt : t = 1, . . . , n} donde
xt := Xt(!) con ! 2 ⌦ fijo.

Los modelos para series temporales se pueden definir a través de una representación
estocástica o mediante suposiciones distribucionales acerca de las variables aleatorias
que representan una serie dada. Por ejemplo, el modelo autorregresivo de orden 1,
AR(1), se puede definir por Xt = ✓Xt�1 + ✏t donde ✏t ⇠ N(0,�2); y de manera distri-
bucional, se podŕıa definir el mismo modelo AR(1) mediante una sucesión de variables
aleatorias {Xt}1t=1, con distribuciones condicionales Xt|Xt�1 ⇠ N(✓Xt�1,�

2).
En el caso particular de datos financieros, muchas series de tiempo financieras

exhiben los efectos llamados “agrupamiento de volatilidad” (volatility clustering) y
“cambio de régimen” (regime-switching). La volatilidad es la desviación estándar de
los rendimientos de la serie financiera, por tanto, en muchas series de tiempo financieras
lo que interesa es modelar la volatilidad. El agrupamiento de volatilidad ocurre cuando
los periodos de actividad significativa tienden a ocurrir muy juntos, lo que sugiere que
existe algún tipo de memoria a corto plazo para la volatilidad. El cambio de régimen
ocurre cuando se observa que los mercados financieros atraviesan periodos alternos
entre auges de baja volatilidad y cáıdas de alta volatilidad.

Los modelos GARCH (modelos de heterocedasticidad condicional autorregresiva ge-
neralizada, generalized autoregressive conditional heterocedasticity) (Bollerslev, 1986,
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2023) se usan generalmente para capturar el fenómeno de agrupamiento de volatili-
dad y han sido ampliamente estudiados en la literatura econométrica. Los modelos
Markov-switching GARCH (MS-GARCH) (Haas et al., 2004; Ardia et al., 2019) per-
miten capturar el fenómeno de cambio de régimen en la dinámica de la varianza
condicional de series de tiempo, usando un HMM para cambiar entre dos procesos
latentes GARCH. Mostraremos cómo ambos modelos se pueden estimar usando Stan.

5.2. Modelo GARCH. Un proceso {Xt}t2T es un ARCH(1) (modelo con hetero-
cedasticidad condicional autorregresiva de orden 1, autoregressive conditional heteros-

cedasticity) si:

E(Xt|Ft�1) = 0,

Var(Xt|Ft�1) = �
2
t = ↵0 + ↵1X

2
t�1,

donde Ft�1 denota a la �-álgebra generada por las realizaciones hasta el instante t�1;
con ↵0 > 0, ↵1 � 0, y Zt = Xt/�t donde E(Zt) = 0 y Var(Zt) = 1, y la restricción
↵1 < 1. Generalmente, el modelo ARCH(1) se representa como:

�
2
t = ↵0 + ↵1X

2
t�1,

Xt = Zt�t.

Si Zt ⇠ N(0, 1) entonces Xt|Ft�1 ⇠ N(0,�2
t ).

De manera general, el proceso {Xt}t2T es un ARCH(q) si:

E(Xt|Ft�1) = 0,

Var(Xt|Ft�1) = �
2
t = ↵0 +

qX

j=1

↵jX
2
t�j ,

con ↵0 > 0, ↵1 � 0, . . . ,↵q � 0, y Zt = Xt/�t donde E(Zt) = 0 y Var(Zt) = 1.
Generalmente, el modelo ARCH(p) se representa como:

�
2
t = ↵0 + ↵1X

2
t�1 + · · ·+ ↵qX

2
t�q,

Xt = Zt�t.

Aśı, una generalización de los modelos ARCH son los modelos GARCH, en los cuales
la varianza condicional no sólo depende de los cuadrados de las perturbaciones, sino
que además también depende de las varianzas condicionales de periodos anteriores, es
decir, de �2

t pasados.
El proceso {Xt}t2T es un GARCH(p,q) si cumple con:

E(Xt|Ft�1) = 0,

Var(Xt|Ft�1) = �
2
t = ↵0 +

qX

i=1

↵iX
2
t�i +

pX

j=1

�j�
2
t�j ,

con ↵0 > 0, ↵1 � 0, . . . ,↵q � 0, �1 � 0, . . . ,�p � 0 y Zt = Xt/�t con E(Zt) = 0 y
Var(Zt) = 1. Usualmente, el modelo GARCH(p,q) se escribe como:

�
2
t = ↵0 + ↵1X

2
t�1 + · · ·+ ↵qX

2
t�q + �1�

2
t�1 + · · ·+ �p�

2
t�p,

Xt = Zt�t.

Por ejemplo, el caso espećıfico de los modelos GARCH(1,1), está definido por un
proceso estocástico {Xt}t2T que cumple con:

E(Xt|Ft�1) = 0,

Var(Xt|Ft�1) = �
2
t = ↵0 + ↵1X

2
t�1 + �1�

2
t�1,

con ↵0 > 0, ↵1 � 0, �1 � 0 y Zt = Xt/�t con E(Zt) = 0 y Var(Zt) = 1, y la restricción
↵1 + �1 < 1. De manera equivalente, el modelo se describe como:

�
2
t = ↵0 + ↵1X

2
t�1 + �1�

2
t�1,

Xt = Zt�t,
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donde usualmente Xt sigue una distribución gaussiana Xt|Ft�1 ⇠ N(0,�2), o equiva-
lentemente, Zt ⇠ N(0, 1); pero también se podŕıan considerar otras distribuciones tal
que E(Zt) = 0 y Var(Zt) = 1.

Ejemplo 4. Presentamos el ajuste de un modelo GARCH para la serie de tiempo
de los precios de IBM del 1 de enero de 2019 al 31 de diciembre de 2022. La Figura 7
presenta las inversiones de IBM y sus rendimientos.

19−01 19−07 20−01 20−07 21−01 21−07 22−01 22−07 22−12

IBM 2019−01−02 / 2022−12−30

1e+07

2e+07

3e+07

1e+07

2e+07

3e+07

19−01 19−07 20−01 20−07 21−01 21−07 22−01 22−07 22−12

IBM.R 2019−01−03 / 2022−12−30

−0.10

−0.05
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 0.05

 0.10

−0.10

−0.05

 0.00

 0.05
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Figura 7. GARCH: inversiones de IBM (izquierda) y sus rendimien-
tos (derecha).

Ajustando a esta serie financiera un modelo GARCH(1,1), con distribución gaussia-
na Xt|Ft�1 ⇠ N(µ,�2), y usando Stan se obtienen las estimaciones de los parámetros.

Para las distribuciones iniciales de los parámetros del modelo se utilizan µ ⇠
Normal(0, 100), ↵0 ⇠ Normal(0, 100), ↵1 ⇠ Beta(2, 2) �1 ⇠ Beta(2, 2) y el valor
inicial �0 ⇠ Gama(0.1, 0.1), con las restricciones de que ↵0 > 0, 0 < ↵1 < 1, �1 > 0
y ↵1 + �1 < 1. La Figura 8 muestra las densidades posterior estimadas para los
parámetros del modelo GARCH(1,1), aśı como las estimaciones puntuales de éstos y
sus intervalos de probabilidad del 95%, y se resumen en Tabla 3.

alpha1 beta1

mu alpha0

0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

−0.0165−0.0160−0.0155−0.0150−0.0145−0.0140 0.000100.000150.000200.000250.00030
Densidad

Distribución final

mu

alpha0

alpha1

beta1

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

Figura 8. GARCH: distribución final de los parámetros, y sus esti-
maciones puntuales con intervalos del 95% de probabilidad.

Tabla 3. GARCH: resumen de las estimaciones de los parámetros.

Media SE media SD 2.5% 25% 50% 75% 97.5% ne↵ Rhat
µ -0.01 0 0.00 -0.02 -0.02 -0.01 -0.01 -0.01 1054 1
↵0 0.00 0 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 534 1
↵1 0.12 0 0.03 0.07 0.10 0.12 0.14 0.19 687 1
�1 0.61 0 0.07 0.45 0.57 0.62 0.66 0.72 544 1
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5.3. Modelo Markov-switching GARCH. El modelo Markov-switching GARCH
(MS-GARCH), se define a partir de dos procesos GARCH, que son procesos latentes
paralelos con diferentes parámetros, y la desviación estándar del retorno se dibuja de
acuerdo a uno de los procesos, la elección de los procesos se determina por medio de
un HMM.

Un proceso estocástico {Xt}t2T es un Markov-switching GARCH(1,1) si cumple
con:

(�(k)
t )2 = ↵

(k)
0 + ↵

(k)
1 X

2
t�1 + �

(k)
1 (�(k�1)

t )2,

St|St�1 = k ⇠ Categorica(pk),

Xt|St = k = Zt�
(k)
t ,

para k = 1, 2, . . . ,K, usualmente K = 2, con ↵
(k)
0 > 0, ↵(k)

1 � 0, y �(k)
1 � 0, con la

restricción ↵(k)
1 + �

(k)
1 < 1. Donde,

Xt|Ft�1, St = k ⇠ D
⇣
0, (�(k)

t )2
⌘
,

sigue una distribución continua con media cero y varianza variable en el tiempo

(�(k)
t )2, usualmente se usa la distribución gaussiana, Xt|St = k ⇠ N(0, (�(k)

t )2),
es decir, Zt ⇠ N(0, 1). El proceso estocástico {St}t2T definido en el espacio de
estados discreto {1, . . . ,K}, caracteriza el modelo MS-GARCH. Note que {St} es una
cadena de Markov homogénea de primer orden, latente (no observada), con matriz de
probabilidades de transición:

P =

0

B@
p1
...
pK

1

CA =

0

B@
p11 · · · p1K
...

. . .
...

pK1 · · · pKK

1

CA ,

donde pij = P(St = j|St�1 = i) es la probabilidad de transición del estado St�1 = i al

estado St = j, con las restricciones de 0  pij  1 8i, j 2 {1, . . . ,K} y
PK

j=1 pij = 1
8i 2 {1, . . . ,K}.

En los modelos MS-GARCH, las varianzas condicionales (�(k)
t )2, k = 1, . . . ,K, se

supone que siguen K procesos separados tipo GARCH que evolucionan en paralelo.
Los modelos MS-GARCH permiten abordar los cambios de régimen en los procesos

de retorno, donde el proceso estocástico que gobierna los precios del mercado es
diferente durante los tiempos de estrés en comparación con los tiempos normales.
Los MS-GARCH permiten diferenciar los procesos subyacentes del cambio durante la
crisis y la no crisis del mercado.

Ejemplo 5. Presentamos el ajuste de un modelo MS-GARCH para la serie de
tiempo de los precios de IBM del 1 de enero de 2019 al 31 de diciembre de 2022. Se
ajusta un modelo MS-GARCH(1,1) con K = 2 procesos latentes GARCH, y usando
Stan se obtienen las estimaciones de los parámetros.

La Figura 9 muestra las densidades posterior estimadas para los parámetros del
modelo MS-GARCH(1,1). Mientras que la Figura 10 muestra las estimaciones pun-
tuales de los parámetros y sus intervalos de probabilidad del 95%, y se resumen en la
Tabla 4.

También se obtienen las estimaciones medias posterior de las volatilidades condi-
cionales de los dos procesos latentes GARCH. La Figura 11 muestra las volatilidades
condicionales de los estados 1 y 2, es decir, de los dos procesos GARCH estimados. Se
pueden estimar las probabilidades posteriores de pertenecer a los estados ocultos 1 y
2 del proceso de Markov oculto, que se pueden interpretar como los estados de alta
volatilidad y baja volatilidad. Ver Figura 12.

Finalmente, podŕıa ser de interés estimar la secuencia más probable de estados
ocultos. En la Figura 13 notamos que el estado 1 (de baja volatilidad) se presentó con
mayor frecuencia, en comparación al estado 2 (de alta volatilidad). Note también que
podŕıamos identificar las fechas en donde se presentaron estos eventos, y por ejemplo,
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relacionarlos a eventos que hayan ocurrido de manera general en la bolsa de valores,
o durante la pandemia de COVID-19.

alpha1[2] beta1[1] beta1[2]

alpha0[1] alpha0[2] alpha1[1]

0.25 0.50 0.75 1.00 0.80 0.85 0.90 0.95 0.00 0.25 0.50 0.75

0.0e+005.0e−061.0e−051.5e−05 0.00050.00100.00150.00200.0025 0.02 0.04 0.06
Densidad

Distribución final

P[2,1] P[2,2]

P[1,1] P[1,2]

0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.80.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

0.875 0.900 0.925 0.950 0.9750.025 0.050 0.075 0.100 0.125
Densidad

Distribución final de P

Figura 9. MS-GARCH: distribuciones finales de los parámetros.

Tabla 4. MS-GARCH: resumen de las estimaciones de los parámetros.

Media SE Media SD 2.5% 25% 50% 75% 97.5% ne↵ Rhat

↵(1)
0 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 293.615 0.999

↵(2)
0 0.001 0.000 0.000 0.000 0.001 0.001 0.001 0.002 250.704 1.002

↵(1)
1 0.033 0.000 0.009 0.018 0.027 0.032 0.037 0.055 340.355 0.999

↵(2)
1 0.621 0.013 0.202 0.222 0.476 0.639 0.793 0.928 252.491 1.007

�(1)
1 0.918 0.001 0.021 0.871 0.909 0.921 0.931 0.947 233.346 0.999

�(2)
1 0.347 0.013 0.212 0.024 0.160 0.323 0.500 0.764 247.781 1.006

P1,1 0.938 0.001 0.016 0.902 0.927 0.939 0.950 0.963 361.554 0.998
P1,2 0.062 0.001 0.016 0.037 0.050 0.061 0.073 0.098 361.554 0.998
P2,1 0.547 0.005 0.090 0.378 0.480 0.549 0.609 0.740 315.908 0.998
P2,2 0.453 0.005 0.090 0.260 0.391 0.451 0.520 0.622 315.908 0.998

alpha0[1]

alpha0[2]

alpha1[1]

alpha1[2]

beta1[1]

beta1[2]

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

P[1,1]

P[1,2]

P[2,1]

P[2,2]

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

Figura 10. MS-GARCH: estimaciones puntuales e intervalos del
95% de probabilidad para los parámetros.

6. Conclusiones

En este trabajo se ha abordado la teoŕıa de los modelos ocultos de Markov,
describiendo sus principales caracteŕısticas. También, hemos ilustrado un ejemplo
simple de aplicación de los HMM, como lo son las series temporales financieras.

Hoy en d́ıa la aplicación de los HMM no se limita al reconocimiento de voz,
sino que áreas de investigación como la robótica móvil, ingenieŕıa genética, finanzas,
mantenimiento predictivo industrial, psicoloǵıa, nanotecnoloǵıa, comunicaciones, entre
muchas otras, hacen uso de las herramientas matemáticas de estos modelos para
analizar eventos que ocurren en forma aleatoria a través del tiempo.
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Figura 11. MS-GARCH: estimaciones medias finales de las varian-
zas instantáneas.
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Figura 12. MS-GARCH: probabilidades estimadas finales de los
estados de alta y baja volatilidad.
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Figura 13. MS-GARCH: secuencia estimada más probable de los
estados ocultos.

El análisis de series de tiempo financieras es importante hoy en d́ıa para gestionar
y proyectar resultados. Estas series se componen por variables de mercado que
incorporan incertidumbre, de ah́ı que se necesitan pronosticar. Muchas de las series
financieras han sido estudiadas a través de distintos modelos como son: AR, MA,
ARCH, GARCH, etc., sin embargo, ninguno de ellos captura la volatilidad cuando hay
cambios de régimen, de ah́ı surgen los modelos MS-GARCH, los cuales actualmente
son muy usados en finanzas.

En este trabajo incrustamos los HMM en los MS-GARCH para cambiar entre dos
procesos latentes tipo GARCH, esto debido al agrupamiento de volatilidad presente
en la mayoŕıa de las series financieras. Estimamos los parámetros de estos modelos a
través de la estad́ıstica Bayesiana y usando Stan, pues resulta ser una herramienta
fácil y eficaz en la implementación de estos modelos.
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Debido a su naturaleza Markoviana de los HMM, éstos no toman en cuenta la
secuencia de estados que conducen a un estado determinado, sólo depende del estado
anterior. Además, no se captura expĺıcitamente el tiempo que la cadena está en un
estado dado. En resumen, el HMM básico proporciona un modelo útil para muchas
aplicaciones. Sin embargo, éstas pueden estar limitadas por la estructura intŕınseca
del modelo. Existen muchas extensiones que aumentan el poder de representación del
HMM, aunque los parámetros adicionales requeridos a menudo complican las tareas
de aprendizaje e inferencia.
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Apéndice A. Códigos de R y Stan

Los códigos de R y Stan están disponibles en GitHub lizbethna/HMMBayes.git

Referencias

Albert, J. (2009). Bayesian Computation with R. Springer, New York, second edición.
Ardia, D., Bluteau, K., Boudt, K., Catania, L., y Trottier, D.-A. (2019). Markov-

switching GARCH models in R: The MSGARCH package. Journal of Statistical

Software, 91:1–38.
Baum, L. E. y Petrie, T. (1966). Statistical inference for probabilistic functions of

finite state Markov chains. The annals of mathematical statistics, 37(6):1554–1563.
Baum, L. E., Petrie, T., Soules, G., y Weiss, N. (1970). A maximization technique

occurring in the statistical analysis of probabilistic functions of Markov chains. The
Annals of Mathematical Statistics, 41(1):164–171.

Berger, J. O. (1985). Statistical Decision Theory and Bayesian Analysis. Springer-
Verlag, New York.

Bernardo, J. M. y Smith, A. F. M. (1994). Bayesian Theory. John Wiley & Sons,
Chichester.

Betancourt, M. (2018). A conceptual introduction to Hamiltonian Monte Carlo. arXiv:
Methodology.

Bollerslev, T. (1986). Generalized autoregressive conditional heteroskedasticity. Jour-
nal of econometrics, 31(3):307–327.

Bollerslev, T. (2023). The story of GARCH: A personal odyssey. Journal of Econo-

metrics.
Chen, F.-S., Fu, C.-M., y Huang, C.-L. (2003). Hand gesture recognition using a real-

time tracking method and hidden Markov models. Image and vision computing,
21(8):745–758.

Chen, M.-H., Shao, Q.-M., e Ibrahim, J. G. (2000). Monte Carlo Methods in Bayesian

Computation. Series in Statistics. Springer, New York.
Damiano, L., Peterson, B., y Weylandt, M. (2018). A tutorial on hidden Markov

models using Stan. En Stan conference.
Dempster, A. P., Laird, N. M., y Rubin, D. B. (1977). Maximum likelihood from

incomplete data via the EM algorithm. Journal of the Royal Statistical Society:

Series B (Methodological), 39(1):1–22.
Engle, R. F., Lilien, D. M., y Robins, R. P. (1987). Estimating time varying risk

premia in the term structure: The ARCH-M model. Econometrica: Journal of the

Econometric Society, pp. 391–407.
Gamerman, D. y Lopes, H. F. (2006). Markov Chain Monte Carlo: Stochastic

Simulation for Bayesian Inference. Chapman & Hall/CRC, Boca Raton, Florida,
second edición.
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Facultad de Ciencias,
Universidad Nacional Autónoma de México.
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CONVERGENCIA PUNTUAL Y UNIFORME DE LAS SERIES DE

FOURIER

FERNANDO BRAMBILA PAZ & LUIS ANDRÉS DÍAZ LEAL MERINO

Resumen. En este art́ıculo de divulgación se exponen criterios de convergencia
puntual y uniforme para las series de Fourier. Se trata el caso de las funciones que
cumplen las condiciones de Dirichlet y el criterio de Dini. Este último se aplica a
las funciones Hölder continuas. Finalmente se exponen ejemplos particulares.

1. Introducción

Una función f : R ! C es integrable en X ⇢ R, si sus partes real e imaginaria son
Lebesgue-integrables. En tal caso, se define su integral mediante:

Z

X
f(x) dx =

Z

X
u(x) dx+ i

Z

X
v(x) dx,

donde u y v son las partes real e imaginaria de f , respectivamente. La función f es
L�periódica si cumple:

f(x+ L) = f(x),

para toda x 2 R. Sea p 2 [1,1). Se denotará por Tp(L) al conjunto de funciones
L�periódicas tales que:

Z L

0

|f(x)|p dx < 1.

Es importante enunciar el siguiente teorema, el cual es bien conocido y puede encon-
trarse como ejercicio en [1].

Teorema 1. Una función f : R ! C es integrable en X, si y solo si la función |f |
es integrable en X. En tal caso:

����
Z

X
f(x) dx

���� 
Z

X
|f(x)| dx.

Definición 2. Sea f 2 T(2⇡). Se define el k�ésimo coeficiente de Fourier, denotado
ck(f), mediante la ecuación:

(1) ck(f) =
1

2⇡

Z
2⇡

0

f(x) dx.

La n�ésima suma parcial de Fourier, denotada Sn (f), está definida por la siguiente
fórmula:

(2) Sn (f, x) =
kX

j=�k

cj(f)e
ijx.

2010 Mathematics Subject Classification. 60J99.
Palabras clave. Serie de Fourier, coeficiente de Fourier, convergencia puntual, convergencia

uniforme.
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Las ecuaciones (1) y (2) contienen números complejos que no tienen sentido si la
función es real. Una forma de evitar esto es definir:

an(f) = cn(f) + c�n(f),

bn(f) = i(cn(f)� c�n(f)).

Sustituyendo lo anterior en la ecuación (2) se obtiene:

(3) Sn (f, x) =
1

2
a0(f) +

1X

k=1

{ak(f) cos(kx) + bk(f) sen(kx)} .

De la ecuación (1) se obtienen las siguientes identidades:

an(f) =
1

⇡

Z
2⇡

0

f(x) cos(nx) dx,(4)

an(f) =
1

⇡

Z
2⇡

0

f(x) sen(nx) dx.(5)

Por lo tanto la ecuación (3) no contiene números complejos si f es real.

Teorema 3. (Lema de Riemann-Lebesgue) Sea f 2 T(2⇡). Entonces:
ĺım
k

ck(f) = 0.

.
De acuerdo al lema de Riemann-Lebesgue, la sucesión ck(f) converge a cero. La

velocidad a la cual dicha cantidad converge está relacionada con la convergencia de
las series de Fourier, como se verá en la siguiente sección. El propósito de la siguiente
definición es introducir una clase de funciones cuyos coeficientes de Fourier convergen
a una velocidad adecuada.

Definición 4. Una función f : R ! C es de variación acotada en un intervalo
[a, b] ⇢ R, si existe M 2 R tal que, si a = t0 < t1 < ... < tn = b es una partición del
intervalo, entonces:

n�1X

k=0

|f(tk+1)� f(tk)|  M.

Se denotará por BV [a, b] al conjunto de funciones de variación acotada en [a, b].

Observación 1. Una función f : R ! C es de variación acotada en un intervalo
I = [a, b] si sus partes real e imaginaria lo son. Si f 2 BV [a, b] \ BV [b, c], entonces es
fácil verificar que f 2 BV [a, c]. Toda función de variación acotada en I es integrable
y sus ĺımites laterales existen en cada punto de I. Esto último es consecuencia del
teorema de Jordan (sección 6.3 de [5]), el cual afirma que una función de variación
acotada es la diferencia de dos funciones monótonas.

El siguiente conjunto de definiciones permite dar condiciones sencillas bajo las
cuales una función resulta ser de variación acotada. Cabe destacar que la Definición 6
ya incluye una amplia familia de funciones descentes, por ejemplo, la función x 7!

p
x

es suave a pedazos en el intervalo [0, 1].

Definición 5. Una función f : R ! C es absolutamente continua en I = [a, b] si
tiene las siguientes propiedades:

1. f 0 existe para casi todo x 2 I.
2. f 0 es integrable.
3. Se cumple la siguiente identidad:

f(x) = f(a) +

Z x

a
f 0(t) dt.
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Definición 6. Una función f : R ! C es suave a pedazos en I = [a, b] si tiene las
siguientes propiedades:

1. Existe una partición a = t0 < ... < tn < b tal que f es diferenciable con
continuidad en cada intervalo (ak, ak+1).

2. f posee ĺımites laterales en cada punto de I.
3. La función f 0 es integrable en I.

Definición 7. Una función f es monótona a pedazos en I, si existe una partición
a = t0 < ... < tn = b del intervalo I tal que f es monótona en cada intervalo [ak, ak+1).

A continuación se da un conjunto de condiciones que aseguran que f sea de variación
acotada.

Teorema 8. Supóngase que una función cumple alguna de las siguientes condicio-
nes en el intervalo I = [a, b]:

1. Es absolutamente continua.
2. Es suave a pedazos.
3. Es monótona.
4. Es monótona a pedazos.

Entonces es de variación acotada en I.

Los incisos 1 y 3 pueden consultarse en [5]. Los otros incisos son consecuencia de
los anteriores.

Definición 9. Una función f : R ! C, 2⇡-periódica, satisface las condiciones de
Dirichlet en I = [0, 2⇡] si cumple alguna de las siguientes condiciones:

1. f es de variación acotada en I.
2. f tiene una cantidad finita de discontinuidades infinitas1 en I. Cuando se

excluyen vecindades arbitrariamente pequeñas de estas discontinuidades, la
función es de variación acotada en cada uno de los intervalos restantes. Además
se tiene:

Z
2⇡

0

|f(x)| dx < 1.

Teorema 10. Supóngase que f satisface las condiciones de Dirichlet en el intervalo
[0, 2⇡]. Entonces existe C 2 R tal que:

ck(f) 
C

|k| ,

si k 6= 0.

Demostración. La demostración para f 2 BV [0, 2⇡] puede consultarse en [6]. La otra
parte es una consecuencia del caso anterior. ⇤

Definición 11. Una función f : R ! R es Hölder continua si existen ↵ 2 (0, 1] y
C 2 R tales que:

|f(x)� f(y)|  C|x� y|↵.

Observación 2. Con ↵ = 1 se obtienen las funciones Lipschitz-continuas. Obsévese
que toda función Hölder continua es uniformemente continua y por lo tanto, es
continua.

1Una función f tiene una discontinuidad infinita en t0 si los ĺımites f(t+0 ) y f(t�0 ) son ambos 1,
o bien �1.
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2. Convergencia puntual y uniforme

La convergencia puntual de las series de Fourier es un tema delicado. Se sabe
por ejemplo, que si 1 < p < 1 y f 2 Tp(2⇡), entonces se puede asegurar la
convergencia puntual casi donde quiera. Esta afirmación es conocida como el teorema
de Carleson-Hunt (Teorema 4.4 de [9]). Para p = 1 no puede decirse nada: existen
funciones integrables cuya serie de Fourier diverge casi donde quiera. El ejemplo clásico
se debe a Kolmogorov [10]. La continuidad tampoco asegura la convergencia: existen
funciones continuas cuya serie de Fourier diverge en una cantidad numerable de puntos
(Ejercicio 2 de la sección 2, caṕıtulo 2 de [7]).

En esta sección se demostrará un resultado que asegura la convergencia puntual
de las series de Fourier para funciones de variación acotada. También se demuestra el
criterio de Dini, y este último se usará para demostrar la convergencia uniforme en el
caso de funciones Hölder continuas.

Primero se demostrará el teorema de Féjer, el cual implica que la suma Césaro
de Sn (f, t) converge a f(t) bajo condiciones muy débiles. En principio, y debido a
que dicha suma es computacionalmente ineficiente, el resultado no parece ser útil en
la práctica. Sin embargo, esta suma tiene la ventaja de no presentar el fenómeno de
Gibbs. La demostración de este sorprendente resultado está contenida en [8]. Una
introducción más intuitiva al fenómeno de Gibbs puede consultarse en internet, ver
por ejemplo [4].

Definición 12. Se define el kérnel de Fejér, denotado n, mediante la ecuación:

(6) n(t) =
1

2⇡

nX

j=�n

✓
1� |j|

n+ 1

◆
eijt.

Para n � 2 el kérnel de Fejér puede expresarse mediante la siguiente fórmula:

(7) n�1(t) =
1

2⇡n

✓
sin nt

2

sin t
2

◆2

Con esta expresión a la mano, el siguiente teorema es muy fácil de demostrar.

Teorema 13. El kérnel de Fejér tiene las siguientes propiedades:

1. Para toda n 2 N, n es no negativa e integrable:
Z

2⇡

0

n(t) dt = 1.

2. Para toda 0 < � < ⇡:

ĺım
n

Z
2⇡��

�
n(t) dt = 0.

3. Para toda 0 < � < ⇡:

ĺım
n

sup
�<t<2⇡��

n(t) = 0.

4. Para toda t 2 R:
n(t) = n(�t).

Demostración. Para el inciso 1 basta integrar la ecuación (6), notando que n es no
negativa por la ecuación (7). Los demás incisos se siguen de (7). ⇤

Sea f 2 T(2⇡). Se define �n(f) mediante la siguiente fórmula:

(8) �n(f, t) =

Z
2⇡

0

f(t� x)n(x) dx.
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Como f es 2⇡-periódica, es claro que �n(f) también es 2⇡-periódica para toda n 2 N.
El siguiente teorema es conocido como el teorema de Fejér2.

Teorema 14. ([7], [8]) Sea f 2 T(2⇡). Supóngase que t 2 R es tal que:

`(t) = ĺım
h!0+

f(t+ h) + f(t� h)

2

exite y es finito. Entonces:
ĺım
n

�n(f, t) = `(t).

El resultado también es válido si `(t) = 1 o `(t) = �1. En particular, si f es continua
en t, entonces �n(f, t) ! f(t) si n ! 1. Más aún, si f es continua en un intervalo
cerrado I ⇢ R, entonces �n(f) converge uniformemente a f en dicho intervalo.

Demostración. Primero se supondrá que `(t) 2 R, el caso en que `(t) 2 {�1,1} es
muy similar como se verá despuás. Del inciso 1, Teorema 13 se tiene:

`(t) =

Z
2⇡

0

n(u)`(t) du.

Por lo tanto:

�n(f, t)� `(t) =

Z
2⇡

0

n(u)[f(t� u)� `(t)] du.

El integrando es una fución 2⇡-periódica, lo cual permite cambiar el intervalo de
integración por (��, 2⇡ � �):

(9) �n(f, t)� `(t) =

Z
2⇡��

��
n(u)[f(t� u)� `(t)] du.

Si 0 < � < ⇡, entonces la integral en la ecuación anterior es igual a la suma de las
integrales sobre los intervalos (��, 0), (0, �), (�,⇡) y (⇡, 2⇡� �). Usando el inciso 4 del
Teorema 13 y realizando el cambio de variable u 7! �u se verifica que:

(10)

Z
0

��
n(u)[f(t� u)� `(t)] du =

Z �

0

n(u)[f(t+ u)� `(t)] du.

Mediante un argumento similar se obtiene:

(11)

Z
2⇡��

⇡
n(u)[f(t� u)� `(t)] du =

Z ⇡

�
n(u)[f(t+ u)� `(t)] du.

Insertando (10) y (11) en (9):

(12) �n(f, t)� `(t) =

Z �

0

gn(t, u) du+

Z ⇡

�
gn(t, u) du,

donde:
gn(t, u) = n(u) [f(t+ u) + f(t� u)� 2`(t)] .

Ahora bien, dado ✏ > 0, por hipótesis existe ⇡ > � > 0 tal que:

(13) |u| < � ) |f(t+ u) + f(t� u)� 2`(t)| < ✏.

Multiplicando ambos lados por n e integrando desde 0 hasta � se obtiene:

(14)

Z �

0

|gn(t, u)| du < ✏.

Como � < ⇡, usando el inciso 3 del Teorema 13 se deduce que para n suficientemente
grande:

sup
�<u<2⇡��

n(u) < ✏.

2El teorema sigue siendo válido si n se sustituye por cualquier sucesión �n : R ! C cumpla el
Teorema 13.
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De lo anterior se deduce que:

(15)

Z ⇡

�
|gn(t, u)| du < ✏Rt,

donde:

Rt =

Z
2⇡

0

|f(u)� 2`(t)| du.

Insertando (14) y (15) en (12) se obtiene:

|�n(f, t)� `(t)| < ✏+ ✏Rt,

lo cual completa la prueba.
Si f es continua en un intervalo cerrado I, entonces es uniformemente continua en

dicho intervalo. Por lo tanto, puede elegirse 0 < � < ⇡ tal que (13) es válida para toda
t 2 I. También nótese que Rt es acotada en I ya que, en este caso, f es continua en
I. El resto de la prueba es idéntica.

Finalmente, si `(t) = 1, en la demostración se sustituye `(t) por 5

2
M > 0, excepto

que (13) se expresa de la siguiente forma:

|u| < � ) f(t+ u) + f(t� u)� 2M � 1

2
M.

Se multiplica ambos lados por n(u) y se integra:
Z �

0

gn(t, u) du � 1

2
M

Z �

0

n(u) du.

De acuerdo a los incisos 1 y 2 del Teorema 13, el lado derecho de esta desigualdad
converge a M . La otra integral en (12) converge a cero por el mismo argumento de
antes. ⇤

Observación 3. Puede demostrarse usando las ecuaciones (6) y (8) la siguiente
identidad:

(16) �n(f) =
1

n+ 1

nX

k=0

Sn (f) .

En otras palabras, la sucesión �n(f) es la suma Césaro de las sumas parciales Sn (f),
o bien, el promedio de Sn (f).

El siguiente teorema da condiciones que garantizan la convergencia de una serie de
Fourier.

Teorema 15. ([7]) Sea f 2 T(2⇡) y supóngase que para |k| suficientemente grande,
existe C 2 R tal que:

ck(f) 
C

|k| .

Entonces Sn (f, t) converge al mismo ĺımite que �n(f, t), siempre que esta última
sucesión tenga un ĺımite. En particular, si f es continua en t, entonces Sn (f, t)
converge a f(t). Más aun, si �n(f) converge uniformemente en un intervalo cerrado
I ⇢ R, entonces Sn (f) converge uniformemente a f en dicho intervalo.

Demostración. Usando la hipótesis se tiene la siguiente serie de desigualdades:
X

n<|k|b�nc

|ck(f)|  2C
X

n<kb�nc

1

k

 2C

Z �n

n

1

x
dx

= 2C log �
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para alguna C > 0 y n suficientemente grande. Haciendo � ! 1, se concluye que para
toda ✏ > 0, existen � > 1 y N 2 N tales que:

(17)
X

n<kb�nc

|ck(f)| < ✏,

para toda n � N .
Ahora bien, sea ✏ > 0 y sean � > 1 y N 2 N tales que se cumple (17). La

siguiente identidad puede deducirse directamente de la Definición 12 si n 2 N es
lo suficientemente grande (de forma que b�nc > n):

(18) Sn (f, t) =
b�nc+ 1

b�nc � n

�
�b�nc(f, t)� �n(t)

�
� n+ 1

b�nc � n
�n(f, t),

donde

�n(t) =
1

2⇡

X

n<|j|b�nc

✓
1� |j|

b�nc+ 1

◆
cj(f)e

ijt.

Supóngase que �n(f, t) converge a `(t). Nótese que si n ! 1, entonces:

b�nc+ 1

b�nc � n
�b�nc(f, t)�

n+ 1

b�nc � n
�n(f, t) !

�

�� 1
`(t)� 1

�� 1
`(t) = `(t).

Por lo tanto, basta verificar que para valores grandes de n:

(19)
b�nc+ 1

b�nc � n
|�n(t)| < ✏.

Esto implicará que Sn (f, t) ! `(t) debido a la ecuación (18). Para probar (19) nótese
que:

b�nc+ 1

b�nc � n
|�n(t)| =

1

2⇡

b�nc+ 1

b�nc � n

������

X

n<|j|b�nc

✓
1� |j|

b�nc+ 1

◆
cj(f)e

ijt

������


X

n<|j|b�nc

����
b�nc+ 1� |j|

b�nc � n

���� |cj(f)|


X

n<|j|b�nc

|cj(f)| < ✏,

donde la última desigualdad se debe a (17).
Finalmente, si �n(f) converge uniformemente en un intervalo cerrado I, entonces

Sn (f) también converge uniformemente en dicho intervalo, pues la desigualdad (19)
no depende de t.

⇤
Si f 2 BV [0, 2⇡] es 2⇡-periódica, entonces de la Observación 1 se extrae que

f 2 T(2⇡), y además:

`(t) = ĺım
h!0+

f(t� h) + f(t+ h)

2
,

existe y es finito para toda t 2 [0, 2⇡]. Estas son precisamente las hipótesis del Teorema
de Féjer. Juntando lo anterior con el Teorema 10 se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 16. Sean f : R ! C una función 2⇡-periódica que satisface las condi-
ciones de Dirichlet en [0, 2⇡] y t 2 R. Entonces f 2 T(2⇡) y se tiene:

ĺım
n

Sn (f, t) = ĺım
h!0+

f(t+ h) + f(t� h)

2
.

En particular, si f es continua en t, entonces la serie de Fourier de f converge a f(t).
Si además f es continua en un intervalo cerrado I ⇢ R, entonces su serie de Fourier
converge uniformemente en dicho intervalo.

El siguiente teorema es conocido como el criterio de Dini.
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Teorema 17. ([7], [8]) Sean f 2 T(2⇡) y t0 2 R tales que:
Z

1

�1

����
f(t+ t0)� f(t0)

t

���� dt < 1.

Entonces:
ĺım
n

Sn (f, t0) = f(t0).

Demostración. Se supondrá que que t0 = f(t0) = 0, el caso general se sigue de esto.
Obsérvese que:

nX

k=�n

eikt = e�int
nX

k=�n

ei(k+n)t

= e�int
2nX

k=0

eikt

= e�int e
i(2n+1)t � 1

eit � 1

=
sen(n+ 1/2)t

sen t/2
,

de donde:

(20)
nX

k=�n

eikt =
sen(n+ 1/2)t

sen t/2
.

Ahora bien:

Sn (f, 0) =
nX

k=�n

ck(f)

=
1

2⇡

Z
2⇡

0

f(t)
nX

k=�n

e�ikt dt.

Insertando (20) en la ecuación anterior:

(21) Sn (f, 0) =
1

2⇡

Z
2⇡

0

f(t) cos(nt) dt+
1

2⇡

Z
2⇡

0

f(t) cos(t/2)

sen(t/2)
sen(nt) dt.

La hipótesis implica que la función:

t 7! f(t) cos(t/2)

sen(t/2)
,

es integrable en (0, 2⇡). Por lo tanto, el teorema de Riemann-Lebesgue (Teorema
3) implica que las integrales del lado derecho en la ecuación (21) tienden a cero si
n ! 1. ⇤

El criterio de Dini puede aplicarse a las funciones Hölder continuas para demostrar
la convergencia puntual. Con un poco de esfuerzo adicional se obtiene un resultado
más fuerte.

Teorema 18. Sea f : R ! R una función 2⇡-periódica y Hölder continua en el
intervalo [0, 2⇡]. Entonces Sn (f) converge uniformemente a f .

Demostración. La prueba requiere una definición. Sea I = [a, b]. Una sucesión de
funciones gn : I ! R es uniformemente equicontinua, si para toda ✏ > 0, existe � > 0
tal que para cualesquiera x, y 2 I:

|x� y| < � ) |gn(x)� gn(y)| < ✏,

para toda n. Un corolario del Teorema de Arzelà-Ascoli afirma que, si una sucesión
gn : I ! R de funciones continuas converge puntualmente a una función f , y
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dicha sucesión es uniformemente equicontinua3, entonces f es continua y gn converge
uniformemente a f (ver el Ejercicio 7.35 de [11]).

Ahora bien, se define la siguiente sucesión:

gn(x) = f(x)� Sn (f, x) .

El criterio de Dini (Teorema 17) implica que gn converge puntualmente a cero. Se
probará que la sucesión gn es uniformemente equicontinua, y esto completará la prueba
de acuerdo al párrafo anterior. Para la prueba se define:

Dn(x) =
nX

k=�n

eikx.

Se reescribe la n�ésima suma parcial de Fourier de la siguiente forma:

Sn (f, x) =
nX

k=�n

cn(f)e
ikx

=
nX

k=�n

1

2⇡

Z
2⇡

0

f(u)e�iku du eikx

=
1

2⇡

Z
2⇡

0

f(u)

 
nX

k=�n

eik(x�u)

!
du,

de donde:

Sn (f, x) =
1

2⇡

Z
2⇡

0

f(u)Dn(x� u) du.

Al realizar el cambio de variable u = �z en la ecuación anterior y notando que el
integrando es una función 2⇡-periódica, se obtiene:

Sn (f, x) =
1

2⇡

Z ⇡

�⇡
f(u+ x)Dn(u) du.

Aplicando la ecuación anterior, se deduce que:

(22) |gn(x)� gn(y)| =
1

2⇡

Z ⇡

�⇡
Dn(u)[f(x+ u)� f(x) + f(y + u)� f(y)] du.

Además nótese que, como f es Hölder continua, existen C1, C2 2 R tales que:

|{f(x+ u)� f(x)}+ {f(y + u)� f(y)}|  C1|u|↵,(23)

|{f(x+ u)� f(y + u)}+ {f(x)� f(y)}|  C2|x� y|↵,(24)

para cualesquiera x, y, u 2 R. Finalmente, puede elegirse C3 2 R tal que:

| sen(u/2)| � C3|u|,
para toda u 2 [�⇡,⇡]. Juntando con la ecuación (20) se obtiene la siguiente cota
superior:

(25) |Dn(u)| 
C3

|u| .

Aplicando las desigualdades (23), (24) y (25) en la ecuación (22):

(26) 2⇡|gn(x)� gn(y)|  C 0
1

Z

|u|<|x�y|
|u|↵�1 du+ C 0

2
|x� y|↵

Z

|x�y|<u<⇡

C4

u
du.

3De hecho, basta pedir que la sucesión sea equicontinua, lo cual es una condición más débil.
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Como u 7! u↵�1 es integrable en cualquier intervalo (�r, r), la primera integral del
lado derecho en la ecuación (26) converge a cero si |x�y| ! 0. Para la segunda integral
se tiene:

|x� y|↵
Z

|x�y|<u<⇡

1

u
du = |x� y|↵ (log ⇡ � log |x� y|) .

Dado que el lado derecho converge a cero si |x�y| ! 0, la cantidad en el lado izquierdo
de (26) converge a cero si |x � y| ! 0, independientemente de n. Esto concluye la
demostración. ⇤

3. Ejemplos y aplicaciones.

La convergencia de las series de Fourier juega un papel importante en muchas
áreas de la ciencia. Un ejemplo sencillo consiste en buscar una solución a la siguiente
ecuación diferencial:

y00(x) + by0(x) + cy(x) = f(x),

cuando f 2 T(2⇡). La técnica consiste en utilizar la ecuación para encontrar los
coeficientes de Fourier de y. Esta idea puede explorarse con más profundidad en [3]. El
autor utiliza las series de Foruier para resolver la ecuación de calor. En el mismo texto
se expone otra aplicación interesante, el cálculo de sumas infinitas como la siguiente:

1X

k=1

1

k4
.

Algunas áreas aplicadas utilizan las ideas expuestas anteriormente. En el análisis
de circuitos eléctricos se utilizan series de Fourier cuando el voltaje de un circuito
eléctrico no es sinoidal. En [2] se da una excelente exposición del tema.

Esta sección se concluye con algunos ejemplos sencillos que exponen la utilidad
de los teoremas. Se invita al lector a graficar las sumas parciales junto a la función
original, y prestar atención al fenómeno de Gibbs. Considérese tmabién graficar las
sumas de Césaro.

Ejemplo 1. Sea f : R ! R la función 2⇡-periódica definida en el intervalo
I = (0, 2⇡) mediante la siguiente fórmula:

f(x) = log
⇣
2 sen

x

2

⌘
,

y cero en cualquier otro caso. La función f es diferenciable con continuidad en cada
intervalo compacto contenido en I. Tiene discontinuidades infinitas en x = 0, 2⇡.
Además es integrable en I, y se tiene:

a0(f) = 0.

Por lo tanto f satisface las condiciones de Dirichlet en [0, 2⇡]. También, dado que f
es una función par:

bk(f) = 0.

Para calcular ak(f), k � 1, def́ınase:

Ik =

Z ⇡

0

cot
t

2
sen(kt) dt.

Usando integración por partes y aprovechando la paridad de f , se obtiene:

(27)

Z
2⇡

0

f(t) cos(kt) dt = �1

k
Ik.

Ahora bien, tomando la parte real de la ecuación (20):

1 + 2
kX

j=1

cos(jt) = sen(kt) cot
t

2
+ cos(kt).
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Integrando ambos lados desde 0 hasta ⇡ se obtiene:

Ik = ⇡ +
k�1X

j=1

Z ⇡

0

cos(jt) dt�
Z ⇡

0

cos(kt) dt = ⇡.

Insertando en (27):

ak(f) = �1

k
.

Por lo tanto, el Teorema ?? implica que:

� log
⇣
2 sen

x

2

⌘
=

1X

k=1

cos(kx)

k
,

para toda x 2 [0, 2⇡]. Algunos valores interesantes se obtienen sustituyendo x = ⇡, 1
en la igualdad anterior:

log(2) = �
1X

k=1

(�1)k

k
,

log

✓
2 sen

1

2

◆
= �

1X

k=1

cos k

k
.

Ejemplo 2. Sea f : R ! R la función 2⇡-periódica dada por:

f(x) =
x� ⇡

2
,

para x 2 [0, 2⇡). Entonces f es de variación acotada en [0, 2⇡]. Al encontrar los
coeficientes de Fourier de f , se obtiene:

x� ⇡

2
= �

1X

k=1

sen(kx)

k
,

para toda x 2 (0, 2⇡).
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[10] Kolmogorov A. Une série de Fourier-Lebesgue divergente presque partout. Fundamenta Mathe-

maticae, no. 4, 324–328, 1922.
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ORCID: https://orcid.org/0000-0002-0405-6998
e-mail: andy-dlm@ciencias.unam.mx



MIXBA’AL,

Revista Metropolitana de Matemáticas.
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CEROS DE POLINOMIOS ALEATORIOS TRIGONOMÉTRICOS

VERANIA HERNÁNDEZ ORGAZ & LILIANA PERALTA

Resumen. En este trabajo damos una deducción detallada de la fórmula de Kac-
Rice y la utilizamos para calcular el valor esperado del número de ráıces, N , en un
intervalo finito de cierta clase de polinomios aleatorios trigonométricos. Además,
probamos la regularidad en Lp para p � 1 de la variable aleatoria N .

1. Introducción

El comportamiento de las ráıces de polinomios aleatorios es un área de investigación
que ha sido desarrollada desde mediados del siglo pasado (vea por ejemplo [12], [13]).
Este tema es relevante para la teoŕıa de Probabilidad y otras áreas de la ciencia
por encontrarse en la intersección de varias ramas de la Matemática y la F́ısica.
Dentro de las clases de los polinomios aleatorios, es de particular interés la de los
trigonométricos debido a sus aplicaciones en F́ısica Nuclear [17]. En 1966 Duannage
[7] probó que el número medio de los ceros reales de polinomios trigonométricos con
coeficientes gaussianos es asintóticamente proporcional al grado del polinomio. A partir
de este trabajo muchos resultados han sido desarrollados hasta nuestros d́ıas (el lector
interesado puede consultar por ejemplo [8], [9], [1]).

El objetivo principal de este trabajo es probar la regularidad en L
p, para p � 1,

de los ceros de polinomios aleatorios trigonométricos sobre el intervalo [0, 1]. Además,
deduciremos la fórmula de Kac-Rice y la aplicaremos al caso de polinomios aleatorios
trigonométricos.

Para lograr nuestro objetivo, en la Sección 2.1 introduciremos la fórmula de Kac, la
cual cuenta el número de ráıces de determinadas funciones deterministas de variable
real. Posteriormente, en la Sección 2.2, extenderemos la fórmula de Kac al caso
estocástico y la aplicaremos en la Sección 3.1 para encontrar el valor esperado del
número de ceros, en el intervalo [0, 1], de los polinomios aleatorios de la forma

(1) Fn(t) =
1p
n

nX

j=1

✓
aj sen

✓
jt

n

◆
+ bj cos

✓
jt

n

◆◆
,

donde {aj}1jn y {bj}1jn son variables aleatorias independientes con distribución
normal estándar. Finalmente, en la Sección 3.2 probaremos la regularidad en L

p de la
ráıces de los polinomios definidos en (1).

2. Fórmula de Kac-Rice

2.1. Fórmula de conteo de Kac. Mark Kac (1914-1984), fue un matemático
polaco que tuvo varias contribuciones en matemáticas, entre ellas, su fórmula de conteo
para el número de ráıces reales de funciones que cumplen determinadas caracteŕısticas,
las cuales llamaremos funciones convenientes.

Definición 1. Una función f : A ⇢ R de clase C
1(A,R), es decir, continuamente

diferenciable sobre A, se dice que es conveniente si satisface las siguientes condiciones:

1. Todas sus ráıces son no degeneradas, es decir, {t 2 A : f(t) = 0 y f
0(t) = 0} =

;.
2. Si A = [a, b], f(a)f(b) 6= 0.
3. Si A = R, f es una función propia, es decir, la imagen inversa de compactos es

compacta.
113
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De aqúı en adelante, cuando hacemos referencia a una función conveniente, su do-
minio determina, por supuesto, las hipótesis que esta cumpla, es decir, si consideramos
una función conveniente en un intervalo compacto entenderemos que en los extremos
de dicho intervalo no deberá anularse y sus ceros serán no degenerados, por otra parte,
si la consideramos en el conjunto de todos los reales, esta función deberá cumplir la
caracteŕıstica de ser propia además de no tener ceros degenerados.

Ejemplos 1. Se muestran algunas funciones que ejemplifican la Definición 1.

1. Las rectas f(x) = mx + b, con m 6= 0, son funciones convenientes tanto en un
intervalo cerrado como en los reales, pues f no tiene puntos donde su derivada
se anule y tiene por ráız x0 = �b

m . Si m = 0 debemos hacer b 6= 0 para que f

conserve la caracteŕıstica de ser conveniente.
2. La función f(x) = sen(x) definida sobre el conjunto de los números reales no

es una función conveniente, pues el conjunto {0} es compacto con la topoloǵıa
usual y f

�1({0}) = {x = n⇡ : n 2 Z} no lo es. Sin embargo, podemos restringir
a f en un intervalo cerrado que contenga un número finito de ráıces y estas
no están en los extremos del intervalo, en tal caso, f śı seŕıa una función
conveniente en dicho intervalo.

3. La función f definida para cada n 2 N\{1} como f(x) = x
n no es una función

conveniente si consideramos el conjunto de los números reales o un intervalo
cerrado que contenga al cero en el dominio de la función, puesto que x = 0 será
un cero degenerado, ya que f

0(x) = nx
n�1.

En la Figura 1 se muestran las gráficas de dos funciones convenientes.

Figura 1. El gráfico de la izquierda representa un polinomio de la
forma p(x) = x

3 + 1 y el de la derecha es la función f(x) = sin(x),
ambas son funciones convenientes en el dominio que se presenta.

Consideremos la siguiente definición.

Definición 2. Sea f : A ✓ R ! R una función. Definimos

(2) N(f,A) = |{t 2 A : f(t) = 0}|,

donde |B| se refiere a la cardinalidad del conjunto B. De esta manera N(f,A)
representa el número de ráıces de f en el subconjunto A.



CEROS DE POLINOMIOS ALEATORIOS TRIGONOMÉTRICOS 115

La proposición que presentamos a continuación es conocida como la fórmula de
Kac (vea [14]). Hemos incluido un resultado obtenido en [6] en el primer punto de la
proposición.

Proposición 3.

i. Sea f : [a, b] ! R una función conveniente, entonces

N(f, [a, b]) = ĺım
"&0

1

2"

Z b

a
I|f(t)|<"|f 0(t)|dt.

Más aún, para 0 < " < mı́n
�
|f(a)|, |f(b)|,mı́nt2[a,b] |f(t)|+ |f 0(t)|

�
, se tiene

N(f, [a, b]) =
1

2"

Z b

a
I|f(t)|<"|f 0(t)|dt.

ii. Sea f : R ! R una función conveniente, entonces se satisface que

N(f,R) = ĺım
"&0

1

2"

Z

R
I|f(t)|<"|f 0(t)|dt.

iii. Sea A 2 {[a, b],R} y sea f : A ! R una función conveniente con v < 1 ráıces
y c < 1 puntos cŕıticos. Entonces para " > 0, se cumple

1

2"

Z

A
I{t2A:|f(t)|<"}|f 0(t)|dt  v + 2c.

Demostración.

i. Consideremos la función g(t) = |f(t)| + |f 0(t)| que es una función continua
sobre un conjunto compacto, entonces alcanza un valor mı́nimo, es decir, existe
t0 2 [a, b] tal que |f(t0)|+ |f 0(t0)| = mı́nt2[a,b] |f(t)|+ |f 0(t)| > 0, este mı́nimo
es positivo porque las ráıces de f no son degeneradas. Sea "0 > 0 tal que "0 <

|f(t0)| + |f 0(t0)|. Vamos a demostrar ahora que N(f, [a, b]) < 1, procedemos
por contradicción como en [6]. Supongamos que existe {tn}n2N ✓ [a, b] tal
que tn < tm si n < m con m,n 2 N y f(tn) = 0, 8n 2 N. Dado que [a, b]
es un compacto, siempre podemos extraer una subsucesión convergente de la
sucesión {tn}n2N, sea esta {tnk}k2N, que converge a T 2 [a, b], para simplificar
la notación, definimos rk := tnk , para todo k 2 N. Por el Teorema del Valor
Medio, para cada k 2 N existe sk 2 (rk, rk+1) tal que:

f
0(sk) =

f(rk+1)� f(rk)

rk+1 � rk
= 0.

Como sk 2 (rk, rk+1) y ĺımk!1 rk = T entonces ĺımk!1 sk = T , la continuidad
de las funciones f y f

0 implica que f(T ) = f
0(T ) = 0, de esta manera, T 2 {t 2

[a, b] : f(t) = 0 y f
0(t) = 0}, lo cual es una contradicción. Se sigue entonces que

N(f, [a, b]) < 1. Notemos la validez de la fórmula de Kac si N(f, [a, b]) = 0, en
este caso f(t) 6= 0, 8t 2 [a, b] entonces |f(t)| > 0, 8t 2 [a, b], por la continuidad
de f , se tiene que el valor mı́nimo de la función es también mayor que 0, sea
este |f(s0)| = mı́nt2[a,b] |f(t)| > 0, para " > 0 tal que " < |f(s0)| se sigue que

{t 2 [a, b] : |f(t)| < "} = ; por lo que
R b
a I{t2[a,b]:|f(t)|<"}|f 0(t)|dt = 0, y aśı

ĺım
"&0

1

2"

Z b

a
I{t2[a,b]:|f(t)|<"}|f 0(t)|dt = 0.

Supongamos ahora que f tiene al menos una ráız en [a, b], consideramos
entonces {s1, . . . , sn} el conjunto de ráıces de f en [a, b], tal que sk < sk+1

con k 2 {1, . . . , n� 1} y sea " < mı́n
�
|f(a)|, |f(b)|, 1

2 mı́nt2[a,b] |f(t)|+ |f 0(t)|
�
.

Observemos que la componente conexa de sk en el conjunto {t 2 [a, b] :
|f(t)| < "} es un intervalo de la forma (ak, bk) por la continuidad de la función,
de manera que las componentes de sk y sk+1 son disjuntas entre śı, si se
intersectaran, tendrémos que dicha intersección es un intervalo de la forma
(ak+1, bk), que contiene a ambas ráıces, de ser aśı, |f | restringida a este, es
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continuamente diferenciable, por el Teorema del Valor Medio, existe un punto
cŕıtico en la componente conexa, lo cual es una contradicción a la elección de
", pues al elegir " < mı́nt2[a,b] |f(t)|+ |f 0(t)|, si existiera un punto cŕıtico en tal
conjunto, digamos c0, necesariamente

|f(c0)| = |f(c0)|+ |f 0(c0)| < mı́n
t2[a,b]

|f(t)|+ |f 0(t)|.

Esto último no puede pasar. De esta manera, las componentes conexas de ráıces
distintas son disjuntas entre śı, además, por la continuidad de f se cumple
|f(ak)| = |f(bk)| = ", como ya vimos que no puede haber puntos cŕıticos en
la componente conexa (ak, bk), entonces f 0 no cambia de signo, lo que implica
que f(ak)f(bk) < 0, además f es biyectiva en tal intervalo y sk es la única ráız
contenida ah́ı, por lo tanto:

|f(bk)� f(ak)| =
Z bk

ak

|f 0(t)|dt = 2".

Vemos que para cada k 2 {1, . . . , n};

1

2"

Z bk

ak

|f 0(t)|dt = 1.

Luego,

{t 2 [a, b], |f(t)| < "} =
n[

k=1

(ak, bk).

Aśı, para todo " > 0, tal que

" < � = mı́n

✓
|f(a)|, |f(b)|, 1

2
mı́n
t2[a,b]

|f(t)|+ |f 0(t)|
◆

se sigue

1

2"

Z b

a
I{t2[a,b]:|f(t)|<"}|f 0(t)|dt = 1

2"

nX

k=1

Z bk

ak

|f 0(t)| = N(f, [a, b]).

ii. Como f es una función propia, se tiene que f
�1([�1, 1]) = [c, d] para algunos

c, d 2 R, la función restringida a ese intervalo es una función conveniente
siempre que f(c)f(d) 6= 0, si ocurriera que alguno o ambos de los extremos
fueran tales que la función se anule, basta considerar un intervalo de la forma
[�x, x] tal que f

�1([�x, x]) = [c, d] cumpla lo necesario para que la función f

sea conveniente, esto es posible por el teorema del valor intermedio. Más aún,
N(f, [c, d]) = N(f,R), utilizando el primer punto anterior, se sigue el punto (2)
de la proposición.

iii. Ya se ha mostrado que, para 0 < " < � se satisface

1

2"

Z

A
I{t2A:|f(t)|<"}|f 0(t)|dt = 1

2"

vX

k=1

Z bk

ak

|f 0(t)|dt = v  v + 2c.

Ahora, sea " > 0 cualquiera, como la función f tiene c puntos cŕıticos,
por el Teorema de Rolle, f(t) = " tiene una cantidad finita de soluciones,
por lo tanto, el conjunto {t 2 A : |f(t)| < "} tiene una cantidad finita
de componentes conexas. Digamos entonces que el número de componentes
conexas es n, dichas componentes tienen la forma (ak, bk), son disjuntas y
cumplen que |f(ak)| = |f(bk)| = " para k = 1, 2, 3 . . . , n. Note que si (ak, bk)
no tiene puntos donde la derivada cambia de signo, entonces f es creciente,
o bien, decreciente sobre la componente (ak, bk), entonces f(ak)f(bk) < 0, la
continuidad de f implica que hay una única ráız en la componente (ak, bk).
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Definimos los siguientes conjuntos:

K1 = {i 2 {1, . . . , n} : (ai, bi) contiene puntos donde

la derivada cambia de signo} ,
K2 = {i 2 {1, . . . , n} : (ai, bi) no contiene puntos donde

la derivada cambia de signo} ,

Por lo observado anteriormente |K2| = v, además, |K1|  c. Luego, para cada
k 2 K1 sean t1 < t2 < . . . < tlk los puntos de cambio de signo de la derivada
sobre la componente (ak, bk), entonces
Z bk

ak

|f 0(t)|dt =
Z t1

ak

|f 0(t)|dt+
Z t2

t1

|f 0(t)|dt+ · · ·+
Z bk

tlk

|f 0(t)|dt

= |f(t1)� f(ak)|+ |f(t2)� f(t1)|+ · · ·+ |f(bk)� f(tlk)|
 2"(lk + 1).

Escribimos lo siguiente

1

2"

Z

A
I{t2A:|f(t)|<"}|f 0(t)|dt = 1

2"

nX

k=1

Z bk

ak

|f 0(t)|dt

=
1

2"

 
X

K1

Z bk

ak

|f 0(t)|dt+
X

K2

Z bk

ak

|f 0(t)|dt
!

= |K2|+
1

2"

X

K1

Z bk

ak

|f 0(t)|dt

= v +
1

2"

X

K1

Z bk

ak

|f 0(t)|dt

 v +
1

2"

X

K1

2"(lk + 1)

 v + c+
X

k2K1

lk

 v + 2c.

Note que en el caso en que f(t) = " no tiene soluciones, la componente conexa
de {t 2 A : |f(t)| < "} es el intervalo (a, b), el cual tiene a lo más c puntos
donde la derivada cambia de signo, entonces, sean estos t1, t2, . . . , tc, por lo que

1

2"

Z b

a
|f 0(t)|dt = 1

2"

 Z t1

ak

|f 0(t)|dt+
Z t2

t1

|f 0(t)|dt+ · · ·
Z bk

tc

|f 0(t)|dt
!

=
1

2"
(|f(t1)� f(ak)|+ |f(t2)� f(t1)|+ · · ·+ |f(b)� f(tc)|)

 1

2"
2"(c+ 1)  v + 2c.

Por lo que obtenemos el resultado deseado.

⇤

Antes de establecer el principal resultado de esta sección, introducimos la siguiente
defininción.

Definición 4. Una función aleatoria de variable real t 2 A ✓ R es una función tal
que para cada t, el valor que toma la función es una variable aleatoria. Es decir, una
función aleatoria es un proceso estocástico.
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En este análisis centraremos la atención en funciones aleatorias de la siguiente forma

(3) F (t) = F!(t) =
nX

k=0

Xk(!)fk(t),

donde f0, f1, f2, . . . , fn : A ! R son funciones continuamente diferenciables y {Xk :
k = 0, 1, 2, . . . , n} son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas
con media cero y varianza vk.

La funciones de covarianza y media de (3), respectivamente, estan determinadas
por

(4) K(s, t) =
nX

k=0

vkfk(t)fk(s).

y

µt = E(F (t)) =
nX

k=0

E(Xk)fk(t).

2.2. Fórmula de Kac-Rice. Stephen Oswald Rice (1907 - 1986), fue un informáti-
co estadounidense que tuvo una gran influencia en la teoŕıa de la información y las
telecomunicaciones. Rice es a quien se le atribuye parte del nombre de la fómula sub-
yacente de la teoŕıa de polinomios aleatorios, es decir, la llamada fórmula de Kac-Rice.

Ahora aplicaremos la fórmula de Kac, presentada en la Proposición 3, a la función
F definida en la ecuación (3). Además, necesitaremos hacer uso de las siguientes
hipótesis.

Sea (⌦,F ,P) un espacio de probabilidad.

Hipótesis 1: La función aleatoria F es casi seguramente conveniente, es decir,
el conjunto de puntos donde F no es conveniente tiene probabilidad cero.
Hipótesis 2: 9M > 0 en los reales, tal que N(F,A) + N(F 0

, A) < M , donde
N(F,A) y N(F 0

, A) son como en (2). Aqúı A = R ó A es un intervalo compacto.

El número de ráıces reales de la función aleatoria F es una variable aleatoria
discreta, aśı que encontrar el valor esperado de esta variable aleatoria es equivalente
a contar las ráıces de F haciendo uso de la Proposición 3, para cada ! 2 ⌦.

Supongamos que F satisface la Hipótesis 1, por lo tanto, la fórmula de conteo de
Kac implica que

N(Fw, A) = ĺım
✏&0

N"(Fw, A).

Y en consecuencia

E[N(F,A)] =

Z

⌦
N(F,A)P(d!) =

Z

⌦
ĺım
✏&0

N"(F!, A)P(d!).

El teorema de la convergencia dominada nos permite intercambiar la integral con
el ĺımite en la ecuación anterior. Para aplicarlo se requiere que para m 2 N, N"(Fw, A)
converja puntualmente y este acotado. En efecto, considerando " = 1

m , vemos que
converge a N(F,A) y por la Hipótesis 2, tenemos que N(F,A) es acotada. Además,
por el punto III de la Proposición 3 podemos asegurar queN"(F!, A)  vw+2cw < 2M ,
para todo m 2 N, aśı que utilizando el teorema de Fubini podemos intercambiar la
esperanza con la integral, obteniendo lo siguiente

Z

⌦
ĺım
✏&0

N"(F!, A)P(d!) = ĺım
✏&0

Z

⌦
N"(F!, A)P(d!)

= ĺım
✏&0

E (N"(F,A))

= ĺım
"&0

E
✓

1

2"

Z

A
I{t2A:|F (t)|<"}|F 0(t)|dt

◆

= ĺım
"&0

1

2"

Z

A
E
⇥
I{t2A:|F (t)|<"}|F 0(t)|

⇤
dt.
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En resumen

(5) E[N(F,A)] = ĺım
"&0

1

2"

Z

A
E
⇥
I{t2A:|F (t)|<"}|F 0(t)|

⇤
dt.

Observación 5. Note que todo lo que se ha realizado a partir de las hipótesis 1
y 2 se ha hecho sin hacer alguna suposición adicional sobre las variables aleatorias
involucradas en la definición de la función F .

Ahora supondremos que Xk ⇠ N(0, vk), la razón de hacer esta suposición adicional
es que conocemos varias propiedades de variables y vectores aleatorios Gaussianos que
simplifican considerablemente los cálculos.

Al querer calcular la esperanza en (5), buscamos entonces la densidad conjunta
del vector aleatorio (F (t), F 0(t)), pues E

⇥
I{t2A:|F (t)|<"}|F 0(t)|

⇤
es el valor esperado de

una función H que depende de las variables aleatorias X = F (t) y Y = F
0(t), H está

definida por H(x, y) = I|x|<"|y|.
Para cada t, F (t) y F

0(t) son una combinación lineal de variables aleatorias
normales, entonces tienen distribución normal; mostraremos que el vector (F (t), F 0(t))
es un vector Gaussiano, en efecto, basta probar que cualquier combinación lineal de
las componentes del vector se distribuye normal, aśı que consideramos a, b 2 R, tales
que
(6)

aF (t) + bF
0(t) = a

nX

k=0

Xk(w)fk(t) + b

nX

k=0

Xk(w)f
0
k(t) =

nX

k=0

Xk(w)(afk(t) + bf
0
k(t)).

La función definida en la ecuación (6) se distribuye normal, ya que es una combinación
lineal de variables aleatorias independientes normales, lo cual es suficiente para afirmar
que (F (t), F 0(t)) es un vector aleatorio Gaussiano. Su matriz de covarianza Mt está
determinada por:

Mt =

✓
At Bt

Bt Ct

◆
.

Como E(Xk) = 0 para toda k, entonces E(F (t)) = E(F 0(t)) = 0 y por tanto:

At = Cov(F (t), F (t)) = E [(F (t)� µt)(F (t)� µt)] = E[F (t)2].

Bt = Cov(F (t), F 0(t)) = E [(F (t)� µt)(F
0(t)� µ

0
t)] = E[F (t)F 0(t)].

Ct = Cov(F 0(t), F 0(t)) = E [(F 0(t)� µ
0
t)(F

0(t)� µ
0
t)] = E[F 0(t)2].

Supongamos ahora que At > 0 aśı que definimos Ut := �t
At

donde �t := detMt =

AtCt �B
2
t , 8t 2 A. Note que si �t > 0 y At > 0 entonces Ct > 0.

Es momento de hacer una hipótesis adicional:
Hipótesis 3: �t > 0, 8t 2 A.

La intención de esta tercera hipótesis es asegurar la existencia de la función de
densidad conjunta de (F (t), F 0(t)), la cual, en este caso es normal bivariada.

Por lo tanto,

(7) E
⇥
I{t2A:|F (t)|<"}|F 0(t)|

⇤
=

Z

R

Z

R
I|x|<"|y|g(x, y)dxdy.

Donde,

g(x, y) =
1

2⇡
p
�t

exp

⇢
�1

2
(x, y)M�1

t (x, y)|
�
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es la densidad conjunta del vector aleatorio (F (t), F 0(t)). Completando cuadrados en
el argumento de la exponencial que se encuentra en la definición en g se obtiene:

(x, y)M�1
t (x, y)| =

1

�t

�
Ctx

2 � 2Btxy +Aty
2
�

=
1

�t

✓
Aty

2 � 2Btxy +
B

2
t

At
x
2 +

✓
Ct �

B
2
t

At

◆
x
2

◆

=
1

�t

 
At

✓
y � Bt

At
x

◆2

+

✓
Ct �

B
2
t

At

◆
x
2

!

=
1

�t

 
At

✓
y � Bt

At
x

◆2

+
�t

At
x
2

!

=
At

�t

✓
y � Bt

At
x

◆2

+
x
2

At
.

Con lo anterior,

g(x, y) =
1

2⇡
p
�t

exp

(
� At

2�t

✓
y � Bt

At
x

◆2

� x
2

2At

)
.

Aśı que, sustituyendo en la ecuación (7), se tiene:

E
⇥
I{t2A:|F (t)|<"}|F 0(t)|

⇤

=

Z

R

Z

R
I|x|<"|y|

1

2⇡
p
�t

exp

(
� At

2�t

✓
y � Bt

At
x

◆2

� x
2

2At

)
dxdy

=

Z

R

1

2⇡
p
�
I|x|<"

 Z

R
|y| exp

(
� At

2�t

✓
y � Bt

At
x

◆2

� x
2

2At

)
dy

!
dx

=

Z "

�"

1

2⇡
p
�

exp

⇢
� x

2

2At

� Z

R
|y| exp

(
� At

2�t

✓
y � Bt

At
x

◆2
)
dy

!
dx

=

Z "

�"
�t(x)dx.

Usando la notación

�t(x) :=
1p
2⇡At

exp

⇢
�x

2

2At

�
·

0

@ 1q
2⇡�t

At

Z

R
|y| exp

(
� At

2�t

✓
y � Btx

At

◆2
)
dy

1

A

=
1p
2⇡At

exp

⇢
�x

2

2At

�Z

R

1p
2⇡Ut

|y| exp
(
� 1

2Ut

✓
y � Btx

At

◆2
)
dy.

Definimos  (Btx
At

,Ut)(y) como la función de densidad de la variable aleatoria Y ⇠

N

⇣
Btx
At

, Ut

⌘
, de esta manera

�t(x) =
1p
2⇡At

exp

⇢
�x

2

2At

�Z

R
|y| (Btx

At
,Ut)(y)dy

=
1p
2⇡At

exp

⇢
� x

2

2At

�
E[|Y |].

Luego,

(8) ĺım
"&0

1

2"
E
⇥
I{t2A:|F (t)|<"}|F 0(t)|

⇤
= ĺım

"&0

1

2"

Z "

�"
�t(x)dx = �t(0).
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La última igualdad se da por la aproximación a la Delta de Dirac, ya que podemos
pensar a la función �t como una función de prueba que se anula fuera del intervalo
(�", "), debido a que " > 0 es lo suficientemente pequeño (vea por ejemplo [15]).

Ahora, queremos utilizar el resultado obtenido en (8) para calcular el valor esperado
del número de ráıces de F con la fórmula en (5), por lo que debemos intercambiar la
integral con el ĺımite, para esto, se sabe por la desigualdad de Cauchy-Schwarz que

E(|Y |) 
p
Var(Y ) + (E(Y ))2.

Como la Var(Y ) = Ut y E[Y ] = Bt
At

x, se sigue que

E[|Y |] 

s

Ut +

✓
Bt

At
x

◆2


p
Ut +

|Btx|
At

.

Se observa que �t(x) es siempre positiva, más aún, si consideramos |x|  1, que

exp
n
� x2

2At

o
 1 y definimos '(t) := 1p

2⇡

✓p
�t

At
+ |Bt|

A
3
2
t

◆
, entonces

�t(x) 
1p
2⇡At

exp

⇢
� x

2

2At

�✓p
Ut +

|Btx|
At

◆
 1p

2⇡

 p
�t

At
+

|Bt|

A

3
2
t

!
= '(t).

Es decir, para |x|  1, �t(x)  '(t), notemos que la condición |x|  1 no afecta al
resultado que queremos obtener, puesto queX = F (t) la cual en la Fórmula de que Kac
(vea Proposición 3) está acotada por ". Ahora, como queremos utilizar nuevamente el
Teorema de la convergencia Dominada de Lebesgue para intercambiar el ĺımite y la
integral en cuestión, necesitamos agregar la siguiente hipótesis:

Hipótesis 4: La función '(t) es integrable sobre el conjunto A, lo cual significa
que,

R
A '(t)dt < 1.

De esta manera, E[I|F (t)<"||F 0(t)|] =
R "
�" �t(x)dx 

R
A '(t)dt . Se sigue entonces

que

E[N(F,A)] = ĺım
"&0

1

2"

Z

A
E[I{t2A:|F (t)|<"}|F 0(t)|]dt

=

Z

A
ĺım
"&0

1

2"

Z "

�"
�t(x)dx

=

Z

A
�t(0)

=

Z

A

1p
2⇡At

Z

R
|y| 0,Ut(y)dy.

Por la simetŕıa de la distribución normal, se obtiene

�t(0) =
2p
2⇡At

Z 1

0

1p
2⇡Ut

y exp

⇢
� y

2

2Ut

�
dy

=
Ut

⇡
p
AtUt

=
1

⇡

r
Ut

At

=

p
�t

⇡At
.

Notemos ahora que

K
0
t(s, t) =

@

@t

nX

k=0

vkfk(s)fk(t) =
nX

k=0

vkfk(s)f
0
k(t) = E[F (s)F 0(t)],

por lo que Bt = K
0
t(t, t). Aśı mismo,
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K
00
st(s, t) =

@
2

@s@t

nX

k=0

vkfk(s)fk(t) =
nX

k=0

vkf
0
k(s)f

0
k(t) = E[F 0(s)F 0(t)],

de este modo, Ct = K
00
st(t, t) y At = K(t, t).

Finalmente,

@
2

@s@t
(logK(t, t)) =

K(t, t)K 00
st(t, t)�K

0
t(t, t)

2

K(t, t)2
=

AtCt �B
2
t

A
2
t

=
�t

A
2
t

.

De esta manera, concluimos que

E[N(F,A)] =
1

⇡

Z

A

r
@2

@s@t
log(K(t, t))dt.

Aśı hemos demostrado el siguiente Teorema que lleva por nombre “Fórmula de
Kac-Rice”(Vea Teorema 2.3 de [14]).

Teorema 6. Sea F una función aleatoria definida como en (3) con Xk ⇠ N(0, vk),
tal que cumple las Hipótesis 1, 2, 3 y 4. Entonces se satisface lo siguiente

E[N(F,A)] =
1

⇡

Z

A

r
@2

@s@t
log(K(t, t))dt,

donde N(F,A) y K(s, t) estan definidos en (2) y (4), respectivamente.

3. Polinomios aleatorios trigonométricos

Si en la función definida en la ecuación (3) se toma fk(t) = cos(kt) ó fk(t) = sen(kt),
entonces F es un polinomio trigonométrico con coeficientes aleatorios. En esta sección
vamos a considerar las funciones f0, f1, . . . , f2n : [0, 1] ! R de la siguiente forma:
f0 = 0 y

fk(t) =
1p
n

8
<

:

sen
�
rt
n

�
, si k = 2r,

cos( rtn ), si k = 2r + 1,

donde r 2 N. Además, vamos a considerar Xk = ak si k es par y Xk = bk si es
impar, para k = 1, 2, . . . , 2n con {ak}, {bk} variables aleatorios independientes e
identicamente distribuidas con distribución normal estándar. De esta manera, Fn tiene
la forma de un polinomio aleatorio trigonométrico de grado n normalizado:

(9) Fn(t) =
1p
n

nX

j=1

✓
aj sen

✓
jt

n

◆
+ bj cos

✓
jt

n

◆◆
.

3.1. Valor esperado del número de ráıces. Vamos a calcular el valor esperado
del número de ráıces de Fn utilizando el Teorema 6, para lo cual debemos verificar las
cuatro hipótesis que se plantean en el teorema.

Comenzamos observando que Fn es casi seguramente conveniente en el intervalo
[0, 1]. Para esto es necesario enunciar el siguiente resultado de E. V. Bulinskaya [4,
Teorema 1] el cual proporciona condiciones generales para asegurar que un proceso
estocástico no tenga puntos cŕıticos en ciertos puntos.

Proposición 7. Sea {X(t) : t 2 [a, b]} un proceso estocástico con trayectorias de
clase C

1. Suponga que para cada t 2 [a, b] la variable aleatoria X(t) es absolutamente
continua con densidad uniformemente acotada en t 2 [a, b]. Entonces

P ({t : t 2 [a, b], X(t) = 0, X 0(t) = 0} 6= ;) = 0.

Como aj y bj son variables aleatorias independientes con distribución normal
estándar el resultado se sigue directamente de la Proposición 7 (el lector interesado
puede ver el trabajo de Ylvisaker [18] para ver una prueba complementaria de esta
afirmación).
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Ahora veamos que se satisface la hipótesis 2. Los polinomios trigonométricos no
normalizados, es decir, F (t) =

Pn
j=1 (aj sen (jt) + bj cos (jt)) tiene a lo más 2n ceros

(vea [14, pp. 7]). Por lo anterior, como el polinomio que estamos trabajando śı
es normalizado, el número de ráıces es a lo más n ya que los argumentos de las
funciones sin y cos están divididos por n, más aún F

0
n(t) es también un polinomio

trigonométrico de grado n entonces Fn tienen a lo más n puntos cŕıticos, de esta
manera N(Fn, [0, 1]) +N(F 0

n, [0, 1]) < 2n+ 1.
Para la hipótesis 3 debemos verificar que el determinante �t = AtCt � Bt > 0.

Recordando que At = K(t, t), Bt = K
0
t(t, t) y Ct = K

00
st(t, t), es necesario establecer la

función de covarianza para el polinomio trigonométrico Fn, entonces

K(s, t) =
1

n

nX

j=1

✓
sen

✓
jt

n

◆
sen

✓
js

n

◆
+ cos

✓
jt

n

◆
cos

✓
js

n

◆◆

=
1

n

nX

j=1

cos

✓
j(s� t)

n

◆
.

Cabe mencionar que la función de covarianza depende solamente de la diferencia
s� t, es decir, los polinomios trigonométricos son procesos estacionarios. Calculamos
las parciales de K, lo cual nos permite determinar At, Bt y Ct

K
0
s(s, t) = � 1

n2

nX

j=1

j sen

✓
j(s� t)

n

◆
,

K
00
st(s, t) =

1

n3

nX

j=1

j
2 cos

✓
j(s� t)

n

◆
.

Ahora bien, se tiene que

At = K(t, t) =
1

n

nX

j=1

✓
sen2

✓
jt

n

◆
+ cos2

✓
jt

n

◆◆
= 1,

Bt = K
0
t(t, t) =

1

n2

nX

j=1

j sen(0) = 0,

Ct = K
00
st(t, t) =

1

n3

nX

j=1

j
2 cos(0) =

1

n3

nX

j=1

j
2 =

(n+ 1)(2n+ 1)

6n2
.

Lo anterior implica que el determinante en cuestión es �t = Ct, es decir,

�t =
(n+ 1)(2n+ 1)

6n2
> 0.

De esta manera, se satisface la Hipótesis 3.
Resta comprobar la hipótesis 4. Sea

'(t) =
1p
2⇡

 p
�t

At
+

|Bt|

A

3
2
t

!
=

r
�t

2⇡
=

p
(n+ 1)(2n+ 1)

2n
p
3⇡

,

entonces ' es una función constante que sobre el intervalo [0, 1] es integrable.
Como consecuencia de lo anterior podemos usar la fórmula de Kac-Rice (vea

Teorema 6), recordemos que

@
2

@s@t
(logK(t, t)) =

�t

A
2
t

.

En el caso de polinomios trigonométicos, resulta entonces que

�t

A
2
t

=
(n+ 1)(2n+ 1)

6n2
.
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Por lo tanto,

E[N(Fn, [0, 1])] =
1

⇡

Z 1

0

r
(n+ 1)(2n+ 1)

6n2
dt =

p
(n+ 1)(2n+ 1)p

6⇡n
.

Observemos que
p
(n+ 1)(2n+ 1)

n
=

r
2n2 + 3n+ 1

n2
=

r
2 +

3

n
+

1

n2
.

Luego, cuando n ! 1, se tiene que
p

(n+1)(2n+1)

n =
p
2. Entonces

ĺım
n!1

E[N(Fn, [0, 1])] =

p
3

3⇡
< 1.

En realidad, si analizamos la expresión obtenida para el valor esperado del número de
ráıces de Fn: p

(n+ 1)(2n+ 1)p
6⇡n

notamos que siempre es un número estrictamente menor que 1. Esto se verifi-
ca al realizar algunos cálculos y observar que para todo n 2 N se satisface que
(2 � 6⇡2)n2 + 3n + 1 < 0; esto último es cierto ya que al considerar la parábola
descrita por y = (2� 6⇡2)x2 + 3x+ 1 se puede mostrar que es una parábola vertical

que abre haćıa abajo con sólo una ráız positiva (3±
p
1+24⇡)

�4+12⇡ < 1, entonces todo x > 1

cumple (2� 6⇡2)x2 + 3x+ 1 < 0 y de manera particular
p

(n+1)(2n+1)p
6⇡n

< 1 para todo

n 2 N.

Dicho de otra manera, para cualquier grado del polinomio trigonométrico, el valor

esperado del número de ráıces reales tiende al valor constante
p
3

3⇡ , es decir, se esperaŕıa
que no haya ráıces en el intervalo [0, 1].

Observación 8. La varianza del número de ráıces reales de polinomios trigo-
nométricos ya se ha estudiado en [10]. En este trabajo se puede encontrar una es-
timación de la varianza para polinomios de la forma

Pn
j=1 aj cos(jt), en el intervalo

(0, 2⇡), si bien, la forma del los polinomios y el intervalo no son los que estamos
considerando en este trabajo, se puede realizar un cambio de variable para ajustar los
resultados.

3.2. Regularidad L
p. El objetivo de esta sección es probar la siguiente proposición.

Proposición 9. Sea N(Fn, I) el número de ráıces sobre el intervalo I = [0, 1] del
polinomio trigonométrico Fn definido en (9). Entonces

E[N(Fn, I)
p] < 1,

para toda p � 1.

Para esto, vamos a utilizar, entre otros resultados, el siguiente lema que generaliza el
Teorema de Rolle y el error de interpolación polinomial de Lagrange (vea por ejemplo
[5]).

Lema 10. Suponga que f : [a, b] ! R es de clase Ck con k � 1, y que existen
x1, x2, . . . , xk 2 [a, b] tales que f(xi) = 0 para i = 0, 1, 2, . . . , k. Entonces para j < k

existen y1, . . . , yk�j 2 [a, b] en los cuales f 0(yi) = 0 con i = 0, 1, 2, . . . , k � j, más aún,
para todo x 2 [a, b] existen ⇠, ⌘ 2 (a, b) que satisfacen:

f(x) =
1

k!
f
(k)(⇠)

kY

i=1

(x� xj) y f
(j)(x) =

1

(k � j)!
f
(k)(⌘)

k�1Y

i=1

(x� yi).
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Demostración. Se hará un argumento inductivo para probar la afirmación anterior, si
j = 0, sólo se debe probar que f(x) = 1

k!f
(k)(⇠)

Qk
i=1(x� xj), lo cual se sigue de usar

el polinomio de interpolación de Lagrange (vea [5]), el cual establece que si conocemos
los valores que toma la función f en k puntos, entonces existe ⇠ 2 (a, b) tal que

f(x) = P (x) +
f
(k)(⇠)

k!

kY

i=1

(x� xi),

donde P (x) =
Pk

s=0 f(xs)
Qk

s=1,s 6=i
x�xs
xi�xs

, como f(xi) = 0 para i = 1, 2, . . . , k se sigue
que P (x) = 0 y aśı

f(x) =
f
(k)(⇠)

k!

kY

i=1

(x� xi).

Ahora, para j = 1, consideramos los k � 1 intervalos de la forma [xi, xi+1] con
i = 1, 2, . . . , k � 1, en cada uno de estos intervalos f es continuamente diferenciable
y se anula en los extremos, por lo que podemos hacer uso del Teorema de Rolle, lo
que significa que para cada i = 1, 2, . . . , k � 1 existe yi 2 (xi, xi+1) tal que f

0(yi) = 0,
entonces conocemos el valor de f

0 en k � 1 puntos, dicho valor es cero y tal como se
hizo arriba, por el teorema de interpolación de Lagrange, existe ⌧ 2 (a, b) tal que

f
0(x) =

f
(k)(⌧)

(k � 1)!

k�1Y

i=1

(x� yi).

Supongamos válido el caso k = n, es decir, existen wi 2 (a, b) tales que f
(n)(wi) = 0

para i = 1, 2, . . . , k � n, de manera que

f
(n)(x) =

f
(k)(⌧)

(k � n)!

k�nY

i=1

(x� wi),

Para algún ⌧ 2 (a, b). Consideramos ahora los k�n�1 intervalos de la forma [wi, wi+1]
con i = 1, 2, . . . , k � n � 1, en los cuales es válido el teorema de Rolle para f

(n), aśı
que existe yi 2 [wi, wi+1] tal que f

(n+1)(yi) = 0 con n + 1  k, utilizando el mismo
argumento que en el caso anterior, existe ⌘ 2 (a, b) tal que

f
(n+1)(x) =

f
(k)(⌘)

(k � n� 1)!

k�n�1Y

i=1

(x� yi),

con lo cual queda probado el resultado.
⇤

También haremos uso del siguiente resultado obtenido de [2].

Lema 11. Sea I un intervalo fijo de longitud |I|. Para cualquier k 2 N

E

sup
t2I

|F (k)
n (t)|2

�
 2

|I| (1 + |I|2).

donde F
k
n representa la derivada k�ésima de Fn.

Demostración. Haremos la demostración utilizando los siguientes dos puntos.

1. Si f : [a, b] ! R es una función de clase C1, escribimos las siguientes igualdades:

f(t) =
1

b� a

 Z b

a
f(s)ds�

Z t

a
f(s)ds�

Z b

t
f(s)ds+ (b� a)f(t)

!

=
1

b� a

Z b

a
f(s)ds+

1

b� a

 Z b

t
(s� a)f 0(s)ds+

Z t

a
(s� b)f 0(s)ds

!
.

A partir de esto, se tiene



126 VERANIA HERNÁNDEZ ORGAZ & LILIANA PERALTA

|f(t)|  1

b� a

Z b

a
|f(s)|ds+ 1

b� a

 Z t

a
|b� a||f 0(s)|ds+

Z b

t
|a� b||f 0(s)|ds

!

 1

b� a

Z b

a
|f(s)|ds+

Z b

a
|f 0(s)|ds.

Por lo tanto,

sup
t2I

|f(t)|  1

b� a

Z b

a
f(s)ds+

Z b

a
|f 0(s)|ds.

Recordamos que para x, y 2 R se satisface (x + y)2  2x2 + 2y2, entonces,

consideramos x = 1
b�a

R b
a |f(s)|ds y y =

R b
a |f 0(s)|ds, aśı

✓
sup
t2I

|f(t)|
◆2

 2

(b� a)2

 Z b

a
|f(s)|ds

!2

+ 2

 Z b

a
|f 0(s)|ds

!2

.

Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz se sigue que

2

(b� a)2

 Z b

a
|f(s)|ds

!2

+ 2

 Z b

a
|f 0(s)|ds

!2

 2

(b� a)2

Z b

a
f(s)2ds+ 2

Z b

a
f
0(s)2ds.

De esta manera, por transitividad

sup
t2I

|f(t)|2  2

(b� a)2

Z b

a
f(s)2ds+ 2

Z b

a
f
0(s)2ds.

2. Para n,m 2 N, se observa que

F
(2m)
n (t) =

1p
n

nX

j=1

aj(�1)m
✓
j

n

◆2m

cos

✓
j

n
t

◆

+ bj(�1)m
✓
j

n

◆2m

sin

✓
j

n
t

◆

F
(2m+1)
n (t) =

1p
n

nX

j=1

aj(�1)m+1

✓
j

n

◆2m

sin

✓
j

n
t

◆

+ bj(�1)m+1

✓
j

n

◆2m+1

cos

✓
j

n
t

◆
.

Entonces, por las suposiciones sobre aj y bj se sigue que:

(10) E[F (k)
n (t)2] =

1

n

nX

j=1

✓
j

n

◆2k

=
1

n

 ✓
1

n

◆2k

+

✓
2

n

◆2k

+ · · ·
!

 1.

La desigualdad (10) nos permite utilizar el teorema de Fubini de manera que

E
✓
sup
t2I

|F (k)
n (t)|2

◆
 2

(b� a)2

Z b

a
E(F (k)

n (s)2)ds+ 2

Z b

a
E(F (k+1)

n (s)2)ds

 2

b� a
+ 2(b� a),

concluyendo aśı la prueba. ⇤
Demostración de la Proposición 9. La variable aleatoria N = N(Fn, I) es discreta,

ya que cuenta el número de ráıces reales en el intervalo I, entonces

E(Np) =
1X

k=1

k
p
P (N = k) 

1X

k=1

k
p
P (N � k).
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Para acotar la suma del lado derecho de la desigualdad anterior vamos a trabajar con
P (N � k) usando el Lema 10. Resulta que si suponemos que supt2I |F (k)(t)|  M con
M > 0 se satisface lo siguiente

|Fn(c)| 
M |I|k

k!
y |F (j)

n (c)|  M |I|k�j

(k � j)!

con c = a+b
2 . Aśı, podemos descomponer esta probabilidad de la siguiente manera:

P (N � k) = P (N � k, sup
t2I

|F (k)
n (t)|  M) + P (N � k, sup

t2I
|F (k)

n (t)| > M)

 P (N � k, sup
t2I

|F (k)
n (t)|  M) + P (sup

t2I
|F (k)

n (t)| > M)

= T1 + T2.

Analizamos primero T1, se observa que {N � k, supt2I |F
(k)
n (t)|  M} implica que

estamos considerando que existan al menos k ráıces y que supt2I |F
(k)
n (t)|  M , aśı

que por lo discutido antes, tenemos

T1 = P (N � k, sup
t2I

|F (k)
n (t)|  M)  P

✓
|Fn(c)| 

M |I|k

k!
, |F (j)

n (c)|  M |I|k�j

(k � j)!

◆

 P

✓
|F (j)

n (c)|  M |I|k�j

(k � j)!

◆
.

Por la desigualdad de Markov, que establece que para una variable aleatoria X y a 2 R
se cumple a

2
P (|X| � a)  E(X2), se sigue que:

T2 = P

✓
sup
t2I

|F (k)
n (t)| > M

◆
 1

M2
E
✓
sup
t2I

|F (k)
n (t)|2

◆
.

Además por el Lema 11, E(supt2I |Fn(t)|2)  2
|I| (1 + |I|2), de esta manera

P

✓
sup
t2I

|F (k)
n (t)| > M

◆
 2

M2|I| (1 + |I|2).

Entonces,

P (N � k)  2

M2|I| (1 + |I|2) + P

✓
|F (j)

n (c)|  M |I|k�j

(k � j)!

◆
.

Para trabajar con la última expresión, enunciamos el siguiente lema, cuya demos-
tración se puede encontrar en [11]:

Lema 12. Sea j 2 N0 fijo. Existe una constante C = C(j) > 0 tal que para todo
n 2 N, T > 0 y � 2 [0, 2⇡] se cumple

P

 �����
X

(j)
n (�)

nj

�����  T

!
 C(T + T

�1/2
n
� 2j+1

, 4)

donde Xn =
Pn

k=1 atsin(kt) + btcos(kt).

El lema anterior es válido para � 2 [0, 2⇡], en particular es válido para � = c
n , de

manera que, X(j)
n (�)
nj = F

(j)
n (c), y considerando T = M |I|k�j

(k�j)! resulta que

P

✓
F

(j)
n (c)  M |I|k�j

(k � j)!

◆
 C

 
M |I|k�j

(k � j)!
+

s
(k � j)!

M |I|k�j
n
� 2j+1

4

!

Entonces,

P (N � k)  C

 
1

M2
+

M |I|k�j

(k � j)!
+

s
(k � j)!

M |I|k�j
n
� 2j+1

4

!
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Estamos considerando I = [0, 1] entonces la expresión anterior se reduce a

(11) P (N  k)  C

 
1

M2
+

M

(k � j)!
+

r
(k � j)!

M
n
� 2j+1

4

!
.

Lo que sigue es acotar (k� j)! inferiormente, para esto se utiliza una aproximación
del factorial. En [3] se menciona que, para cualquier natural, en particular k � j se
satisfacen las siguientes desigualdades

(12)
(k � j)k�j

ek�j

s

2⇡

✓
k � j +

1

6

◆
< (k � j)!  (k � j)k�j

ek�j

s

2⇡

✓
k � j +

e2

2⇡
� 1

◆

Entonces, podemos considerar que

(k � j)! � (k � j)k�j
e
�(k�j)

c(k � j)1/2.

Donde c es alguna constante que puede ir cambiando a lo largo del siguiente análisis,
pero que no deja de ser constante.

Supongamos que j = b�kc para � > 0, donde estamos considerando bxc = máx{k 2
Z | k  x}, de esta manera, como b�kc  �k entonces (k � b�kc)1/2 � (k � �k)1/2,
por lo tanto (k � j)1/2 � (1� �)1/2k1/2. Aśı

(k � j)! � c(k � j)k�j
e
�(k�j)(1� �)1/2k1/2.

Como �k � 1  b�kc y k � 1 se sigue que

k � j = k � b�kc  k � �k + 1  k � �k + k = (2� �)k.

Por lo tanto e
�(k�j) � e

�(2��)k
. Aśı, (k � j)! � (k � j)k�j

e
�(2��)k(1� �)1/2k1/2.

En cuanto a (k� j)k�j , vemos que como b�kc  �k entonces k� b�kc � (1� �)k,
además, si consideramos � 2 (0, 1) vemos que (1� �)k�j � (1� �)k, por tanto, para
k > 1

(k � j)k�j = (k � b�kc)k�j

� (k � �k)k�j

= (1� �)k�j
k
k�j

� (1� �)kk(1��)k
.

Hemos encontrado entonces la siguiente cota inferior para (k � j)!

(k � j)! � c(1� �)ke�(2��)k(1� �)1/2k(1��)k+1/2
.

Como (1��)1/2 es una constante que depende sólo de � podemos reescribir la cota
como sigue

(k � j)! � C�(1� �)ke�(2��)k
k
(1��)k+1/2

Ahora, como la desigualdad (11) también requiere que acotemos (k � j)! superior-
mente, entonces para alguna constante c, por la ecuación (12) se tiene

(k � j)!  c(k � j)k�j
e
�(k�j)

p
2⇡(k � j),

como antes, j = b�kc con � 2 (0, 1), sabemos entonces que �b�kc = �j  1� �k, lo
que implica

k � j  k + 1� �k = (1� �)k + 1  (1� �)k + k,

en consecuencia

(k � j)1/2 
p
(1� �)k + k = (2� �)1/2k1/2.

Entonces
(k � j)!  c(k � j)k�j

e
�(k�j)(2� �)1/2k1/2.
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Además, k � j � (1� �)k, por lo que e
�(k�j)  e

�(1��)k, de manera que

(k � j)!  c(k � j)k�j
e
�(1��)k(2� �)1/2k1/2.

Luego, sabemos que b�kc � �k � 1, por tanto k � b�kc  1 + (1� �)k, aśı que

(k � j)k�j = (k � b�kc)k�j

 (1 + (1� �)k)k�j

 (k + (1� �)k)k�j

 (2� �)k�j
k
k�j

 (2� �)kk1+(1��)k pues 2� � > 1.

Resultando que

(k � j)!  c�(2� �)ke�(1��)k
k
(1��)k+3/2

.

Tenemos aśı, las siguientes desigualdades:

C�(1� �)ke�(2��)k
k
(1��)k+1/2  (k � j)!  c�(2� �)ke�(1��)k

k
(1��)k+3/2

.

Dado que P (N � k)  C

✓
1

M2 + M
(k�j)! +

q
(k�j)!

M n
�(2j+1)/4

◆
donde n es el grado

del polinomio, entonces necesariamente, k  n, por tanto n
�(2j+1)/4  k

�(2j+1)/4. A
su vez, como j = b�kc � �k � 1, se satisface que k

�(2j+1)/4  k
(�2�k+1)/4. Entonces

P (N � k)  C

 
1

M2
+

M

(k � j)!
+

r
(k � j)!

M
k
�2�k+1)/4

!
.

Con las cotas encontradas, tenemos que
P1

k=1 k
p
P (N � k) 

P1
k=1 Cak, donde

estamos considerando C = máx{c� , 1
C�

} y

ak =k
p

✓
1

M2
+

M

(1� �)ke�(2��)kk(1��)k+1/2

+

r
(2� �)ke�(1��)kk(1��)k+3/2

M
k
�2�k+1)/4

!
.

Aśı que, descomponemos ak = bk + ck + dk, donde

bk =
k
p

M2
,

ck =
Mk

p

(1� �)ke�(2��)kk(1��)k+1/2
,

dk =

r
(2� �)ke�(1��)kk(1��)k+3/2

M
k
�2�k+1)/4

,

de manera que, si vemos que las series de bk, ck y dk convergen, entonces la
de ak también. Para ello, por simplicidad, vamos a considerar M = k

k↵, donde
↵ 2 R se determinará de manera adecuada para que las series en cuestión converjan.
Aśı pues comenzamos analizando la suma de ck, utilizamos el criterio del cociente
de d’Alembert, que establece que es suficiente con que ĺımk!1

ck+1

ck
< 1 entoncesP1

k=1 ck < 1. Hacemos a = 1� � � ↵



130 VERANIA HERNÁNDEZ ORGAZ & LILIANA PERALTA

ck+1

ck
=

✓
k + 1

k

◆p (1� �)ke�(2��)k

(1� �)ke�(2��)(k+1)

k
ak+1/2

(k + 1)a(k+1)+1/2

=

✓
1 +

1

k

◆p 1

(1� �)e�(2��)

✓
k

k + 1

◆ak+1/2✓ 1

k + 1

◆a

=

✓
1 +

1

k

◆p 1

(1� �)e�(2��)

✓
1

1 + 1
k

◆ak+1/2✓ 1

k + 1

◆a

.

Cuando k ! 1 tenemos:
✓
1 +

1

k

◆p

! 1,

✓
1

1 + 1
k

◆ak+1/2

=

 ✓
1 +

1

k

◆k
!a✓

1 +
1

k

◆1/2

! e
a
,

✓
1

k + 1

◆a

! 0, si y sólo si a > 0.

Aśı que
P1

k=1 ck converge si ↵ < 1� �.
Procedemos a verificar la suma para dk, nuevamente, usando el criterio del cociente:

dk+1

dk
=

✓
k + 1

k

◆p [(2� �)e�(1��)](k+1)/2

[(2� �)e�(1��)]k/2
k
(↵�1)k/2+�k�1

(k + 1)(↵�1)(k+1)/2+�(k+1)�1

=

✓
1 +

1

k

◆p

[(2� �)e�(1��)]1/2
✓

k

k + 1

◆(↵�1)k/2+�k�1✓ 1

k + 1

◆(↵�1)/2+�

.

Haciendo k ! 1 se verifica que:
✓
1 +

1

k

◆p

! 1,

✓
1

1 + 1
k

◆(↵�1)k/2+�k�1

=

✓
1 +

1

k

◆(↵�1)k/2✓
1 +

1

k

◆��k ✓
1 +

1

k

◆
! e

(↵�1)/2��
,

✓
1

k + 1

◆(↵�1)/2+�

! 0, si y sólo si ↵ > 1� 2�.

Por lo tanto,
P1

k=1 dk converge si ↵ > 1 � 2�. Resta verificar la convergencia deP1
k=1 bk. Tenemos que

bk+1

bk
=

✓
k + 1

k

◆p
k
2↵k

(k + 1)2↵k+2↵

=

✓
1 +

1

k

◆p✓ 1

1 + 1
k

◆2↵k ✓ 1

k + 1

◆2↵

De la última igualdad vemos que cuando k ! 1 el cociente bk+1

bk
! 0 siempre que

↵ > 0. Hemos necesitado que la constante ↵ sea positiva y 1� 2� < ↵ < 1� �, por lo
tanto, si elegimos ↵ = 1� 3

2� siempre que � <
2
3 podemos concluir que E(Np) < 1.

⇤
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FORMAS ±1
±1 DE LA REGLA DE L’HÔPITAL

RENÉ BENÍTEZ LÓPEZ

Resumen. En esta nota, se da una nueva demostración de las formas ±1
±1 de la

Regla de L’Hôpital en un punto a, y en ±1.

1. Introducción

La regla de L’Hôpital surge a fines del siglo XVII, fue descubierta por Jean Bernoulli
(1667-1746) quien por razones económicas firma un pacto con Guillaume Francois
Antoine marqués de L’Hôpital (1661-1704); en ese pacto, Jean Bernoulli a cambio de
un salario se comprometió a enviarle sus descubrimientos matemáticos al marqués
de L’Hôpital para que éste los utilizara como quisiera; aśı, el año 1696 en Paris
el marqués de L’Hôpital publica un libro de Cálculo Diferencial titulado “Analyse
des infiniment petits pour l’intelligence des lignes courbes” el cual históricamente se
considera el primer libro de Cálculo Diferencial, y en él da a conocer la famosa regla
conocida como Regla de L’Hôpital, la cual descubre Jean Bernoulli en 1694 y la env́ıa
escrita al marqués para cumplir el referido pacto (véase la sección 4 del caṕıtulo
XX en [2]); además, en la introducción de esta obra el marqués reconoce que se ha
servido libremente de los descubrimientos de Leibniz y de Bernoulli. En 1694, Jean
Bernoulli descubrió que, si f(x) y g(x) son funciones diferenciables en x = a tales que
f(a) = g(a) = 0, y si existe el ĺımite

ĺım
x!a

f 0(x)

g0(x)
;

entonces,

ĺım
x!a

f(x)

g(x)
= ĺım

x!a

f 0(x)

g0(x)
Esta regla es una herramienta muy eficaz para el cálculo de ĺımites indeterminados de la
forma 0

0 ; con el paso de los años la regla evolucionó y se demostró para resolver ĺımites
indeterminados de la forma 1

1 . Hoy en d́ıa, hay varias (quizá muchas) demostraciones
de las formas 1

1 o ±1
±1 de la Regla de L’Hôpital, y en este art́ıculo doy a conocer una

nueva demostración de las referidas formas ±1
±1 de la Regla de L’Hôpital en un punto

a y en 1.

2. Preliminares y notación

Vale la pena mencionar que, todas las funciones aludidas en este art́ıculo son funciones
reales de variable real. En la siguiente sección, se demuestran dos sencillos lemas,
los cuales simplificarán la demostración de la Regla de L’Hôpital para las formas
±1
±1 en un punto a real. Para ello, se utilizará la teoŕıa de ĺımites infinitos y al
infinito, la cuál puede consultarse en [1], en [3], en [4] y en [5]; aqúı, sólo se recuerdan
algunos conceptos vertidos en la definición 1 dada más adelante, en donde +1 se
lee “más infinito”, �1 se lee “menos infinito” e 1 se lee “infinito sin signo” y debe
interpretarse como ±1, lo cual se lee “más o menos infinito” es decir, 1 = ±1

2010 Mathematics Subject Classification. 00A05, 00A06, 26A06, 26A24, 97I40.
Palabras clave. Regla de L’Hôpital, formas indeterminadas, infinito entre infinito, ĺımites infinitos,

ĺımites al infinito.
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y deberá entenderse como una forma abreviada de referirse a las opciones +1 y/o
�1; por ejemplo, x ! 1 es lo mismo que x ! ±1, y expresa en forma abreviada las
posibilidades x ! +1 y/o x ! �1; asimismo, ĺım

x!1
f(x) es lo mismo que ĺım

x!±1
f(x),

lo cual expresa las opciones ĺım
x!+1

f(x) y/o ĺım
x!�1

f(x). Por ejemplo, ĺım
x!1

x2 = +1

es lo mismo que ĺım
x!±1

x2 = +1, lo cual expresa las opciones ĺım
x!+1

x2 = +1 y

ĺım
x!�1

x2 = +1, mientras que, ĺım
x!1

x3 = 1 expresa las posibilidades ĺım
x!+1

x3 = +1,

y/o ĺım
x!+1

x3 = �1, y/o ĺım
x!�1

x3 = +1 y/o ĺım
x!�1

x3 = �1, de las cuales sólo

ocurren dos; a saber, ĺım
x!+1

x3 = +1 y ĺım
x!�1

x3 = �1. También es oportuno

mencionar que, +1, �1 e 1 se comportan opcionalmente en relación con los puntos

de acumulación en los ĺımites. Por ejemplo, ĺım
x!0

1

x
= 1 es equivalente a ĺım

x!0

1

x
= ±1,

lo cual se precisa como sigue:

ĺım
x!0

1

x
=

(
+1 si x ! 0+

�1 si x ! 0�

en este caso, ĺım
x!0

1

x
= ±1 se traduce como ĺım

x!0+

1

x
= +1 y ĺım

x!0�

1

x
= �1; mientras

que, ĺım
x!0

1

x2
= 1 se traduce en una única posibilidad; a saber, ĺım

x!0

1

x2
= +1, de donde

ĺım
x!0+

1

x2
= ĺım

x!0�

1

x2
= +1. Además, +1 y �1 no son números, son puntos ideales

y representan, por aśı decirlo, los extremos de la recta real, la cual se expresa como el
intervalo abierto ] �1,+1[; es decir, R =] �1,+1[. Por tanto, 1 también es un
punto ideal, y como puntos, +1, �1 e 1 son considerados puntos de acumulación en
los ĺımites; más aún, para cualquier N > 0 los intervalos ]N,+1[= {x 2 R : x > N}
son vecindades de +1, los intervalos ]�1,�N [= {x 2 R : x < �N} son vecindades
de �1, y los conjuntos abiertos ] � 1,�N [[]N,+1[= {x 2 R : |x| > N} son
vecindades de 1. Más aún, los intervalos abiertos ]a � �, a + �[= {x 2 R : |x � a| <
�} = {x 2 R : a� � < x < a+ �} con � > 0 son vecindades de un punto real a.

Definición 1. Suponga que f es una función de dominio D tal que
�
I\{a}

�
\D 6= ;

para toda vecindad I de un punto a.

1. Si a es un número real, entonces

ĺım
x!a

f(x) = +1

si y sólo si para cada N > 0 existe � > 0 tal que

0 < |x� a| < � y x 2 D =) f(x) > N.

2. Si a es un número real, entonces

ĺım
x!a

f(x) = �1

si y sólo si para cada N > 0 existe � > 0 tal que

0 < |x� a| < � y x 2 D =) f(x) < �N.

3. Si a = +1, entonces
ĺım

x!+1
f(x) = +1

si y sólo si para cada N > 0 existe M > 0 tal que

x > M y x 2 D =) f(x) > N.

4. Si a = �1, entonces
ĺım

x!�1
f(x) = +1

si y sólo si para cada N > 0 existe M > 0 tal que

x < �M y x 2 D =) f(x) > N.
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5. Si a = +1, entonces

ĺım
x!+1

f(x) = �1

si y sólo si para cada N > 0 existe M > 0 tal que

x > M y x 2 D =) f(x) < �N.

6. Si a = �1, entonces

ĺım
x!�1

f(x) = �1

si y sólo si para cada N > 0 existe M > 0 tal que

x < �M y x 2 D =) f(x) < �N.

7. Si el ĺımite es 1, léase “infinito sin signo” entonces

ĺım
x!a

f(x) = 1

si y sólo si para cada N > 0 existe � > 0 tal que

0 < |x� a| < � y x 2 D =) |f(x)| > N.

8. Si el punto de acumulación es 1, entonces

ĺım
x!1

f(x) = +1

si y sólo si para cada N > 0 existe M > 0 tal que

|x| > M y x 2 D =) f(x) > N.

9. Si el punto de acumulación es 1, entonces

ĺım
x!1

f(x) = �1

si y sólo si para cada N > 0 existe M > 0 tal que

|x| > M y x 2 D =) f(x) < �N.

10. Si el ĺımite y el punto de acumulación son ambos 1, entonces

ĺım
x!1

f(x) = 1

si y sólo si para cada N > 0 existe M > 0 tal que

|x| > M y x 2 D =) f(x) > N.

Además, para demostrar la Regla de L’Hôpital en cuestión, se utilizará el Teorema
del Valor Medio de Cauchy, llamado también Segundo Teorema del Valor Medio, cuya
demostración también puede verse en [1] o en [4], y cuyo enunciado es como sigue:

Teorema 2. Suponga que f y g son funciones reales de variable real, tales que

1. f y g son continuas en [a, b], con a 6= b;
2. f y g son diferenciables en ]a, b[;
3. g0(x) 6= 0 para todo x en ]a, b[;

entonces, hay un punto c en ]a, b[ tal que

f(b)� f(a)

g(b)� g(a)
=

f 0(c)

g0(c)
.

También, es conveniente mencionar que, la notación 1
1 es equivalente con ±1

±1 , la cual

es un manera abreviada de referirse a los casos +1
+1 , +1

�1 , �1
+1 y �1

�1 de la regla de

L’Hôpital en cuestión, y que utilizando las formas ±1
±1 alrededor de un número real a,

se demuestran las formas ±1
±1 de la Regla de L’Hôpital en ±1; es decir, en +1 y en

�1.
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3. Formas
±1
±1 de la Regla de L’Hôpital en un punto a, y en ±1.

Para simplificar la demostración de las formas ±1
±1 de la Regla de L’Hôpital en un

punto a, se utilizará el siguiente lema.

Lema 3. Si ĺım
x!a

f(x) = ±1, entonces existe una vecindad I de a tal que f(x) 6= 0

para todo x en I \ {a}.

Demostración. Suponga primero que a es un número real, y que ĺım
x!a

f(x) = ±1, lo

cual implica que ĺım
x!a

f(x) = +1 o ĺım
x!a

f(x) = �1; ahora, considere cualquier número

N > 0, entonces ĺım
x!a

f(x) = +1 implica que existe �1 > 0 tal que f(x) > N > 0

para todo x en ]a � �1, a + �1[\{a}, y si ĺım
x!a

f(x) = �1, entonces existe �2 > 0 tal

que f(x) < �N < 0 para todo x en ]a � �2, a + �2[\{a}; en consecuencia, al tomar
� = mı́n{�1, �2} se tiene que f(x) 6= 0 para todo x en I =]a� �, a+ �[\{a}.

Por otra parte, suponga que a = +1 y que ĺım
x!a

f(x) = ±1, entonces ĺım
x!+1

f(x) =

+1 o ĺım
x!+1

f(x) = �1. Para cada una de estas posibilidades, se demostrará que

existe una vecindad I de a = +1 tal que f(x) 6= 0 en I \{a} = I. Para este propósito,
considere cualquier número N > 0, entonces ĺım

x!+1
f(x) = +1 implica que existe

M > 0 tal que f(x) > N > 0 siempre que x > M ; por tanto, existe una vecindad
I =]M,+1[ de +1 tal que f(x) 6= 0 para todo x en I\{a} = I; y si ĺım

x!+1
f(x) = �1,

entonces existe K > 0 tal que f(x) < �N < 0 siempre que x > K; aśı, existe una
vecindad I = {x 2 R : x > K} de a = +1 tal que f(x) 6= 0 para todo x en I \{a} = I.
Similarmente, cuando a = �1 existe una vecindad I = {x 2 R : x < �M} de �1 en
donde M > 0, tal que f(x) 6= 0 para todo x en I \ {a} = I. ⇤

Más aún, para la demostración de las formas ±1
±1 de la Regla de L’Hôpital en un punto

a, también se utilizarán la definición de ĺımite restringido a un conjunto S dada en [3]
y enunciada enseguida, y el lema 5 demostrado a continuación.

Definición 4. Sean f una función de dominio D y S un conjunto. La función f
restringida a S se escribe fS , se lee “f restringida a S” y tiene dominio S \ D, y se
define como

fS(x) = f(x) para x 2 S \D.

El ĺımite de f en x0 restringido a S se escribe ĺım
x0

fS o ĺım
x!x0

fS(x), y se define aśı

ĺım
x0

fS = ĺım
x!x0

fS(x) = ĺım
x!x0

f(x) para x 2 S \D.

Lema 5. Sean f una función de dominio D, S ✓ D, y a un punto de acumulación
de D y de S.

1. Si a y L son números reales, entonces

ĺım
x!a

f(x) = L =) ĺım
x!a

fS(x) = L.

2. Si a es número real, entonces

ĺım
x!a

f(x) = +1 =) ĺım
x!a

fS(x) = +1.

3. Si a es número real, entonces

ĺım
x!a

f(x) = �1 =) ĺım
x!a

fS(x) = �1.

4. Si a = +1 y L es número real, entonces

ĺım
x!+1

f(x) = L =) ĺım
x!+1

fS(x) = L.



FORMAS ±1
±1 DE LA REGLA DE L’HÔPITAL 137

5. Si a = �1 y L es número real, entonces

ĺım
x!�1

f(x) = L =) ĺım
x!�1

fS(x) = L.

6. Si a = +1, entonces

ĺım
x!+1

f(x) = +1 =) ĺım
x!+1

fS(x) = +1.

7. Si a = +1, entonces

ĺım
x!+1

f(x) = �1 =) ĺım
x!+1

fS(x) = �1.

8. Si a = �1, entonces

ĺım
x!�1

f(x) = +1 =) ĺım
x!�1

fS(x) = +1.

9. Si a = �1, entonces

ĺım
x!�1

f(x) = �1 =) ĺım
x!�1

fS(x) = �1.

10. Si a es número real, entonces

ĺım
x!a

f(x) = 1 =) ĺım
x!a

fS(x) = 1.

11. Si a = 1, entonces

ĺım
x!1

f(x) = +1 =) ĺım
x!1

fS(x) = +1.

12. Si a = 1, entonces

ĺım
x!1

f(x) = �1 =) ĺım
x!1

fS(x) = �1.

13. Si a = 1, entonces

ĺım
x!1

f(x) = 1 =) ĺım
x!1

fS(x) = 1.

Demostración. Utilizando las definiciones 1 y 4, se demostrarán sólo las partes 1, 8,
10 y 13, las otras partes se demuestran de igual manera. Ahora, dado que S ✓ D, en
la demostración de cada una de las partes se dará por hecho que S \D = S.

1. Suponga que ĺım
x!a

f(x) = L, entonces por definición, para cada " > 0 existe

� > 0 tal que

0 < |x� a| < � y x 2 D =) |f(x)� L| < ";

además, por la definición 4 se sigue que fS(x) = f(x) siempre que x 2 S; en
consecuencia, dado que S ✓ D se tiene

0 < |x� a| < � y x 2 S ✓ D =) |fS(x)� L| = |f(x)� L| < ";

entonces, por la definición de ĺımites finitos en un punto real a se obtiene que
ĺım
x!a

fS(x) = L.

8. Suponga que ĺım
x!�1

f(x) = +1, entonces por la parte 4 de la definición 4, para

cada N > 0 existe M > 0 tal que

x < �M y x 2 D =) f(x) > N ; (⇤)

además, la definición 4 afirma fS(x) = f(x) siempre que x 2 S; en consecuencia,
dado que S ✓ D de (⇤) se sigue que

x < �M y x 2 S ✓ D =) fS(x) = f(x) > N ;

entonces, por la parte 4 de la definición 4, ĺım
x!�1

fS(x) = +1.
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10. Suponga que ĺım
x!a

f(x) = 1, entonces por la parte 7 de la definición 1, para

cada N > 0 existe � > 0 tal que

0 < |x� a| < � y x 2 D =) |f(x)| > N ; (⇤⇤)

además, por la definición 4, fS(x) = f(x) siempre que x 2 S; en consecuencia,
dado que S ✓ D de (⇤⇤) se sigue que

0 < |x� a| < � y x 2 S ✓ D =) |fS(x)| = |f(x)| > N ;

entonces, por la parte 7 de la definición 4, ĺım
x!a

fS(x) = 1.

13. Suponga que ĺım
x!1

f(x) = 1, entonces por la parte 10 de la definición 1 para

cada N > 0 existe M > 0 tal que

|x| > M y x 2 D =) |f(x)| > N ; (⇤ ⇤ ⇤)

además, la definición 4 afirma fS(x) = f(x) siempre que x 2 S; en consecuencia,
dado que S ✓ D de (⇤ ⇤ ⇤) se sigue que

|x| > M y x 2 S ✓ D =) |fS(x)| = |f(x)| > N ;

entonces, por la parte 10 de la definición 4, ĺım
x!1

fS(x) = 1.

⇤

Utilizando las definiciones 1 y 4, los lemas 2 y 5 y el teorema 2, se demuestra el si-
guiente resultado, conocido como la Regla de L’Hôpital para las formas ±1

±1 en un
punto real a.

Teorema 6. Suponga que f y g son funciones tales que:

1. f y g son diferenciables en ]a��, a+�[ para todo � > 0, excepto quizá en x = a.
2. g0(x) 6= 0 para todo x 6= a en ]a� �, a+ �[.
3. ĺım

x!a
f(x) = ±1, y ĺım

x!a
g(x) = ±1.

4. ĺım
x!a

f 0(x)

g0(x)
existe.

Entonces ĺım
x!a

f(x)

g(x)
= ĺım

x!a

f 0(x)

g0(x)
.

Demostración. Suponga que I =]a� �, a+ �[. Entonces, de la hipótesis 3 y el lema 3
se sigue que f(z) 6= 0 y g(z) 6= 0 para todo z en I \ {a}, por lo que las funciones

1

f(z)
= (f(z))�1 y

1

g(z)
= (g(z))�1

son funciones bien definidas para todo z en I \ {a}; aśı, al considerar las funciones

F (z) =

(
1

f(z) si z 6= a

0 si z = a
y G(z) =

(
1

g(z) si z 6= a

0 si z = a,

la hipótesis 1 implica que F y G son funciones diferenciables en I \ {a}, y para todo
z en I \ {a} se tiene

F 0(z) = �
✓

1

f(z)

◆2

f 0(z) y G0(z) = �
✓

1

g(z)

◆2

g0(z); (i)

por tanto, F y G son continuas en I \ {a}; además,

ĺım
z!a

F (z) = ĺım
z!a

1

f(z)
= 0 = F (a) y ĺım

z!a
G(z) = ĺım

z!a

1

g(z)
= 0 = G(a),
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por lo que F y G son continuas en todo R; más aún,

F 0(a) = ĺım
h!0

F (a+ h)� F (a)

h
= ĺım

h!0

F (a+ h)

h
= 0, y

G0(a) = ĺım
h!0

G(a+ h)�G(a)

h
= ĺım

h!0

G(a+ h)

h
= 0;

en consecuencia, las funciones F y G son diferenciables en todo R. En particular, al
fijar cualquier punto x en ]a � �, a + �[\{a} se tiene que, las funciones F y G son
continuas en [a, x] y diferenciables en ]a, x[; y también, F y G son continuas en [x, a] y
diferenciables en ]x, a[. Ahora, la hipótesis 2 e (i) implican que G0(z) 6= 0 para todo z
en I \ {a}, en particular G0(z) 6= 0 para todo z en ]x, a[ o en ]a, x[; también, dado que
g(z) 6= 0 en I \ {a}, entonces G(z) = G(z)�G(a) = g(z) 6= 0 para todo z en I \ {a};
por tanto, al aplicar el Teorema del Valor Medio de Cauchy a las funciones F y G se
tiene que, para el referido punto x existe y = yx en ]a, x[ tal que

g(x)

f(x)
=

1
f(x)
1

g(x)

=
F (x)

G(x)
=

F (x)� F (a)

G(x)�G(a)
=

F 0(y)

G0(y)
; (ii)

o bien, existe y = yx en ]x, a[ tal que

g(x)

f(x)
=

1
f(x)
1

g(x)

=
F (x)

G(x)
=

�F (x)

�G(x)
=

F (a)� F (x)

G(a)�G(x)
=

F 0(y)

G0(y)
; (iii)

en consecuencia, de (i) y (ii), o de (i) y (iii) se sigue que

g(x)

f(x)
=

⇣
1

f(y)

⌘2
f 0(y)

⇣
1

g(y)

⌘2
g0(y)

;

de donde, por el hecho de que
⇣

1
f(y)

⌘2
6= 0 y

⇣
1

g(y)

⌘2
6= 0 para todo y en I \ {a},

resulta ⇣
1

g(y)

⌘2
g(x)

⇣
1

f(y)

⌘2
f(x)

=
f 0(y)

g0(y)
. (iv)

Ahora, dado que a es punto de acumulación de S = {y 2 R : a < y < a + �} ⇢ I;
entonces, de (iv) y el lema 5 se infiere que

ĺım
x!a+

f 0(x)

g0(x)
= ĺım

y!a+

f 0(y)

g0(y)
= ĺım

y!a+

⇣
1

g(y)

⌘2
g(x)

⇣
1

f(y)

⌘2
f(x)

= ĺım
a+

0

B@

⇣
1
g

⌘2
g

⇣
1
f

⌘2
f

1

CA

S

= ĺım
y!a+

⇣
1

g(y)

⌘2
g(y)

⇣
1

f(y)

⌘2
f(y)

= ĺım
y!a+

f(y)

g(y)
= ĺım

x!a+

f(x)

g(x)
.

De igual manera, considerando S = {y 2 R : a � � < y < a} se obtiene que

ĺım
x!a�

f 0(x)

g0(x)
= ĺım

x!a�

f(x)

g(x)
. Aśı, de la hipótesis 4 se concluye que

ĺım
x!a

f(x)

g(x)
= ĺım

x!a

f 0(x)

g0(x)
.

⇤
Vale la pena mencionar que, si en el enunciado del teorema anterior se cambia x ! a

por x ! a+ en ]a, a+ �[, o x ! a� en ]a� �, a[, y/o se reemplaza la palabra “existe”
por = ±1, se obtiene un resultado verdadero, cuya demostración es similar a la del
teorema 6. Por ejemplo, estos cambios dan como resultado el teorema que sigue.
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Teorema 7. Suponga que f y g son funciones tales que:

1. f y g son diferenciables en [a, a+ �[ para todo � > 0, excepto quizá en x = a.
2. g0(x) 6= 0 para todo x en ]a, a+ �[.
3. ĺım

x!a+
f(x) = ±1, y ĺım

x!a+
g(x) = ±1.

4. ĺım
x!a+

f 0(x)

g0(x)
= +1.

Entonces ĺım
x!a+

f(x)

g(x)
= ĺım

x!a+

f 0(x)

g0(x)
.

Demostración. Es análoga a la demostración del teorema 6. ⇤

Finalmente, se utilizará el teorema 6 para demostrar las formas ±1
±1 de la Regla

de L’Hôpital en ±1, la cual se enuncia enseguida, en donde la expresión “para todo
|x| > N” debe traducirse como “para todo x en ]�1,�N [ si x ! �1” o “para todo
x en ]N,+1[ si x ! +1”, y como se mencionó en la sección 2 anterior, la notación
ĺım

x!±1
f(x) = ±1 es una forma abreviada de enunciar que ĺım

x!+1
f(x) = +1, ó

ĺım
x!+1

f(x) = �1, ó ĺım
x!�1

f(x) = +1, ó ĺım
x!�1

f(x) = �1.

Teorema 8. Suponga que f y g son funciones tales que:

1. f y g son diferenciables para todo |x| > N y todo N > 0.
2. g0(x) 6= 0 para todo |x| > N y todo N > 0
3. ĺım

x!±1
f(x) = ±1, y ĺım

x!±1
g(x) = ±1.

4. ĺım
x!±1

f 0(x)
g0(x) existe.

Entonces ĺım
x!±1

f(x)

g(x)
= ĺım

x!±1

f 0(x)

g0(x)
.

Demostración. Considere las siguientes funciones.

F (z) =

(
f
�
1
z

�
si z 6= 0

0 si z = 0
y G(z) =

(
g
�
1
z

�
si z 6= 0

0 si z = 0.

Note que, por la propiedad arquimediana (véase la sección 3 del caṕıtulo 9 de [3]) para
cada � > 0 y cada z en ]� �, �[\{0} existe N > 0 tal que 1

z > N si z > 0, o � 1
z > N si

z < 0, lo cual implica que
�� 1
z

�� > N para todo z en ]��, �[\{0}; entonces, F (z) = f
�
1
z

�

y G(z) = g
�
1
z

�
para todo z en ]��, �[\{0}; en consecuencia, de la hipótesis 1 se infiere

que F y G son diferenciables en ]� �, �[\{0}; en tal caso, para cada z en ]� �, �[\{0}
se tiene

F 0(z) =

✓
f

✓
1

z

◆◆0
= f 0

✓
1

z

◆
·
✓
1

z

◆0
= f 0

✓
1

z

◆
·
✓
� 1

z2

◆
, y

G0(z) =

✓
g

✓
1

z

◆◆0
= g0

✓
1

z

◆
·
✓
1

z

◆0
= g0

✓
1

z

◆
·
✓
� 1

z2

◆
;

(⇤)

Más aún, de (⇤) y la hipótesis 2 se sigue que F 0(z) 6= 0 y G0(z) 6= 0 para todo z en
]� �, �[\{0}. Además, para todo z en ]� �, �[\{0} de (⇤) se obtiene

F 0(z)

G0(z)
=

f 0( 1z ) ·
�
� 1

z2

�

g0( 1z ) ·
�
� 1

z2

� =
f 0( 1z )

g0( 1z )
.

Ahora, al considerar el cambio de variable x =
1

z
, se tiene que x ! ±1 es equivalente

con z ! 0± = 0; precisando se tiene, x ! +1 si sólo si z ! 0+, y x ! �1 si y sólo
si z ! 0�; entonces, con este cambio de variable resulta

ĺım
z!0

F 0(z)

G0(z)
= ĺım

z!0

f 0( 1z )

g0( 1z )
= ĺım

x!±1

f 0(x)

g0(x)
; (⇤⇤)
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aśı, de la hipótesis 4 se infiere que ĺım
z!0

F 0(z)

G0(z)
existe; además, con el cambio de variable

aludido y la hipótesis 3 se tiene

ĺım
z!0

F (z) = ĺım
z!0

f

✓
1

z

◆
= ĺım

x!±1
f(x) = ±1, y

ĺım
z!0

G(z) = ĺım
z!0

g

✓
1

z

◆
= ĺım

x!±1
g(x) = ±1;

por tanto, al aplicar el teorema 6 a las funciones F y G se obtiene

ĺım
z!0

F (z)

G(z)
= ĺım

z!0

F 0(z)

G0(z)
; (⇤ ⇤ ⇤)

en consecuencia, de (⇤⇤), (⇤ ⇤ ⇤) y el cambio de variable multicitado se tiene

ĺım
x!±1

f(x)

g(x)
= ĺım

z!0

f( 1z )

g( 1z )
= ĺım

z!0

F (z)

G(z)
= ĺım

z!0

F 0(z)

G0(z)
= ĺım

x!±1

f 0(x)

g0(x)

es decir, ĺım
x!±1

f(x)

g(x)
= ĺım

x!±1

f 0(x)

g0(x)
. ⇤

También aqúı, vale la pena mencionar que esta Regla es válida si en el enunciado del
teorema 8 se reemplaza la palabra “existe” por = ±1. La demostración esencialmente
es la misma.
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e-mail: rbl@xanum.uam.mx
ORCID: https://orcid.org/0000-0002-0405-6998



MIXBA’AL,

Revista Metropolitana de Matemáticas.
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ELEMENTOS MATEMÁTICOS DE LA MECÁNICA CUÁNTICA

JORGE R. BOLAÑOS SERVÍN
ROBERTO QUEZADA BATALLA

JOSUÉ I. RIOS CANGAS

Resumen. En estas notas se exponen con detalle y de manera autocontenida las
herramientas básicas de la teoŕıa de los espacios de Hilbert complejos de dimensión
infinita, que son necesarias para un primer estudio, matemáticamente riguroso, de
la mecánica cuántica. En la última parte incluimos una introducción axiomática
a la mecánica cuántica y una breve exposición del modelo del oscilador armónico
y de la teoŕıa de estados cuánticos Gaussianos.

Introducción

La mecánica cuántica es la rama de la f́ısica que estudia los fenómenos f́ısicos que
ocurren en escalas de longitudes muy pequeñas. El calificativo “cuántico” surge
de, en contraste con la mecánica clásica, considerar algunas cantidades que toman
solamente valores discretos i.e., en “paquetes” o quantum-quanta en lat́ın. Aún
cuando hay muchas nociones de la mecánica cuántica que aún suscitan controver-
sia, esta teoŕıa se aplica exitosamente para describir el comportamiento de sistema
f́ısicos y sus predicciones son consistentes con los experimentos.
Los sistemas f́ısicos que estudia la mecánica cuántica, exhiben propiedades ondu-
latorias que se pueden describir mediante una ecuación de onda, por ejemplo, la
bien conocida “ecuación de Schrödinger”, que describe la evolución temporal de
una part́ıcula subatómica con masa, en el contexto no relativista. En estas notas
trabajamos con el formalismo de matrices de densidad, que permite describir es-
tados que son mezclas de estados puros. En consecuencia, este enfoque resulta ser
una herramienta poderosa para describir sistemas cuánticos más generales, por
ejemplo, acoplamientos (ensambles) de muchos sistemas cuánticos idénticos.

El material que se presenta en este trabajo está dividido en cuatro seccio-
nes compuestas de la siguiente manera: la sección 1 contiene una selección de
resultados de ı́ndole geométrico y anaĺıtico de la teoŕıa de espacios de Hilbert: or-
togonalidad y descomposición ortogonal, convexidad, operadores lineales, norma
de operadores y funcionales lineales.

La sección 2 se concentra en la clase de los operadores compactos, particu-
larmente en los operadores de la clase de traza y de manera especial, en los
operadores de Hilbert-Schmidt. Es relevante mencionar que los estados cuánticos
se representan mediante operadores positivos de traza uno.

La sección 3 se dedica al estudio de operadores no acotados que pueden no
estar densamente definidos en un espacio de Hilbert. Abordamos también el
estudio de operadores cerrados y cerrables, el adjunto de un operador y una
introducción a la teoŕıa espectral de operadores. Una parte esencial de esta sección
son los operadores simétricos e isométricos, los cuales exhiben similitudes en sus
propiedades geométricas y espectrales. Cabe señalar que las observables f́ısicas se
representan por operadores simétricos t́ıpicamente no acotados.

Por último, en la sección 4 se discuten brevemente postulados de la mecánica
cuántica en el marco del formalismo de matrices de densidad, se revisa el modelo
del oscilador armónico cuántico y se ofrece una introducción a los estados cuánticos
Gaussianos.
Al final de cada sección incluimos una selección de problemas que sirven para
complementar estas notas. El lector interesado puede profundizar en el estudio de
resultados aqúı expuestos, desde los más básicos hasta los más avanzados, en la
literatura clásica de operadores lineales, por ejemplo en [1, 2, 3, 4, 13, 20].
Una versión preliminar de estas notas se elaboró para un curso corto de la Escuela
Taller de Verano 2022 realizado en la Facultad de Matemáticas de la UAGro en
Chilpancingo. Agradecemos el apoyo de CONAHCYT para la escritura de este
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4.1.3. Postulado tres (mediciones cuánticas) . . . . . . . . . . . . 212
4.1.4. Postulado cuatro (sistemas compuestos) . . . . . . . . . . . 213

4.2. El oscilador armónico cuántico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 213
4.2.1. Forma diferencial de Schrödinger del oscilador armónico . . 213
4.2.2. Relaciones canónicas de conmutación (CCR) . . . . . . . . 214

4.3. Estados Gaussianos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 215
4.3.1. Representación de estados coherentes . . . . . . . . . . . . 215
4.3.2. Transformada de Fourier no conmutativa . . . . . . . . . . 218
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1. Espacios de Hilbert

Iniciaremos esta sección con el estudio de los elementos que le dan estructura geométri-
ca a un espacio de Hilbert.

1.1. Productos internos y funcionales lineales. A menos que se diga lo con-
trario todos los espacios vectoriales considerados son complejos, es decir, sobre el
campo de los números complejos. Recordemos que una transformación lineal de un
espacio vectorial V en otro espacio vectorial W es una función ⇤ de V en W tal que:

⇤(↵x+ �y) = ↵⇤(x) + �⇤(y) ,(1)

para todo x, y 2 V y ↵,� 2 C. En el caso particular cuando W = C, ⇤ se llama
funcional lineal. Por lo tanto, un funcional lineal es una función que toma valores
complejos y satisface (1).

Definición 1.1.1. Un espacio vectorial H se llama espacio con producto in-
terno (o espacio unitario) si a cada par ordenado de vectores x, y 2 H se le asocia un
número complejo hx, yi, llamado producto interno (o producto escalar) de x con y,
que satisface las siguientes propiedades:

(a) hy, xi = hx, yi (la barra denota conjugación compleja).
(b) hx+ y, zi = hx, zi+ hy, zi.
(c) hx,↵yi = ↵hx, yi, con ↵ 2 C.
(d) hx, xi � 0 para todo x 2 H.
(e) hx, xi = 0 solo si x = 0.

Entonces un espacio con producto interno es un par de la forma (H h·, ·i). Listemos
algunas consecuencias inmediatas de estos axiomas:

(1) El inciso (c) implica que h0, yi = 0 para todo y 2 H.
(2) Los incisos (b) y (c) se pueden combinar en sólo una proposición: para cada x 2 H,

la función y ! hx, yi es un funcional lineal en H.
(3) Los incisos (a) y (b) implican que hz, x + yi = hz, xi + hz, yi (se distribuye en la

segunda coordenada).
(4) Incisos (a) y (c) implican que h↵x, yi = ↵hx, yi. Es decir, para cada y 2 H la

función x! hx, yi es lineal conjugada (o anti-lineal).
(5) Los incisos (1) y (e) implican que hx, xi = 0 si y sólo si x = 0.

El producto interno es una función h·, ·i : H ⇥H ! C que es lineal en la segunda
coordenada y anti-lineal en la primera. Es importante remarcar que la anterior es una
elección arbitraria y es la convención t́ıpicamente usada en la literatura de la F́ısica y
F́ısica-Matemática. En contraposición a esto es común encontrar textos matemáticos
donde se usa el producto interno como una función que es anti-lineal en la segunda
coordenada y lineal en la primera. Ambas corrientes dan origen a teoŕıas equivalentes,
sin embargo aconsejamos al lector que cada vez que consulte material de un nuevo
autor verifique a cuál de estas convenciones se adhiere.

Dicho lo anterior, de manera general una función S : H ⇥H ! C que es lineal en
una de las coordenadas y antilineal en la otra se llama forma sesquilineal.

Como una consecuencia de (d), podemos definir la norma kxk del vector x 2 H,
como la ráız cuadrada no negativa de hx, xi. De manera que

kxk
2 = hx, xi .

Lema 1.1.2 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Para x, y 2 H, se cumple que

|hx, yi|  kxk kyk .

Demostración. Para A = kxk
2, B = |hx, yi| y C = kyk

2, existe un número complejo
↵ de módulo unitario |↵| = 1 tal que ↵hy, xi = B. De hecho,

↵ =
|hx, yi|

hy, xi
, si hy, xi 6= 0 .
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Además, para cualquier � real tenemos que

0  hx� �↵y, x� �↵yi

= hx, xi � �↵hy, xi � �↵hx, yi+ �
2
hy, yi

= kxk2 � 2�|hx, yi|+ �
2
kyk

2
.

De esta manera se cumple que

A� 2B�+ C�
2
� 0 ,(2)

de donde si C = 0, entonces B = 0, pues en caso contrario (2) es falsa para � > 0
grande. Si C > 0, tomando � = B/C en (2) se obtiene que B

2
 AC. ⇤

Observación 1.1.3. La demostración de la desigualdad de Cauchy-Schwarz se puede
extender al caso de formas sesquilineales que satisfagan las propiedades de un producto
interno. Ciertamente, basta tomar la forma sesquilineal S(x, x) = A � 0, |S(x, y)| = B

y S(y, y) = C. De esta manera, se cumple la siguiente desigualdad de Cauchy-Schwarz
para formas sesquilineales que satisfacen las propiedades de un producto interno:

|S(x, y)|  S(x, x)
1
2S(y, y)

1
2 .(3)

Definición 1.1.4. Un espacio vectorial complejo X se llama espacio lineal
normado (o espacio vectorial normado) si cada x 2 X tiene asociado un número
real no negativo kxk , llamado la norma de x, tal que para todo x, y 2 X y ↵ 2 C,
(a) kx+ yk  kxk+ kyk.
(b) k↵xk = |↵|kxk.
(c) Si kxk = 0, entonces x = 0.

Entonces un espacio lineal normado es un par (X , k · k). Además, de (a) se cumple
la desigualdad del triángulo

kx� yk  kx� zk+ ky � zk , x, y, z 2 X .

Definiendo la función d : X ⇥ X ! R+ [ {0} mediante

d(x, y) = kx� yk,

se obtiene que cada espacio lineal normado es un espacio métrico (X , d).
Es bien conocido que un espacio de Banach es un espacio vectorial normado que

es completo en la métrica d inducida por la norma. Además, una seminorma sobre un
espacio vectorial X es una función real p : X ! R que satisface

p(x+ y)  p(x) + p(y) ,

para todo x, y 2 X y para ↵ 2 C,
p(↵x) = |↵|p(x) .

A diferencia de una norma, una seminorma puede anularse sobre vectores no nulos
de X . Un par (X , p) donde X es un espacio vectorial y p una seminorma se llama
espacio semi-normado.

Si s es una forma sesquilineal definida positiva en H⇥H, entonces p(x) =
p

s(x, x)
es una seminorma en H. Si además satisface la implicación: s(x, x) = 0 ) x = 0,
entonces p es una norma. En efecto, aplicando el lema de Cauchy-Schwarz a la forma
sesquilineal positiva se tiene que

p(x+ y)2 = s(x+ y, x+ y)

= s(x, x) + s(y, x) + s(x, y) + s(y, y)

 s(x, x) + 2|s(x, y)|+ s(y, y)

 p(x)2 + 2p(x)p(y) + p(y)2 = (p(x) + p(y))2 .

De esta manera p(x+ y)  p(x) + p(y). Note que

p(↵x) = s(↵x,↵x)
1
2 = [↵↵s(x, x)]

1
2 = |↵|p(x) .
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Por lo tanto p es una seminorma. Si s(x, x) = 0 implica x = 0, entonces p(x) = 0
conlleva x = 0, es decir, p es una norma.

Todo espacio unitario (H, h·, ·i) puede considerarse como un espacio vectorial
normado (H, k·k) con la norma inducida por su producto interno, y también puede
considerarse como un espacio métrico (H, d) con la métrica inducida por su norma. Si
este espacio (H, d) es completo, i.e., si cualquier sucesión de Cauchy converge en H,
entonces el espacio unitario original se llama espacio de Hilbert.

Teorema 1.1.5. Para cada y 2 H fijo, las funciones:

x 7�! hx, yi , x 7�! hy, xi , x 7�! kxk,(4)

son uniformemente continuas en H. Además, el producto interno es una función
continua en el espacio H⇥H.

Demostración. Para x, y, h, h
0
2 H, se sigue de la desigualdad de Cauchy-Schwarz que

|hx, yi � hx+ h, y + h
0
i| = |hh, yi+ hx, h0

i+ hh, h0
i|

 khkkyk+ kxkkh0
k+ khkkh0

k ,

de donde haciendo h = 0 o h
0 = 0 se obtienen las continuidades. De hecho se cumple

la continuidad uniforme de las dos primeras funciones en (4). Además se obtiene que
hx+ h, y + h

0
i ! hx, yi cuando kh0

k+ khk ! 0, lo cual demuestra la continuidad del
producto interno. ⇤

Ejemplo 1.1.I.

1.1.I.1 Si la aplicación f : X ! C es un funcional lineal, entonces p(x) = |f(x)| es
una seminorma en X .

1.1.I.2 Sea L1(R) el conjunto de las funciones Lebesgue integrables en R, i.e.,

L1(R) =
⇢
f : R! C : f es medible y

Z

R
|f | <1

�
.

La función p : L1(R)! R+ [ {0} dada por:

p(f) =

Z

R
|f |

es una seminorma, pero no una norma, debido a que se anula en las funciones
que son cero casi en todas partes.

1.1.I.3 Para n 2 N, el conjunto Cn de todas las n-uplas x = (⇠1, ..., ⇠n), donde ⇠1, ..., ⇠n
son números complejos, es un espacio de Hilbert con el producto interno

hx, yi =
nX

j=1

⇠
j
⌘j , y = (⌘1, ..., ⌘n) .

1.1.I.4 El espacio vectorial de todas las funciones complejas continuas en [0, 1] es un
espacio con producto interno definido por

hf, gi =

Z
1

0

f(t)g(t)dt ,

pero no es un espacio de Hilbert.
1.1.I.5 El espacio L1(E, µ) de todas las funciones f : E ! C con (E, µ) un espacio

de medida, que satisfacen la condición

9 c > 0 tal que µc(f) = µ({x 2 E : |f(x)| > c}) = 0 .

Es decir, el espacio de las funciones esencialmente acotadas, es un espacio
vectorial complejo. El par (L1(E, µ), k·k1) es un espacio seminormado, donde
la seminorma k·k1 está definida mediante

kfk1 = ı́nf{c > 0 : µc(f) = 0} .
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La seminorma k·k1 no es una norma, pues se anula en las funciones que son
cero µ-c.d (casi dondequiera).

1.1.I.6 Denotemos por `2 el espacio de todas las sucesiones complejas x = (xn) tales
que

P
n�1

|xn|
2
<1, la estructura de espacio vectorial de `2 es clara. Def́ınase

el producto interno en `2 mediante

hx, yi =
X

n�1

xnyn , y = (yn) .

`2 es un espacio de Hilbert. Queda como ejercicio demostrar la completez.

1.1.I.7 Los espacios Lp(X , µ), p � 1, donde (X ,⌃, µ) es un espacio de medida, son
espacios de Banach y L2(X , µ) es un espacio de Hilbert.

1.1.I.8 El espacio de las matrices complejas 2 ⇥ 2 es un espacio de Hilbert con las
operaciones de suma de matrices y producto por escalares y el producto escalar
Hilbert-Schmidt definido por

ha, bi := tr (a⇤b) ,

donde tr (a) represente la traza de a. ¿Puede dar una demostración de esto?

1.2. Subespacios. Un subconjunto M de un espacio vectorial X se llama subespa-
cio de X si el mismo M es un espacio vectorial con las operaciones de X restringidas a
M . Una condición necesaria y suficiente para que un subconjunto M ⇢ X sea subes-
pacio es que sea cerrado bajo las operaciones de suma y producto por escalares, i.e.,
para cualesquiera x, y 2M y ↵ 2 C se tiene x+ y 2M y ↵x 2M .

Ejemplo 1.2.I.

1.2.I.1 Si X es el espacio de todas las funciones complejas sobre un conjunto E, el
conjunto de las funciones acotadas es un subespacio de X .

1.2.I.2 Si X es como en el ejemplo 1, el conjunto de las funciones que cumple |f(x)|  1,
para todo x 2 X , no es un subespacio de X , pues no es cerrado bajo las
operaciones de X .

1.2.I.3 El espacio vectorial R3 tiene los siguientes subespacios y solo estos:
a) El espacio total R3.
b) Todos los planos que pasan por el origen.
c) Todas las rectas que pasan por el origen.
d) El espacio trivial {0}.

1.2.I.4 En `2 el conjunto de sucesiones complejas (xn)n�1
tales que:

X

n�1

xn

n
= 0 ,

es un subespacio de `2.
1.2.I.5 Sea C[0, 1] el espacio de las funciones complejas continuas en [0, 1] y considere

M como el conjunto de las funciones derivables; este es un subespacio.

Un conjunto de vectores x1, .., xn es linealmente independiente (abreviado l.i.),
si cualquier combinación lineal

↵1x1 + · · ·+ ↵nxn = 0 ,

implica que ↵1 = · · · = ↵n = 0. Caso contrario se dice que el conjunto es linealmente
dependiente (abreviado l.d.). Un subconjunto S es l.i. si cada subconjunto finito de
S es l.i.

Un conjunto de elementos x1, x2, . . . de un espacio vectorial X se dice que generan
a X , si cualquier elemento de y 2 X se puede representar de manera única como

y =
1X

j=1

↵jxj , ↵j 2 C .
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Además, los vectores x1, x2, . . . forman una base de X si lo generan y son l.i.
Un subespacio M de un espacio vectorial X es de dimensión finita igual a k, si

tiene una base con k elementos. Si ningún conjunto finito de vectores genera a M ,
entonces M tiene dimensión infinita.

Teorema 1.2.1. Sea X un espacio vectorial y M un subespacio de X de dimensión
k. Entonces, el máximo número de vectores l.i. en M es k.

Demostración. Bastará demostrar que cualquier subconjunto de k+1 vectores es l.d.
Por inducción, sea k = 1 y x1 una base deM . Si y1, y2 2M y ninguno de estos vectores
es nulo, entonces existen escalares no nulos ↵1,↵2 tales que y1 = ↵1x1 y y2 = ↵2x2.
Aśı, ↵2y1 � ↵1y2 = 0 y no todos los escalares son nulos.

Supongamos ahora que cualquier subconjunto de k vectores en un subespacio de
dimensión k � 1 es l.d. Sean y1, y2, .., yk+1 vectores en un subespacio M ⇢ X de
dimensión k, tales que ninguno de ellos es nulo. Si x1, .., xk es una base de M tenemos
para cada j = 1, 2, . . . , k + 1, que

yj = ↵1jx1 + ↵2jx2 + ↵kjxk ,

con ↵ij ’s no todos iguales a cero. Suponga ↵11 6= 0 y considere los k vectores

↵11yj � ↵1jy1 , j = 2, 3, . . . , k + 1 .

Estos vectores pertenecen a Mk, el subespacio generado por x2, .., xk, pues

↵11yj � ↵1jy1 = ↵11↵1jx1 + ↵11↵2jx2 + ↵11↵kjxk � ↵1j↵1jx1 � ↵1j↵2jx2 � ...

...� ↵1j↵k1xk

= (↵11↵2j � ↵1j↵21)x2 + ...+ (↵11↵kj � ↵1j↵k1)xk .

Por hipótesis de inducción existen escalares �2, ..,�k+1, no todos nulos, tales que

�2(↵11y2 � ↵12y1) + ...+ �k+1(↵11yk+1 � ↵1k+1y1) = 0 ,

es decir,

�2↵11y2 + ...+ �k+1↵11yk+1 � (�2↵12 + �k+1↵1k+1)y1 = 0

de donde se sigue la afirmación. ⇤

Un subespacio cerrado M de un espacio de Hilbert H es un subespacio que es
cerrado con la topoloǵıa inducida por la métrica de H.

Ejemplo 1.2.II.

1.2.II.1 En el espacio vectorial R3, se cumple lo siguiente:
a) El único subespacio de dimensión 3 es el mismo R3.
b) El único subespacio de dimensión cero es {0}.
c) Los subespacios de dimensión dos son todos los planos que pasan por el

origen.
d) Las rectas que pasan por el origen son los subespacios de dimensión uno.
e) Todo subespacio de R3 tiene dimensión finita menor o igual a tres.

1.2.II.2 Sobre el espacio `2 se tiene que:
a) El subconjunto M de vectores (sucesiones) de la forma (x1, . . . , xn, 0, . . .)

es un subespacio de dimensión n.
b) El subespacio M de todas las sucesiones (xn)n�1

tales que:
X

n�1

xn

n
= 0 ,

es un subespacio de `2 de dimensión infinita. Además, uno verifica que el
conjunto de vectores {(1,�2, 3,�4, . . . , 2k � 1,�2k, . . .)}

k�1
es l.i. en M .
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1.2.II.3 En L2[0, 1], el subconjunto de las funciones que satisfacen la condición:
Z

1

0

f(t)dt = 0 ,

es un subespacio de dimensión infinita. Esto debido a que el conjunto de
funciones {sin(2⇡k)}k�1 es l.i. y

Z
1

0

sin(2k⇡t)dt = 0 , para toda k � 1 .

1.2.II.4 En `2, el conjunto M de las sucesiones con solo un número finito de coorde-
nadas distintas de cero es un subespacio pero no es un subespacio cerrado de
`2; la sucesión {xn}n�1

definida por:

xn =

✓
1,

1

2
, . . . ,

1

n
, 0, 0, . . .

◆

es una sucesión en M que converge en `2 al punto
�
1, 1

2
,
1

3
, . . .

�
/2M .

1.2.II.5 En `2, el subconjunto M de las sucesiones (xn)n�1 tales que
X

n�1

xn

n
= 0

es un subespacio cerrado de `2. En efecto, si {xk = (xk,n)n�1}k�1
es una

sucesión en M que converge en `2 a x = (xn)n�1, entonces como

hx0, xki =
X

n�1

xk,n

n
= 0 , k = 1, 2, . . .

donde x0 =
�
1, 1

2
,
1

3
, . . .

�
y como el producto interno es una función continua

en la segunda componente, tenemos que
X

n�1

xn

n
= hx0, xi = ĺım

k

hx0, xki = 0 ,

es decir, x 2M .

1.3. Ortogonalidad. Dos elementos x, y en un espacio de Hilbert H se dicen
ortogonales si hx, yi = 0 y se denota por x ? y. Como hx, yi = 0 implica que
hy, xi = 0, entonces ? es una relación simétrica.

Mediante el śımbolo x
? denotaremos al conjunto de todos los y 2 H que son

ortogonales a x. Si M es un subespacio de H, M? denota al conjunto de todos los
y 2 H que son ortogonales a cada x 2 M . Se le llama conjunto ortogonal a M .
Obsérvese que x

? es un subespacio de H debido a que si x ? y y x ? y
0 entonces

x ? y + y
0 y x ? ↵y , con ↵ 2 C. Además,

x
? = {y 2 H : hx, yi = 0} ,

es decir, es la imagen inversa del {0} bajo la función continua y 7�! hx, yi, por lo
tanto x

? es un subespacio cerrado de H. Más aún, de la definición se sigue que

M
? =

\

x2M

x
?
,

por lo tanto M
? también es un subespacio cerrado de H, al ser intersección de

subespacios cerrados.
Introduzcamos el siguiente concepto sobre espacios vectoriales. Decimos que un

subconjunto E de un espacio vectorial X es convexo si tiene la siguiente propiedad
geométrica:

Para cualesquiera x, y 2 E y 0 < t < 1, el punto

zt = (1� t)x+ ty ,

también pertenece a E. Además, se cumple lo siguiente:

(a) Cualquier subespacio de X es convexo.
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(b) Si E ⇢ X es convexo, entonces cada uno de sus trasladados

E + x = {y + x : y 2 E}

también son convexos.
(c) La bola abierta unitaria B en un espacio normado es un subconjunto convexo.

Ciertamente, si x, y 2 B y 0 < t < 1, entonces:

k(1� t)x+ tyk  (1� t)kxk+ tkyk < (1� t) + t = 1 .

El siguiente teorema es uno de los resultados geométricos más importantes en la
teoŕıa de los espacios de Hilbert.

Teorema 1.3.1 (Beppo-Levi). Cualquier subconjunto convexo, cerrado y no vaćıo
E de un espacio de Hilbert H tiene un único elemento de norma mı́nima.

Demostración. Debemos demostrar que existe un único x0 2 E tal que kx0k  kxk

para cualquier x 2 E. De la definición de producto interno se puede obtener, después
de algunos cálculos, la siguiente identidad del paralelogramo (Tarea):

||x+ y||
2 + ||x� y||

2 = 2(||x||2 + ||y||
2) , x, y 2 H .(5)

Sea � = ı́nf{||x|| : x 2 E}. Este ı́nfimo existe pues el conjunto está acotado
inferiormente por 0 y por consiguiente � � 0. Sea {xn}n�1

una sucesión en E tal
que ĺımn ||xn|| = �. Como E es convexo, (xn + xm)/2 2 E, con m,n 2 N y

� 

����
1

2
(xn + xm)

���� .(6)

Usando (5) y (6), uno tiene que

1

4
||xn � xm||

2 =
1

2
||xn||

2 +
1

2
||xm||

2
�

1

4
||xn + xm||

2


1

2
||xn||

2 +
1

2
||xm||

2
� �

2
! 0

debido a que ||xn||
2
, ||xm||

2
! �, es decir, {xn}n�1

es una sucesión de Cauchy. Como
H es completo y E es cerrado, entonces existe x0 2 E tal que xn ! x0 y como la
norma es una función continua, ||x0|| = ĺımn ||xn|| = �. ⇤

Veamos a continuación dos consecuencias del teorema de Beppo-Levi 1.3.1.

Corolario 1.3.2. Sea E un subconjunto convexo, cerrado y no vaćıo de un espacio
de Hilbert H. Entonces, para cada x 2 H, existe un único vector x0 2 E tal que

||x� x0|| = ı́nf
y2E

||x� y|| .(7)

Demostración. Considerando Ex = {x�y : y 2 E}, uno comprueba de manera simple
que Ex es cerrado, convexo y no vaćıo. Por lo tanto, aplicando el teorema 1.3.1 a Ex

se obtiene la existencia de un único x0 2 tal que (7) se cumple. ⇤
Corolario 1.3.3. Sea M un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert H . Sea

x 2 H y x0 2M el único vector que satisface:

||x� x0|| = ı́nf
y2E

||x� y|| .

Entonces, x� x0 pertenece a M
?.

Demostración. Como x0 2M para todo y 2M , con ||y|| = 1 y ↵ 2 C. Entonces,
||x� x0 � ↵y||

2
� ||x� x0||

2
,

de donde se sigue que

0  hx� x0 � ↵y, x� x0 � ↵yi � hx� x0, x� x0i

= �↵hy, x� x0i � ↵hx� x0, yi+ |↵|
2
.
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Haciendo ↵ = hx�x0, yi, se obtiene 0  �|hx�x0, yi|
2, i.e., hx�x0, yi = 0, para todo

y 2M . Por lo tanto, x�x0 2M
?. Note que la restricción ||y|| = 1 no es esencial. ⇤

Observación 1.3.4. Al vector x0 definido en el corolario 1.3.3 se le llama la proyec-
ción ortogonal de x sobre el subespacio cerrado M . Por consiguiente, cada elemento
de H tiene una representación única de la forma:

x = x0 + (x� x0) ,

con x0 2M y x� x0 2M
?, es decir,

H = M �M
?
,(8)

donde � representa la suma ortogonal. Más aún, si x = x1 + x2 2 H, con x1 2 M y
x2 2M

?. Entonces,

kxk
2 = hx1 + x2, x1 + x2i = kx1k

2 + hx1, x2i+ hx2, x1i+ kx2k
2

= kx1k
2 + kx2k

2
,

(9)

que es una generalización del Teorema de pitágoras.

Teorema 1.3.5. Para un subespacio cerrado M de H, existe un único par de
transformaciones P y Q tales que P env́ıa H en M y Q env́ıa H en M

? y

x = Px+Qx , x 2 H .(10)

Además, estas transformaciones cumplen las siguientes propiedades:

(a) Si x 2M , entonces Px = x y Qx = 0.
(b) Si x 2M

?, entonces Px = 0 y Qx = x.
(c) Para x 2M , se tiene que ||x� Px|| = ı́nfy2M ||x� y||.
(d) ||x||

2 = ||Px||
2 + ||Qx||

2.
(e) P y Q son operadores lineales.

Demostración. Considere a P como la proyección ortogonal de x sobre M y defina
Qx = x�Px 2M

?. Entonces los puntos (a), (b) y (e) se cumplen. Además, P env́ıa H

en M yQ env́ıaH enM
?. Para la unicidad, si P1 yQ1 son otro par de transformaciones

que satisfacen (10), entonces x = P1x+Q1x, con P1x 2M y Q1x 2M
?. Aśı,

P1x� Px = Qx�Q1x ,

como P1x � Px 2 M , Qx � Q1x 2 M
? y M \M

? = {0} (que es una consecuencia
inmediata de la propiedad; hx, xi = 0 implica x = 0), entonces P1x = Px y Q1x = Qx,
que demuestra la unicidad. El punto (c) es consecuencia directa del corolario 1.3.2 y
(d) se sigue de manera simple de (9). ⇤

El siguiente resultado es una implicación directa del teorema 1.3.5.

Corolario 1.3.6. Si M es un subespacio cerrado de H y M 6= H, entonces existe
y 2 H no cero tal que y ?M , i.e., y 2M

? (o bien M
?
6= 0).

Definición 1.3.7. Considere una transformación lineal ⇤ de un espacio normado
X en otro espacio normado Y y defina su norma como

k⇤k = sup

⇢
k⇤xk

kxk
: x 2 X , x 6= 0

�
.(11)

Cuando k⇤k  1 se dice que ⇤ es una Transformación lineal acotada (o un
operador lineal acotado).

No debe causar confusión en (11) el usar el mismo śımbolo para la norma que
aparece en el numerador y la que aparece en el denominador, pues note que son normas
que actúan sobre vectores de espacios distintos. Trabajaremos de manera frecuente con
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estas expresiones. Además, el conjunto sobre el que toma el supremo en (11) se puede
restringir a vectores al conjunto de vectores unitarios . Pues por una parte,

k⇤xk  k⇤k , x 2 X , kxk = 1 .

Mientras que por la otra, para todo ✏ > 0 existe un vector unitario x 2 X , tal que
k⇤xk > k⇤k � ✏, de donde se cumple que k⇤k = sup

kxk=1 k⇤xk. Note que k⇤k es el
número más pequeño que satisface la desigualdad k⇤xk  k⇤k kxk, para todo x 2 X .

Geométricamente, se puede decir que un operador acotado env́ıa la bola unitaria
cerrada en X en la bola cerrada en Y con centro en 0 y radio k⇤k. En el caso cuando
Y = C al operador acotado ⇤ se llama funcional lineal acotado. Es decir, un
fuuncional lineal acotado es un operador lineal acotado cuyo contradominio son los
complejos.

Teorema 1.3.8. Para una transformación lineal ⇤ entre dos espacios normados
X ,Y, los siguientes son equivalentes:

(a) ⇤ es acotada.
(b) ⇤ es continua.
(c) ⇤ es continua en punto de X .

Demostración. Como ||⇤(x1 � x2)||  ||⇤||||x1 � x2|| , es claro que (a) implica (b) y
a la vez (c). Supóngase que � es continua en x0. A cada ✏ > 0 corresponde un � > 0
tal que ||x� x0|| < � implica ||⇤x� ⇤x0|| < ✏. En otras palabras, ||x|| < � conlleva a

||⇤(x0 + x)� ⇤x0|| < ✏ .

Pero la linealidad de � cumple que ||⇤x|| < ✏. Por otro lado,

8x 6= 0 y �1 < � ,

����
�1x

kxk

���� = �1 < � )

����⇤
✓
�1x

kxk

◆���� < ✏ ,

de donde se sigue que k⇤xk / kxk < ✏/�1. Por lo tanto, por la propiedad del supremo,
k⇤k <1, por lo que (c) implica (a). ⇤

Dos subespacios cerrados E1, E2 de un espacio vectorial normado X son l.i. si
E1 \ E2 = {0}. Además, si para cada x 2 X , existen e1 2 E1, e2 2 E2, tales que

x = x1 + x2 ,(12)

entonces X es la suma directa de E1 y E2 y se denota como X = E1 �E2. Cuando
en X exista un producto interno, la suma directa se denota como u para diferenciarlo
de la suma ortogonal �.

Observación 1.3.9. Si un espacio de HilbertH es suma ortogonal de dos subespacios
cerrados E1, E2, entonces E1 = E

?

2
. Además, es simple ver que la suma ortogonal

implica la suma directa.

Observación 1.3.10. La descomposición en (12) es única. Ciertamente, si tenemos
x = y1 + y2, con y1 2 E1 y y2 2 E2, entonces se cumple que

e1 � y1 = e2 � y2 2 E1 \ E2 = {0} ,

de donde se sigue la unicidad.

Proposición 1.3.11. Para X = E1 � E2, la forma E1 ⇥ E2 ! X dada por
(x1, x2) 7! x1 + x2, es un homeomorfismo si y solo si por lo menos una de las
proyecciones Pi : X ! Ei sobre Ei, para i = 1, 2, es continua.

Demostración. Sin perdida de generalidad, consideramos P1 : X ! E1 continua.
Entonces, P2 = I � P1 es continua al igual que la función X ! E1 ⇥ E2 dada por
x 7! (P1(x), P2(x)). La función inversa E1 ⇥E2 ! X que actúa (x1, x2) 7! x1 + x2 es
continua, ya que las operaciones lineales son continuas en un espacio normado. Por lo
tanto, se tiene el homeomorfismo entre X y E1 ⇥ E2. ⇤
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Observación 1.3.12. La proyección ortogonal P : H ! M , sobre un subespacio
cerrado M de un espacio de Hilbert H, es un operador continuo. Ciertamente, de (8)
y (9) se tiene que

kPxk
2 = kx1k

2
 kx1k

2 + kx2k
2 = kxk2 ,

de donde se sigue que P es acotado.

Hemos observado que para cada y 2 E, el funcional x! hy, xi es lineal y continuo
en H. Es un hecho notable que todos los funcionales lineales sobre H son de este tipo.

Teorema 1.3.13. Para cada funcional continuo L : H ! C, se tiene un único
y 2 H tal que para todo x 2 H,

Lx = hy, xi .(13)

Demostración. Si Lx = 0 para todo x 2 H, entonces basta tomar y = 0. En otro caso,
def́ınase el conjunto

M = {x : Lx = 0} = L
�1[{0}] .

La linealidad y continuidad de L muestra que M es un subespacio cerrado. Como
Lx 6= 0 para algún x 2 H, el corolario 1.3.6 muestra que M

?
6= {0}. Entonces

tenemos la existencia de z 2M
? unitario y consideremos u = (Lx)z � (Lz)x. Como

Lu = LxLz � LzLx = 0 ,

tenemos que u 2 M y hz, ui = 0, que sustituyendo u se sigue que Lx =
D
(Lz)z, x

E
,

de donde se sigue (13). Para la unicidad, si existe ŷ que cumple (13), entonces
hy � ŷ, xi = 0 para todo x 2 H, lo cual implica que ŷ = y. ⇤

1.4. Conjuntos ortonormales. Recordemos que un subconjunto S de un espacio
vectorial E es l.i. si cualquier subconjunto finito de S es l.i. El conjunto generado
span S (también denotado por [S]) de S, consiste en todas las combinaciones lineales
de todos los subconjuntos finitos de S y es un subespacio vectorial de E.

Un conjunto de vectores M = {un}n2N en un espacio de Hilbert H es ortogonal si
para cada par de elementos distintos un, um 2 M , se tiene hun, umi = 0. El conjunto
M es ortonormal si es ortogonal y sus elementos son de norma uno.

Observación 1.4.1. Extendiendo el concepto de (9), podemos calcular de manera

directa que un conjunto ortogonal finito M = {un}
k

n=1
⇢ H, con k 2 N, es linealmente

independiente y cumple

�����

kX

n=1

un

�����

2

=
kX

n=1

kunk
2
.

Además, si M es ortonormal, para x =
P

k

n=1
↵nun 2 H, con ↵n 2 C, entonces es

simple comprobar que ↵n = hun, xi y kxk
2 =

P
k

n=1
|↵n|

2.

Si M = {un}n2A
es ortonormal, indexado con A, podemos asociar a cada x 2 H,

una función compleja sobre el conjunto A dada por

bx(n) = hun, xi , n 2 A .

Algunos autores llaman a cada bx(·) coeficientes de Fourier de x relativos al
conjunto M .
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1.5. Bases ortonormales: un problema de aproximación. Sean v1, v2, . . . , vk

un conjunto de vectores l.i. en un espacio de Hilbert H y x 2 H. Surge el problema de
encontrar un método para calcular el valor mı́nimo de

������
x�

kX

j=1

cjvj

������
, cj 2 C .

Si mostramos que M = span {vn}
k

n=1
es cerrado, uno puede aplicar el teorema de

Beppo-Levi 1.3.1 y deducir la existencia de un único elemento de norma mı́nima,

x0 =
kX

j=1

cjvj

que satisface x � x0 2 M
?. Con lo anterior, podemos obtener información acerca de

los coeficientes c1, c2, . . . , ck.

Lema 1.5.1. Sea E subespacio cerrado de H y y /2 E. Entonces, E, span {y} son
linealmente independientes y E u span {y} es cerrado.

Demostración. Como y /2 E se sigue que E y span {y} son l.i. Luego, sea z un punto
ĺımite de E u span {y}, i.e.,

z = ĺım
n!1

(xn + �ny) ,

donde {xn} ⇢ E y {�n} ⇢ C. Toda sucesión convergente en un espacio métrico es
acotada, entonces existe ⌘ > 0 tal que

||xn + �ny|| < ⌘ , n 2 N .

Si |�n|!1 entonces

||�
�1

n
xn + y|| <

⌘

|�n|
! 0 ,

de manera que y 2 E, lo cual resulta contradictorio. Por consiguiente, {�n} es acotada
y debe tener una subsucesión convergente {�ni}i�1

a algún �. Como

zn = xn + �ny

se sigue que {zn}n�1
, {�ny}n�1

son sucesiones de Cauchy al igual que {xn}n�1
y

converge a algún punto x 2 E. Por lo tanto, z = x+ �y y E u span {y} contiene a z,
es decir, es cerrado. ⇤

El siguiente resultado se sigue de lema anterior aplicando inducción.

Corolario 1.5.2. Cualquier subespacio que es generado por un número finito de
vectores es cerrado.

Pongamos aij = hvj , vii y bi = hx, vii. Si x0 es la proyección ortogonal de x sobre
{vj}

k

j=1
l.i., entonces

x0 =
kX

j=1

cjvj(14)

es el elemento minimizador. Debemos tener que

hx� x0, vii = 0 , i = 1, 2, . . . , k(15)

lo cual nos lleva al siguiente sistema

bi = hx, vii = hx0, vii =
kX

j=1

aijcj , 1  i  k .(16)
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Sabemos que x0 existe y es único, entonces el determinante de aij es diferente de cero

y las cj ’s se pueden calcular de (16). Ahora, si � el mı́nimo valor de ||x�
P

k

j=1
cjvj ||.

Entonces por (14) se tiene hx� x0, x0i. Aśı,

�
2 = hx� x0, x� x0i = hx, x� x0i =

*
x, x�

kX

j=1

cjvj

+
= ||x||

2
�

kX

j=1

cjbj .(17)

Esto resuelve el problema en términos de aij y bi.
Consideremos ahora un caso especial: reemplacemos {v1, v2, . . . , vk} por un subcon-

junto ortonormal {u1, u2, . . . , uk}. Entonces aij = �ij (delta de Kronecker) y de (16)
se obtiene cij = bij . Además, (17) implica que

�
2 = ||x||

2
�

kX

j=1

|bj |
2

Con lo anterior hemos probado lo siguiente.

Teorema 1.5.3. Sea {uj}
k

j=1
⇢ H un conjunto ortonormal y x 2 H. Entonces

������
x�

kX

j=1

huj , xiuj

������


������
x�

kX

j=1

�juj

������
,

para todos los escalares �1,�2, . . . ,�k. La igualdad se cumple si y solo si �j = huj , xi,
para j = 1, 2, . . . , k. El vector

kX

j=1

huj , xiuj

es la proyección ortogonal de x en el subespacio span {un}
k

n=1
. Si � es la distancia de

x a este subespacio, entonces:

kX

j=1

|huj , xi|
2 = ||x||

2
� �

2
.(18)

Lo siguiente se conoce como la desigualdad de Bessel y es consecuencia del
teorema anterior.

Corolario 1.5.4. Sea {u↵}↵2A un conjunto ortonormal en H y x 2 H. Si
x̂(↵) = hu↵, xi entonces

X

↵2A

|x̂(↵)|2  ||x||
2
.(19)

Como A es cualquier conjunto de ı́ndices (posiblemente no numerable), la suma en
el lado izquierdo de (19) debe definirse de una manera apropiada. En general, para
0  '(↵)  1, con ↵ 2 A, donde el śımbolo

X

↵2A

'(↵)(20)

denota el supremo del conjunto de todas las sumas '(↵1), . . . ,'(↵k), con elementos
↵1, . . . ,↵k, diferentes de A, se tiene que (19) es consecuencia directa de (18).

Obsérvese que (20) es la integral de Lebesgue de ' con respecto a la medida de
conteo en A. Sea `2(A) = L2(A) con respecto a esta medida de conteo, entonces (19)
asegura que x̂ 2 `2(A) y

kx̂k
2
 kxk .

Lo siguiente es una consecuencia sencilla de (19).

Teorema 1.5.5. Para x 2 H y {u↵} ⇢ H un conjunto ortonormal, el conjunto de
todos los ı́ndices ↵ tales que x̂(↵) 6= 0 es a lo más contable.
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Demostración. Sea ⇤ =
P
↵2A

|x̂(↵)|2 = ||x̂||
2
< 1, debido a que ||x̂||

2
< ||x||

2, y
considere J = {↵ 2 A : x̂(↵) 6= 0}. El siguiente subconjunto de A

Jn =

⇢
↵ 2 A : |x̂(↵)|2 2


⇤

n+ 1
,
�

n

��
,

es finito para cada n 2 N, de lo contrario ⇤ = 1. Además, J = [1

n=1
Jn de donde se

sigue que J es a lo más numerable.
Sea F la transformación que asigna a cada x 2 H, la función x̂ sobre A. Para cada

↵ 2 A , x ! hu↵, xi = x̂(↵) es lineal. Más aún, F es una transformación lineal de H

en `2(A), ya que de (19), x̂ 2 `2(A) y

||x̂� ŷ||2  ||x� y|| ,

es decir, F es una contracción. En particular F es continua. ⇤

Veremos ahora que la completez de H implica que F actúa de H sobre `2(A) y que
es una isometŕıa, i.e., ||x̂||2 = ||x|| para todo x 2 H.

Teorema 1.5.6 (Teorema de Riesz-fisher). Sea {u↵}↵2A un sistema ortonormal
en H y suponga que ' 2 `2(A). Entonces ' = x̂ para algún x 2 H.

Demostración. Para n 2 N, considere An = {↵ : |'(↵)| > 1/n}. Cada An es finito
(de hecho, An tiene a lo más n2

||'||
2
2
elementos). Pongamos

xn =
X

↵2An

'(↵)u↵ , n 2 N .

Entonces x̂n = '�An , x̂n(↵) ! '(↵), para todo ↵ 2 A y |x̂n|
2
 |'|

2. En virtud del
teorema de convergencia dominada de Lebesgue [17, Teo. 1.34], kx̂nk2 ! k'k

2
. Por

consiguiente, {x̂n}n�1
es una sucesión de cauchy en `2(A) y como cada An es finito,

||xn � xm|| = ||x̂n � x̂m||2 ,

i.e., {xn}n�1
es de Cauchy en H y por la completez, xn ! x 2 H. Por lo tanto,

x̂(↵) = hu↵, xi = ĺım
n!1

hu↵, xni = ĺım
n!1

x̂n(↵) = '(↵) , ↵ 2 A

lo cual completa la demostración. ⇤

El ingrediente crucial en la demostración del teorema 1.5.6 anterior es la completez
de L2. Este hecho es reconocido y frecuentemente se asigna el nombre Teorema de
Riesz-Fisher al teorema que asegura la completez de cualquier espacio Lp, p � 1, y
en particular, a la del espacio L2.

Veamos en lo siguiente condiciones necesarias y suficientes para que un conjunto
ortonormal sea una base. Un conjunto ortonormal {u↵}↵2A

es maximal si no existe un
vector en H que pueda adjuntarse a {u↵}↵2A, de manera que el conjunto resultante
también sea ortonormal.

Un conjunto ortonormal maximal se llama frecuentemente un conjunto ortonor-
mal completo o base ortonormal.

Teorema 1.5.7. Para un conjunto ortonormal {u↵}↵2A ⇢ H, los siguientes enun-
ciados son equivalentes:

(a) El conjunto {u↵}↵2A es maximal en H.
(b) El subespacio S = span {u↵}↵2A es denso en H.
(c) Para cada x 2 H , tenemos

kxk
2 =

X

↵2A

|x̂(↵)|2 .(21)

(d) Si x, y 2 H, entonces hx, yi =
P
↵2A

x̂(↵)ŷ(↵).
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Demostración. (a) ) (b): Si S 6= H entonces existe un elemento no nulo en S
?, lo

que implica que {u↵}↵2A no es maximal.
(b) ) (c): Sea x 2 H, ✏ > 0 fijos. Como S es denso, existe un conjunto finito

u↵1 , .., u↵n y escalares tales que la combinación lineal de estos, digamos z, dista de x

en menos que ✏, en śımbolos

z = x̂(↵1) + · · ·+ u↵1 x̂(↵n)u↵n ,

de donde ||x� z|| < ✏. Entonces ||x|| < ||z||+ ✏ y

(||x||� ✏)2 < ||z||
2 = |x̂(↵1)|

2 + ...+ |x̂(↵n)|
2


X

↵2A

|x̂(↵)|2 .(22)

Como ✏ > 0 es arbitrario, (21) se sigue de (22) y la desigualdad de Bessel (19). Note que
(21) también puede escribirse en la forma hx, xi = hx̂, x̂i, con los productos internos
en H y `2(A), respectivamente.

(c) ) (d): Sean x, y 2 H fijos y � 2 C. Entonces,

hx+ �y, x+ �yi = hx̂+ �ŷ, x̂+ �ŷi .

Luego, �hx, yi+ �hy, xi = �hx̂, ŷi+ �hŷ, x̂i y haciendo � = 1, i, se tiene que

Rehx, yi = Rehx̂, ŷi y Imhx, yi = Imhx̂, ŷi .

(d) ) (a): Si {u↵}↵2A no es maximal, entonces existe u 2 H de norma uno, tal que
û(↵) = hu↵, ui = 0. Aśı, 1 = kuk2 = kûk2

2
= 0, que resulta contradictorio. ⇤

Ejemplo 1.5.I. En el espacio de Hilbert l2(N) (de sucesiones cuadrado sumables),
al conjunto {ej}j2N con

ej = (0, . . . , 0,

jg
1, 0, . . .)

se le conoce como la base canónica de l2(N) y es en efecto, una base ortonormal.
Ciertamente, como hej , eki = �jk, se tiene que {ej}j2N es un sistema ortonormal.
Además, para z = (zn)n2N 2 l2(N), considere

z
(N) = (z1, z2, . . . , zN , 0, . . .) =

NX

j=1

zjej 2 span {ej}j2N .

De esta manera, para " > 0 existe N 2 N tal que
���z � z

(N)

���
2

= k(0, . . . , zN+1, zN+2, . . .)k =
X

j>N

|zj |
2
< " ,

ya que z 2 l2(N). Aśı, z 2 span {ej}j2N y, por lo tanto, del teorema 1.5.7 se tiene que
{ej}j2N es base ortonormal.

Dos espacios de Hilbert H1,H2 son isomorfos si existe una transformación lineal
⇤ uno-a-uno de H1 en H2 que preserva h⇤x,⇤yiH2 = hx, yiH1 , con x, y 2 H1. Al
operador ⇤ se le conoce como un isomorfismo entre espacios de Hilbert .

Corolario 1.5.8. Sea {u↵}↵2A ⇢ H ortonormal maximal. Si x̂(↵) = hx, u↵i

entonces la transformación x 7�! x̂ es un isomorfismo entre H y `2(A).

Demostración. Es suficiente mostrar que la transformación es biyectiva. Para cualquier
↵ 2 A, si x̂ = ŷ, entonces hx, u↵i = hy, u↵i lo que implica que hx� y, u↵i = 0. Por lo
tanto, x� y = 0. La transformación es suprayectiva, debido al teorema 1.5.6. ⇤
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1.6. Existencia de bases ortonormales. En esta sección mostraremos que cada
espacio de Hilbert no trivial (que no consista solo del vector cero) es isomorfo a algún
`2(A), lo que implica que cada espacio de esta clase tiene una base ortonormal. La
prueba requiere de una propiedad de los conjuntos que son parcialmente ordenados.

Un conjunto P es parcialmente ordenado por una relación binaria  si:

(a) a  b y b  c implica a  c.
(b) a  a para cada a 2 P .
(c) a  b y b  a implica a = b.

Un subconjunto Q de un conjunto parcialmente ordenado P se llama totalmente
ordenado (o linealmente ordenado) si cada par a, b 2 Q satisface a  b o b  a.

Ejemplo 1.6.I. La colección de subconjuntos de un conjunto fijo X está parcial-
mente ordenado por la relación de contención.

Un subconjunto totalmente ordenado Q de P se dice ser maximal si no existe un
elemento de P que pueda adjuntarse a Q de manera que la colección resultante sea
totalmente ordenada.

Ejemplo 1.6.II. Sea P subconjuntos abiertos del plano, Q los discos circulares
abiertos con centro en el origen. Q es totalmente ordenado y maximal en P .

Teorema 1.6.1 (Maximalidad de Hausdor↵). Cada conjunto no vaćıo parcialmente
ordenado contiene un subconjunto totalmente ordenado maximal.

El teorema anterior es equivalente al axioma de selección, por lo que no lo demos-
traremos en este trabajo.

Teorema 1.6.2. Cada conjunto ortonormal B en un espacio de Hilbert H está
contenido en un conjunto ortonormal maximal en H.

Demostración. Sea P la colección de todos los conjuntos ortonormales en H que
contienen a B. Ordénese P parcialmente por inclusión. Como B 2 P ,P 6= ;.
Consecuentemente, P contiene una subcolección ⌦ totalmente ordenada y maximal.
Sea S la unión de todos los miembros de ⌦. Es claro que B ⇢ S. Afirmamos que S es
un conjunto ortonormal maximal.

En efecto, si u1, u2 2 S entonces u1 2 A1 y u2 2 A2, para algunos A1, A2 2 ⌦.
Como ⌦ es totalmente ordenado, A1 ⇢ A2 (o A2 ⇢ A1) de manera que u1, u2 2 A2.
Como A2 es un subconjunto ortonormal que contiene a B, hu1, u2i = 0siu1 6= u2 y
hu1, u2i = 1 si u1 = u2. Por lo tanto, S es ortonormal.

Si S no es maximal, entonces S es subconjunto propio de un conjunto ortonormal
S
⇤. Claramente S

⇤
/2 ⌦ y S

⇤ contiene cada elemento de ⌦ . Con esto que podemos
adjuntar S

⇤ a ⌦ y obtener una clase totalmente ordenada. Contradiciendo la maxi-
malidad de ⌦. ⇤

Todo espacio de Hilbert no vaćıo contienen un conjunto ortonormal. El teorema
anterior implica de manera simple lo siguiente.

Corolario 1.6.3. Todo espacio de Hilbert no trivial tiene una base ortonormal.

1.7. El sistema trigonométrico. Abordamos en esta sección un ejemplo especial
de bases ortonormales en espacios de Hilbert. Trabajaremos con las funciones de los
reales a los complejos, que son medibles y de periodo 2⇡. Consideremos el intervalo
real A = [0, 2⇡] y el espacio

L2

✓
A,

1

2⇡
dx

◆
=

⇢
f : A! C :

1

2⇡

Z

A

|f(x)|2 dx <1

�
.
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Uno calcula de manera simple que

1

2⇡

Z

A

sin2(kx)dx =
1

2
, k 2 N

Para n 2 N, considere los polinomios trigonométricos dados por

pn(t) =
nX

k=1

(ak sin(kt) + bk cos(kt)) , ak, bk 2 C .(23)

Usando las fórmulas de Euler y e
ikt = cos(kt)+i sin(kt), podemos reescribir (23) como

pn(t) =
nX

k=1

cke
ikt

.

Además, uno tiene que

⌦
e
ijt

, e
ikt
↵
=

1

2⇡

Z

A

e
�ijt

e
ikt

dt = �jk , j, k 2 N

es decir,
�
e
ikt
 
k2N es un sistema ortonormal en L2

�
A,

1

2⇡
dx
�
. Para ver que este sistema

resulta ser una base, del teorema 1.5.7, basta demostrar que los polinomios (23) son
densos en L2

�
A,

1

2⇡
dx
�
.

Dado f 2 L2

�
A,

1

2⇡
dx
�

y " > 0, debemos mostrar que existe un polinomio
trigonométrico pn(t) =

P
n

k=1
cke

ikt tal que kpn � fk
2
< ". Para ello, usamos el hecho

de que el espacio C1 (A) es denso en L2

�
A,

1

2⇡
dx
�
. De manera que podemos suponer

f en C1 (A), con norma dada por kfk
1

= sup
t✏A

|f(t)| < 1. Además, para toda
f 2 C1 (A) se cumple lo siguiente:

kfk
2

2
=

1

2⇡

Z

A

|f(t)|2 dt 
1

2⇡
sup

t✏[0,2⇡]

|f(t)|2
2⇡Z

0

dt = kfk2
1

.

Por lo tanto,

kfk
2

2
 kfk

2

1
,

por lo que bastaŕıa demostrar que kp� fk
1

< ".
Construimos una sucesión de polinomios trigonométricos q1, q2, . . ., donde

qk(t) = ck

✓
1

2
+

1

2
cos t

◆k

= ck

✓
sin

t

2

◆k

, k 2 N(24)

tales que los coeficientes ck satisfagan

qk > 0 y
1

2⇡

Z

A

qk = 1 .(25)

Aśı, de (24) y (25), los coeficientes ck son de la forma

ck = 2⇡

0

@
Z

A

sink
t

2
dt

1

A
�1

.
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Sobre el intervalo [0,⇡], utilizando el hecho de que la función sin t

2
es decreciente en

este intervalo, la paridad del cos t y de las ecuaciones (24) y (25), tenemos que

1 =
1

⇡

⇡Z

0

qk (t) dt >
1

⇡

⇡Z

0

qk sin tdt (pues 1 > sin t , 8t 2 [0,⇡])

=
ck

⇡

⇡Z

0

✓
1

2
+

1

2
cos t

◆k

sin tdt =
�2ck
⇡

�
1

2
+ 1

2
cos t

�k+1

k + 1

⇡

|

0

=
2ck

⇡ (k + 1)
.

(26)

Como 1

2
+ 1

2
cos t es monótona decreciente en [0,⇡], entonces qk(t) 6 qk(�) para toda

� tal que 0 < �  |t|  ⇡ (si esto no queda claro se pide al lector revisar la gráfica de
esta función en el intervalo de [�⇡,⇡]). Si definimos a ⌘k (�) como

⌘k (�) = sup {qk (t) : 0 < �  |t|  ⇡} .(27)

Además, para toda " mayor que cero tenemos que

⌘k(�) <
"

2kfk1
,

si k � 1, con � mayor que cero, esto gracias a la ecuación (26), pues se tiene que

ck 
⇡(k + 1)

2
.

Entonces, para 0 < � < ⇡,

qk (t) 
⇡ (k + 1)

2

✓
1

2
+

1

2
cos �

◆k

,

que haciendo r igual a 1

2
+ 1

2
cos t tenemos que r < 1 y

⇡

2
(k + 1) rk ! 0 , cuandok !1 .

Por lo tanto, qk (t) converge uniformente a cero en 0 < �  |t|  ⇡, es decir, converge
uniformente en [�⇡,��] [ [�,⇡].

Ahora, para cada f 2 C1(R), definamos

pk (t) =
1

2⇡

⇡Z

�⇡

f (t� s) qk (s) ds .(28)

Haciendo un primer cambio de variable s! �s, tenemos:

pk (t) =
1

2⇡

⇡Z

�⇡

f (t+ s) qk (s) ds ,

pues qk (�s) = qk (s) para toda s en [�⇡,⇡]. Haciendo nuevamente otro cambio de
variable con s = u� t y despejando u tenemos que u = s+ t, aśı du = ds por lo que
pk se ve de la forma (cuidado con los ĺımites)

pk (t) =
1

2⇡

⇡+tZ

�⇡+t

f (u) qk (u� t) du

=
1

2⇡

⇡Z

�⇡

f (u) qk (u� t) du (cambiando otra vez de variable)

=
1

2⇡

⇡Z

�⇡

f (s) qk (s� t) ds .
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Se deja al lector la justificación de la segunda igualdad que incide en el siguiente
ejercicio (Tarea): Demostrar que para h de periodo 2⇡,

⇡Z

�⇡

h (t) dt =

⇡+aZ

�⇡+a

h (t) dt , 8a 2 R .

Ahora como f es continua en [�⇡,⇡] entonces es uniformemente continua, i.e., para
todo " > 0, existe � > 0, tal que |f (t)� f (t0)| < "/2 si |t� t

0
| < �. Ahora calculemos

kpk (t)� f (t)k
1

= sup
t✏[�⇡,⇡]

|pk (t)� f (t)| , pero

|pk (t)� f (t)| =

������
1

2⇡

⇡Z

�⇡

f (t� s) qk (s)� f (t)

������

=

������
1

2⇡

⇡Z

�⇡

f (t� s) qk (s)�
1

2⇡
f (t)

⇡Z

�⇡

qk (s) ds

������
.

En virtud de (25), la igualdad anterior implica

=

������
1

2⇡

⇡Z

�⇡

(f (t� s)� f (t)) qk (s) ds

������


1

2⇡

⇡Z

�⇡

|f (t� s)� f (t)| qk (s) ds

=
1

2⇡

Z

|s|<�

|f (t� s)� f (t)| qk (s) ds+
1

2⇡

Z

�|s|⇡

|f (t� s)� f (t)| qk (s) ds

<
"

2

1

2⇡

Z

|s|�

qk (s) ds+
1

2⇡

Z

�|s|⇡

|f (t� s)� f (t)| qk (s) ds,

donde se usó la continuidad uniforme de f . Para el segundo sumando es necesario
trabajar usando (27). Continuando el desarrollo

=
"

2

1

2⇡

Z

|s|�

qk (s) ds+
1

2⇡
⌘k(�)

Z

�|s|⇡

|f(t� s)� f(t)| ds

<
"

2
+ ⌘k(�) kfk1 < ",

en donde la penúltima desigualdad se obtuvo de (25) y usando propiedades del valor
absoluto, la norma de f y la definición de ⌘k(�). Por lo tanto hemos demostrado que
el sistema trigonométrico

�
e
ikt
 
k2N es denso en L2

�
A,

1

2⇡
dx
�
.

Problemas de la sección.

p.1.1 Muestre la identidad del paralelogramo (5)

||x+ y||
2 + ||x� y||

2 = 2(||x||2 + ||y||
2) , x, y 2 H .

p.1.2 Muestre quue la identidad del paralelogramo implica la identidad de Apolonio
���
���z � x

���
���
2

+
���
���z � y

���
���
2

=
1

2

���
���x� y

���
���
2

+ 2
���
���z �

1

2
(x+ y)

���
���
2

, x, y, z 2 H .

p.1.3 Muestre que un subespacio de un de un espacio métrico que consiste en un
número finito de puntos siempre es completo.

p.1.4 Si consideramos sobreX = Q la métrica d(x, y) = |x�y|, calcule la completación
de X con respecto a esta métrica.

p.1.5 Muestre que si (X, d) es un espacio métrico completo, entonces (X, d) es también
completo, donde d = d

1+d
.

p.1.6 Construya ejemplos que muestren que si Y y Z son subespacios de un espacio
vectorial X, Y \ Z es un subespacio de X pero Y [ Z podŕıa no serlo.
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p.1.7 Muestre que en un espacio de Hilbert

y ? xn , xn ! x ) x ? y .

p.1.8 Muestre que en un espacio con producto interno

x ? y , kx+ ↵yk � kxk para todo escalar ↵ .

p.1.9 Muestre que el funcional definido en C[a, b] por

f(x) =

Z
b

a

x(t)y0(t)dt , y0 2 C[a, b]

es lineal y acotado.
p.1.10 Encuentre la norma del funcional lineal definido en C[�1, 1] por

g(x) =

Z
0

�1

x(t)dt�

Z
1

0

x(t)dt .

p.1.11 Muestre que si f 6= 0 y g 6= 0 son dos funcionales definidos en el mismo espacio
vectorial y tienen el mismo espacio nulo entonces son proporcionales.

2. Clases Especiales de Operadores

Esta sección está dedicada principalmente a los operadores de clases de traza y de
Hilbert-Schmidt, los cuales son subclases de operadores compactos.

2.1. Operadores de rango finito y compactos.

Definición 2.1.1. Si E es un espacio normado decimos que un conjunto A ⇢ E es
precompacto en E (o relativamente compacto), cuando A (la clausura de A) es un
conjunto compacto, i.e., un conjunto es precompacto si su cerradura es compacta.

Definición 2.1.2. Sean X,Y espacios normados. Un operador lineal T : X ! Y

es compacto (o completamente continuo) si manda conjuntos acotados de X en
conjuntos precompactos de Y , i.e., T es compacto si y solo si TA es precompacto
para todo A ⇢ X con A acotado.

Ejemplo 2.1.I. Sea C([a, b]) el espacio vectorial de las funciones continuas con
dominio [a, b] y valores en un campo K. Recordemos que este espacio es de Banach
con la norma dada por kfk1 = sup

x2[a,b] |f(x)|. Sea µ : [a, b] ! R una medida y
K : [a, b]⇥ [a, b]! K una función continua. Definimos lo siguiente.

A ?K : C([a, b])! C([a, b])

(A ?Kf)(x) =

Z
b

a

K(x, y)f(y)dµ(y) .

Se puede mostrar que A ?K es un operador lineal continuo y compacto. Esto último
usando el conocido Teorema de Ascoli cuya demostración se puede encontrar en [18,
Ap.A].

Teorema 2.1.3 (Teorema de Ascoli). Para que F ⇢ C([a, b]) sea relativamente
compacto en C([a, b]) es necesario y suficiente que:

1. F sea puntualmente acotada, i.e., 8⇠ 2 [a, b] , sup
f2F

|f(⇠)| <1.
2. F sea equicontinua, i.e., 8⇠ 2 [a, b] , 8" >0 , 9� > 0 tal que

|f(x)� f(⇠)|  " , 8x 2 [a, b] \ [⇠ � �, ⇠ + �] , 8f 2 F .

Proposición 2.1.4. Para X, Y espacios normados, los siguientes son equivalentes:

(a) T : X ! Y es un operador compacto.
(b) TA es precompacto, para todo A ⇢ X acotado.
(c) TB1 es precompacto, en donde B1 es la bola unitaria en X.
(d) Cada sucesión acotada {xn} de elementos de X tiene una subsucesión {xnk} tal

que {Txnk} converge en Y .
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Demostración. Es suficiente demostrar las implicaciones (a) ) (d) ) (a):
(a)) (d): En X, sea {xn} una sucesión acotada por M . Entonces la sucesión

�
xn
M

 

de elementos de B1 tiene una subsucesión tal que
n

Txnk
M

o
converge, digamos que a

y 2 Y , es claro que Txnk converge a (M + 1)y.
(d)) (a): Se usará el siguiente resultado de la cual se omitirá su demostración: En

un espacio métrico E, si K ⇢ E tiene la propiedad de que cada sucesión en K tiene
una subsucesión que converge en E, entonces K es un subconjunto compacto de E.

Ahora bien, sea A un subconjunto acotado en X. Veamos que TA es compacto, para
lo cual sea {yn} una sucesión en TA, es decir, yn = Txn para alguna sucesión {xn}

en A. Por hipótesis, podemos extraer una subsucesión {xnk} con {Txnk} convergente
en Y , y por el resultado mencionado concluimos que TA es compacto. ⇤

Ejemplo 2.1.II. Si T : X ! Y es un operador continuo y lineal de rango finito (i.e.,
su imagen o rango es de dimensión finita), entonces T es un operador compacto. En
efecto, de la proposición 2.1.4.(d) y el teorema de Bolzano-Weierstrass [15, Teo. 6.21],
para una sucesión acotada {xn} en X se tiene kTxnk  kTk kxnk, es decir, {Txn} es
acotada en su imagen TX. Por hipótesis es un espacio isométrico a Km donde m es
su dimensión como espacio vectorial. El teorema de Bolzano-Weierstrass nos permite
concluir que {Txnk} converge para alguna subsucesión de {xn}.

Ejemplo 2.1.III. Todo operador lineal T : X ! Y compacto es un operador
continuo. Ciertamente, la imagen TB1 de la bola unitaria abierta B1 es un conjunto
compacto y por lo tanto existe M � 0 tal que kTxk ? Y M para todo x 2 B1.

Ejemplo 2.1.IV. Sea X un espacio normado. El operador identidad I : X ! X

tal que I(x) = x para todo x 2 X es compacto si y sólo si X como espacio vectorial
tiene dimensión finita. Esto es consecuencia inmediata del siguiente resultado cuya
investigación y estudio dejamos a cargo del lector: La bola unitaria cerrada es compacta
en un espacio normado si y sólo si el espacio tiene dimensión finita.

Lema 2.1.5 (Lema de Riesz). Sea E un espacio normado; si S  E es subespacio
cerrado, entonces para cualquier 0 < " < 1, existe x" 2 E \ S tal que kx"k = 1 y
ks� x"k > " para todo s 2 S.

Demostración. Para x 2 E \ S fijo sea r = d(x, S) = ı́nf{d(x, s) : s 2 S}. Como S es
cerrado entonces r > 0 y se sigue que r < r". Por las propiedades del ı́nfimo, podemos
encontrar b 2 S tal que kx� bk < r". Definimos x" como

x" =
x� b

kx� bk
.

De esta manera, kx"k = 1 y x" 2 E \ S, pues S es subespacio de E. Finalmente, para
s 2 S tenemos que

ks� x"k =

����s�
x� b

kx� bk

���� =
1

kx� bk

��kx� bks+ b� x
�� � r

kx� bk
.

Concluimos que ks� x"k > " por como se escogió a b. ⇤
Definición 2.1.6. El conjunto dual de un espacio vectorial X viene dado por

X
⇤ := {f : X ! C : f es lineal y continua} .

Con la norma de operadores lineales, (X⇤
, k ·k⇤) es un espacio de Banach. Además,

de manera similar podemos definir al dual de X
⇤ como

X
⇤⇤ := {f : X⇤

! C : f es lineal y continua} .

Definición 2.1.7. Dada una sucesión {xn} en X decimos que {xn} converge
débilmente a x si y solo si {⇤xn} converge a ⇤x, para todo operador lineal y continuo
⇤. En śımbolos,

xn

!
�! x , ⇤xn ! ⇤x , 8⇤ 2 X

⇤
.
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Definición 2.1.8. Sean X, Y espacios normados y T : X ! Y un operador lineal.
El operador adjunto de T se define como

T
⇤ : Y ⇤

! X
⇤

(T ⇤
f)(x) = f(Tx) , f 2 Y

⇤
, x 2 X .

Es decir, a cada f 2 Y
⇤ se le asocia T

⇤
f 2 X

⇤,

f ! T
⇤
f , donde f : Y ! C y T

⇤
f : X ! C .

Proposición 2.1.9. La aplicación ˆ : H! H
⇤⇤ satisface

kx̂k⇤⇤ = kxk, , 8x 2 H .

Demostración. La primera desigualdad se sigue de la definición de la norma k · k⇤⇤,
pues si x 2 H, entonces

kx̂k⇤⇤ = sup
kfk⇤=1

|x̂(f)| = sup
kfk⇤=1

|f(x)|  kfk⇤ kxk = kxk.

Por el teorema de representación de Riesz [14, Sec. 3.8] tenemos que para x 2 H la
aplicación g(z) = hz, xi es un operador lineal y continuo que satisface kgk⇤ = kxk.
Defina al operador g̃ como

g̃(z) =
g(z)

kxk

de donde se sigue que kg̃k⇤ = 1 y como consecuencia

kx̂k⇤⇤ = sup
kfk⇤=1

|f(x)| � |g̃(x)| =
hx, xi

kxk
= kxk .

Como se queŕıa. ⇤
En otras palabras, la aplicación de la proposición 2.1.9 es una isometŕıa.

Proposición 2.1.10. Si una sucesión {xn} en H converge débilmente, entonces se
cumplen lo siguiente:

(a) El ĺımite es único.
(b) {xn} está acotada.

Demostración. (a): Supongamos que {xn} tiene dos ĺımites en H, digamos x y y. De
la definición 2.1.7 tenemos que

xn

!
�! x , ⇤xn ! ⇤x , 8⇤ 2 H

⇤
,

similarmente para y. Como {⇤xn} es una sucesión convergente en C, su ĺımite es
único y entonces ⇤(x � y) = 0, para todo ⇤ 2 H

⇤. Llamemos z = x � y. Si z 6= 0,
por el teorema de representación de Riesz tenemos que existe ⇤z 2 H

⇤ tal que
⇤z(w) = hz, wi, de donde se sigue que

0 = ⇤z(x� y) = hz, zi = kzk2 > 0 .

(b): Definimos para cada n 2 N, la aplicación x̂n(f) = ⇤(xn) (véase proposición
2.1.9). Como {⇤xn} converge en C, entonces está acotada para cada ⇤ 2 H

⇤. Es decir,
para todo ⇤ 2 H

⇤,
|⇤(xn)| M⇤ , 8n 2 N , M⇤ 2 R .

Del principio de acotación uniforme y de la proposición 2.1.9,

kxnk = kx̂nk⇤⇤ M , 8n 2 N ,

de donde se sigue la conclusión. ⇤
Los puntos claves de la demostración anterior son: el teorema de representación de

Riesz y principio de acotación uniforme [14, Sec. 3.8 y 4.7].

Teorema 2.1.11. Para un operador compacto entre dos espacios de Hilbert T : H1 !

H2, se cumple lo siguiente: para toda sucesión {xn} de H1 débilmente convergente, la
sucesión {Txn} converge en norma.
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Demostración. Vemos que para todo ⇤ 2 H
⇤

2
la diferencia

⇤Txn � ⇤Tx = T
⇤⇤xn � T

⇤⇤x

tiende a cero por la convergencia débil de {xn}, ya que es fácil ver que el operador
T

⇤⇤ está en H
⇤

1
y por consiguiente Txn

!
�! Tx.

Supongamos que Txn ! Tx es falso. Entonces existe " > 0 y {Txnk} subsucesión
tal que kTxnk�Txk > ". Como {xn} es acotada y T compacto existe una subsucesión
S de {Txnk} convergente en H2, digamos a y 2 H2. La desigualdad anterior implica
que y 6= Tx. Por último, la convergencia de S implica convergencia débil por las
siguientes desigualdades:

k⇤S � ⇤yk = k⇤S � yk  k⇤k⇤kS � yk , 8⇤ 2 H
⇤

2
,

De este modo, S converge débilmente a y y a Tx con y 6= Tx lo cual es absurdo por
proposición 2.1.10. ⇤

En el siguiente resultado veremos algunas propiedades de operadores acotados.

Teorema 2.1.12. Para un operador acotado entre espacios de Hilbert T : H1 ! H2,
se cumple lo siguiente:

(a) Si {Tn} es una sucesión de operadores compactos y Tn ! T , con la topoloǵıa
inducida por la norma de operadores, entonces T es compacto.

(b) El operador T es compacto si y solo si T ⇤ es compacto.
(c) El producto de un operador compacto y un operador acotado es compacto.

Demostración. (a): Sea {xn} una sucesión acotada en H1 por M > 0. Como T1

es compacto, {xn} tiene una subsucesión {xn,1}, tal que {T1xn,1} converge en H2.
Aśı, {T1xn,1} es de Cauchy. Como {xn,1} es acotada, utilizando nuevamente la
proposición 2.1.4, existe una subsucesión de {xn,1}, digamos {xn,2}, tal que {T2xn,2}

converge y es de Cauchy. Construimos de la misma forma las sucesiones subsecuentes.
Tenemos que {zn = xn,n} es subsucesión de la sucesión original. Si fijamos r 2 N,

cuando n � r, se tiene que {zn} es subsucesión de {xn,r} y {Trxn,n} es de Cauchy, ya
que es subsucesión de {Trxn,r}, la cual es de Cauchy, es decir, para toda r 2 N,

{Trxn,n} , es de Cauchy, si n � r .

Sea " > 0 y como Tn converge a T , existe N1 2 N tal que, si n � N1, entonces
kTn�Tk⇤ < "/3M . Si r = N1, entonces kTr�Tk⇤ < "/3M . Para esta r existe N 2 N
tal que kTrzn � Trzmk < "/3 si n,m � N , pues {Trzn} es de Cauchy. Verifiquemos
que {Tzn} es de Cauchy; si n,m � N entonces

kTzn � Tzmk = kTzn � Trzn + Trzn � Trzm + Trzm � Tzmk

 kTzn � Trznk+ kTrzn � Trzmk+ kTrzm � Tzmk

 kT � Trk⇤ kznk+ kTrzn � Trzmk+ kTr � Tk⇤ kzmk

<
"

3M
M +

"

3
+

"

3M
M = " .

Como H2 es completo, {Tzn} converge y tiene una subsucesión convergente acotada,
pues es subsucesión a la vez de {Txn}. Por lo tanto, de la proposición 2.1.4, se concluye
que T es compacto.

(b): Si T es compacto, entonces TB1 es un conjunto compacto, donde B1 es la bola
unitaria abierta de H1. Tomemos una sucesión {y

⇤

n
} de B

⇤

2
, la bola unitaria abierta

de H
⇤

2
. Mostraremos que existe

�
y
⇤

nk

 
tal que

�
T

⇤
y
⇤

nk

 
converge en H

⇤

1
.

Para � la familia de cada funcional y⇤
n
: H2 ! C restringida a TB1, tenemos que:

1. Como {y
⇤

n
} ⇢ B

⇤

2
entonces ky⇤

n
k⇤  1, para todo y

⇤

n
2 �, i.e., � es una familia

equiacotada.
2. Para y, y0 2 TB1 tenemos que:

|y
⇤

n
(y)� y

⇤

n
(y0)| = |y

⇤

n
(y� y0)|  ky⇤

n
k⇤ ky� y0k < ky� y0k , 8y, y0 2 TB1 , y

⇤

n
2 �

i.e., � es una familia equicontinua.
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Por el teorema de Ascoli, existe una subsucesión
�
y
⇤

nk

 
que converge uniformemente

en TB1. Para " > 0 y k, l � N 2 N, se tiene que

kT
⇤
y
⇤

nk
� T

⇤
y
⇤

nl
k = sup

x2B1

|(T ⇤
y
⇤

nk
� T

⇤
y
⇤

nl
)x| = sup

x2B1

|T
⇤
ynkx� T

⇤
ynlx|

= sup
x2B1]

|y
⇤

nk
Tx� y

⇤

nl
Tx| = sup

y2TB1

|y
⇤

nk
y � y

⇤

nl
y|

 sup
y2TB1

|y
⇤

nk
y � y

⇤

nl
y| < " .

De la convergencia uniforme de
�
y
⇤

nk

 
se sigue que

�
T

⇤
y
⇤

nk

 
es de Cauchy y, por lo

tanto, converge, es decir, T ⇤ es compacto.
Reciprocamente, consideremos las inclusiones canónicas i, j (véase la proposición

2.1.9), dadas por

i : H1 �! H
⇤⇤

2
i(x) : H⇤

1
�! C

x 7�! i(x) f 7�! f(x)

j : H2 �! H
⇤⇤

2
j(y) : H⇤

2
�! C

y 7�! j(y) g 7�! g(y)

Donde x 2 H1, y 2 H2, f 2 H
⇤

1
y g 2 H

⇤

2
. Note que para ⇤ 2 H

⇤

2
se cumple:

[T ⇤⇤
i(x)] (⇤) = i(x) [T ⇤⇤] = [T ⇤⇤] (x) = ⇤(Tx) = [j(Tx)] (⇤) .

Afirmamos que

j [TB1] = T
⇤⇤
i[B1] ⇢ T

⇤⇤ [B⇤⇤

1
] .

Ciertamente, si b 2 T
⇤⇤
i[B1] entonces, existe x 2 B1 tal que b = i(x). Por la

proposición 2.1.9, uno tiene que b 2 B
⇤⇤ de donde T

⇤⇤
b 2 T

⇤⇤
B

⇤⇤.
Luego, como T

⇤ es compacto, T ⇤⇤ también lo es, aśı T ⇤⇤B
⇤⇤

1
es compacto. Es claro

que j[TB1] es compacto, de modo que j[B1] es precompacto. Mostremos que

TB1 ⇢ jTB| .

Considerando j(z) 2 j[TB1], para algún z 2 j[TB1]. Existe {an} ⇢ TB1 convergente
a w. La sucesión {j(an)} está en j[TB1] y por la continuidad de j se tiene que
j(an) ! j(w) y j(w) 2 j[TB1]. Por último, afirmamos que TB1 es compacto. En
efecto, para {wn} una sucesión en TB1, tenemos que {j(wn)} ⇢ j[TB1] ⇢ j[TB1].
Como j[TB1] es compacto, existe una subsucesión {j(wnk)} convergente en j[TB1].
De modo que {j(wnk)} es una sucesión de Cauchy. Por la proposición 2.1.9, la sucesión
{wnk} es de Cauchy y converge en TB1, por ser este cerrado. Concluimos que T es un
operador compacto.

(c): Para este punto analizamos los siguientes dos casos:

1. Si S : H1 ! H2 es compacto y T : H2 ! H3 es acotado. Sea {xn} una
sucesión acotada en H1. Entonces, por ser S compacto, existe una subsucesión
convergente {Sxnk} en H2. Además, por ser T continuo (pues es acotado)
entonces {TSxnk} converge en H3. Aśı, TS es compacto.

2. Si S : H1 ! H2 es acotado y T : H2 ! H3 es compacto. Sea {xn} una sucesión
acotada en H1. Como S es acotado tenemos que kSxnk  kSkkxnk < 1. Por
ser T compacto, {TSxnk} converge, siendo TS compacto.

Lo anterior concluye la demostración del punto (c). ⇤

El siguiente resultado es de gran utilidad en la secuela.

Lema 2.1.13. Si H es espacio de Hilbert separable, entonces cada base ortonormal
para H es a lo más numerable.
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Demostración. Considera B = {'↵ : ↵ 2 I} una base ortonormal de H. Como

k'↵ � '�k
2 = h'↵ � '� ,'↵ � '�i = k'↵k

2
� h'↵,'�i � h'� ,'↵i+ k'�k

2 = 2 ,

cada elemento de la familia de bolas abiertas {B('↵,
p
2/2) : '↵ 2 B} contiene un solo

elemento de B por construcción. Por otro lado, como H es separable, existe S ⇢ H

numerable tal que S = H. Además, para cada '↵ se tiene B('↵,
p
2/2) \ S 6= ;,

escogemos v↵ 2 B('↵,
p
2/2) \ S. Para ver que B es numerable, consideramos la

función f : B ! S tal que '↵ ! v↵. Afirmamos que f es inyectiva, pues si v↵ = v� ,
entonces v↵, v� 2 B('↵,

p
2/2) \ S, y por construcción '↵ = '� . ⇤

En lo que resta del caṕıtulo H representará un espacio de Hilbert separable. Aunque
algunas veces para enfatizar algún resultado volveremos a recordar esta hipótesis.

Observación 2.1.14. Del ejemplo 2.1.II, tenemos que un operador de rango finito
siempre es compacto, y por el teorema 2.1.12, todo ĺımite de compactos es compacto,
de tal manera que el ĺımite (en norma) de operadores de rango finito es compacto.

A continuación veremos que la afirmación rećıproca de la observación 2.1.14 se
cumple cuando se trata de un operador compacto en un espacio de Hlibert (separable).
Esto es: Los operadores de rango finito son densos en los operadores compactos.

Teorema 2.1.15. Todo operador compacto T en un espacio de Hilbert H separable,
es ĺımite en norma de operadores de una sucesión de operadores de rango finito.

Demostración. Sea {'n} una base ortonormal de H y para n 2 N, defina el operador
Tn : H! H como

Tn(x) = T

2

4
nX

j=1

h'j , xi'j

3

5 =
nX

j=1

h'j , xiT ('j) ,

los cuales son de rango finito. Mostremos que kTn � Tk ! 0. Sea x 2 H, utilizando la

base ortonormal escribimos x =
1X

j=1

h'j , xi'j , luego

Tx� Tnx = T

2

4
1X

j=n+1

h'j , xi'j

3

5 = T n ,

es decir,

Tx� Tx =  n , 8n 2 N ,

para algún  n 2 {'1,'2, . . . ,'n}
?. Consideremos la sucesión {�n}, donde

�n = sup
 2{'1,'2,...,'n}?

k nk=1

kT nk = kT � Tnk

Es claro que {�n} es una sucesión de números reales no negativos, decreciente, acotada
y por lo tanto, converge, digamos a �. Para terminar demostraremos que � = 0.
Utilizando la desigualdad de Schwarz en el espacio l2 calculamos que

|hh, ni| =

������

*
h,

1X

j=n+1

h'j , ni'j

+������
=

1X

j=n+1

|h'j , nihh,'ji| 

1X

j=1

|h'j , nihh,'ji|



0

@
1X

j=1

|h'j , ni|
2

1

A

1
2
0

@
1X

j=1

|hh,'ji|
2

1

A

1
2

= k nk

0

@
1X

j=1

|hh,'ji|
2

1

A

1
2

Tomando ĺımite en ambos lados vemos que |hh, ni| ! 0, para todo h 2 H. Por lo
tanto, como T es compacto, entonces kT ( n)k ! 0 por el teorema 2.1.11, lo que
implica que � = 0. ⇤
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De ahora en adelante usaremos la notación de Dirac |'ih | para denotar al operador
de rango uno |'ih |⌘ = h , ⌘i'. Por ejemplo, el operador Tn en la demostración
anterior se escribe aśı:

Tn(x) = T

0

@
nX

j=1

|'jih'j |x

1

A .

Teorema 2.1.16 (Teorema anaĺıtico de Fredholm). Sea ⌦ un subconjunto abierto
y conexo de C, si f : ⌦! B(H) es una función anaĺıtica operador-valuada tal que f(z)
es un operador compacto para cada z 2 ⌦, entonces se cumple una y solo una de las
siguientes condiciones:

(a) (I � f(z))�1 no existe para todo z 2 ⌦.
(b) (I � f(z))�1 existe para todo z 2 ⌦� S, donde

S = {z 2 ⌦ : f(z)⇣ = ⇣ , para algún 0 6= ⇣ 2 H} ,

tal que S no tiene puntos de acumulación en ⌦.

Demostración. Por la conexidad es suficiente demostrar que 8z0 2 ⌦ existe un disco
abierto centrado en Z0 donde (a) o (b) se cumple. Por el teorema 2.1.15 existe un
operador de rango finito F , tal que kF �f(z0)k <

1

2
y por la continuidad, existe r > 0

tal que kf(z)� f(z0k <
1

2
cuando z 2 Dr(z0) = {z 2 ⌦ : |z � z0| < r}, es decir, para

z 2 Dr(z0) se cumple kf(z)� Fk < 1 lo cual garantiza que la serie
P

1

n=0
(f(z)� F )n

converge absolutamente a (I�(f(z)�F ))�1, que resulta un operador anaĺıtico. Como
F tiene rango finito, existen vectores linealmente independientes { 1, . . . , N} ⇢ H

tales que F (') =
P

N

j=1
↵j(') j , para todo ' 2 H.

Cada ↵j(·) es funcional acotado enH y el teorema de Riesz nos dá {�1, . . . ,�N} ⇢ H

tales que F (') =
P

N

j=1
h�j ,'i j , para todo ' 2 H. A continuación, para cada

z 2 Dr(z0) y 1  n  N , definimos las funciones auxiliares

�n(z) =
�
(I � f(z) + F )�1

�⇤
�n , g(z) = F (I � f(z) + F )�1

.

Al desarrollar ((I�f(z)+F )�1
x y (I�g(z))(I�f(z)+F ) obtenemos respectivamente,

g(z) =
NX

j=1

h�n(z), ·i j , (I � f(z)) = (I � g(z))(I � f(z) + F ) .

Usando estas últimas dos igualdades y que (I�f(z)+F ) es invertible, concluimos que
I � f(z) y I � g(z) son invertibles simultáneamente. Además,  = f(z) y ' = g(z)'
tiene solución no trivial simultáneamente. Nos concentraremos en la forma de las
soluciones de dicha ecuación. Si ' es solución, entonces

' = g(z)' =
NX

n=1

h�n(z),'i n =
NX

n=1

�n n ,

dónde �n =
P

N

n=1
h n(z),'i y al usar la última expresión de ' obtenemos

�n =

*
�n(z),

NX

m=1

�m m

+
=

NX

m=1

�m h�n(z), mi ,

es decir, obtenemos un sistema de ecuaciones, pues para n = 1, . . . , N , dados por

�n =
NX

m=1

�m h�n(z), mi .

Rećıprocamente, si la N -áda (�1, . . . ,�N ) es una solución del sistema, entonces ' =P
N

m=1
�m m, satisface g(z)' = ' de manera que resolver (no trivialmente) esta última

ecuación equivale a resolver el sistema N ⇥N , dado por �n =
P

N

m=1
�m h�n(z), mi
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o bien
P

N

m=1
�m(�nm � h�n(z), mi), el cual tiene solución no trivial si y solo si

d(z) = det(�nm�h�n(z), mi) = 0. Por la discusión anterior, son iguales los conjuntos

{z 2 Dr(z0) : g(z) =  , para algún 0 6=  2 H} y

Sr = {z 2 Dr(z0) 2 ⌦ : d(z) = 0} .

Por otra parte, como h�n(z), mi, con n,m 2 N, y d(z) son funciones anaĺıticas,
podemos utilizar el teorema de unicidad para concluir que Sr no tiene puntos de
acumulación, o bién, Sr = Dr(z0). Para terminar veamos que (I � g(z)) 2 B(H) es
biyectivo para cada z 2 Dr(z0) � Sr. En efecto, es inyectivo debido a que z /2 Sr y
entonces la ecuación (I � g(z))' = 0 solo tiene la solución ' = 0. Es sobreyectivo ya
que si  2 H, entonces el sistema N ⇥N , dado por

�n � h�n(z), i =
NX

m=1

h�n(z), mi�m ,

tiene como determinante a d(z) 6= 0. Aśı, el sistema tiene una solución (�1, . . .�N ); se

comprueba que el elemento ' =  +
P

N

m=1
�m m satisface g(z)' = '�  , lo que se

ve simplemente desarrollando el lado izquierdo de la ecuación. ⇤

Observación 2.1.17. En el teorema 2.1.16.(b), (I � f(z))�1 es meromorfa en ⌦� S

y se puede demostrar que los residuos en los polos son operadores de rango finito.

Corolario 2.1.18 (La alternativa de Fredholm). Para todo operador compacto
A 2 B(H), el operador (I �A)�1 existe o A =  tiene solución no trivial.

Demostración. La función f : C ! B(H) tal que f(z) = zA es anaĺıtica y no
cumple el teorema 2.1.16.(a), debido a que (I � f(0))�1 existe. Entonces se cumple el
teorema 2.1.16.(b), es decir, (I � f(z))�1 existe 8z 2 C� S, donde

S = {z 2 C : f(z)⇣ = ⇣ para algún 0 6= ⇣ 2 B} .

Se cumple que 1 /2 S o 1 2 S, i.e., (I�A)�1 existe o f(1) =  para algún  6= 0. ⇤

Teorema 2.1.19 (Riesz-Schauder). Si A 2 B(H) es un operador compacto, enton-
ces �(A) es un conjunto sin puntos ĺımites excepto, quizás, � = 0. Más aún, todo
� 2 �(A) distinto de cero, es un valor propio de A de multiplicidad finita, i.e., el
correspondiente espacio de vectores propio tiene dimensión finita.

Demostración. La función entera f : C ! B(H) tal que f(z) = zA no cumple el
teorema 2.1.16.(a), entonces cumple 2.1.16.(b), lo que significa que (I�f(z))�1 existe
para z 2 C � S, donde S es un conjunto sin puntos ĺımites. Además, todo elemento a

distinto de cero, a /2 S, y tenemos que

(I � aA)�1 = a
�1(a�1

I �A)�1

existe y, por tanto, a�1
/2 �(A), es decir, a 2 S. En consecuencia, �(A) no tiene puntos

de acumulación excepto posiblemente � = 0 y 8� 2 �(A) � {0}, ��1
2 S por lo que

existe  6= 0 tal que f(��1) =  si y solo si A = � , i.e., todo � 2 �(A) � {0} es
un valor propio de A. Consideremos el espacio propio

E� = {x 2 H : Ax = �x} = {x 2 H : (�I �A)x = 0} .

Como es un espacio cerrado de H, su bola unitaria cerrada B� también es cerrada en
H. Ahora ��1

A es un operador compacto que restringido al espacio E� es el operador
identidad. Por lo tanto, ��1

AB� es un conjunto precompacto y �
�1

AB� = B�, de
aqúı que B� es compacto. Concluimos la prueba usando el hecho de que un espacio
normado es de dimensión finita si y solo si su bola unitaria cerrada es compacta. ⇤

El siguiente teorema también se le conoce como el teorema espectral para operadores
compactos autoadjuntos.
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Teorema 2.1.20 (Hilbert-Schmidt). Si A 2 B(H) es autoadjunto, entonces existe
una base ortonormal {�n} para H, tal que A�n = �n�n y en el caso no finito, �n ! 0.
Además,

A =
X

n

�n| nih n| ,(29)

donde la convergencia es en la norma de operadores.

Demostración. Por el teorema 2.1.19, los elementos de �(A)\{0} son valores propios
de A y cada espacio propio asociado tiene una base (vectorial) finita que podemos
suponer ortonormal. Por consiguiente, la unión de estas bases, que llamaremos �, es
un conjunto ortonormal, ya que los vectores propios correspondientes a valores propios
distintos son ortogonales. Sea M la cerradura del espacio vectorial generado por � y
sabemos que

H = M�M
?
.

Afirmamos que M? = ;: es inmediato verificar que A(M?) ⇢M
? y al restringir A a

M
?, obtenemos un operador Â : M?

!M, que es compacto y autoadjunto (pues A
mismo posee dichos atributos), que además no tiene valores propios distintos de cero,
de lo contrario, M?, M tendŕıan un elemento no cero en común. Aśı, �(Â)\{0} = ;
y 0 = r(Â) = kÂk, esta última por ser Â autoadjunto. Entonces Â = 0 y M

? = 0, de
lo contrario, M \M

?
6= ;. Concluimos que H = M y que � es una base ortonormal

numerable, debido a que H es separable y el conjunto de valores propios de A es a lo
más numerable, pues siempre se encuentra dentro de �(A).

Para el caso no finito, el conjunto de autovalores de A por ser subconjunto del
compacto �(A) tiene un punto de acumulación, que es necesariamente cero por el
teorema 2.1.19. Por último, es sencillo verificar utilizando la norma de operadores que
A = ĺımN!1

P
N

n
�n| nih n|, i.e., (29). ⇤

A la expresión (29) del resultado anterior se le conoce como representación espectral
de un operador autoadjunto. Por conveniencia, denotamos como B(H) al conjunto de
todos los operadores acotados con dominio todo H.

Corolario 2.1.21. Si A 2 B(H) es un operador compacto y autoadjunto, entonces
lo siguiente se cumple:

(a) Los autovalores {�n} de A pueden ser ordenados como |�1| � |�2| � |�3| � . . .

Cada |�j | se repite pj-veces, donde pj = dimN (A� �jI).
(b) |�1| = kAk.
(c) kAk = máx

kxk=1

|hAx, xi|.

Demostración. (a): Sea �(A) el espectro de A y consideremos la función ⌫ : C ! R
definida como ⌫(z) = |z|. La continuidad de ⌫ se sigue directamente de

||z0|� |z|| = |⌫(z0)� ⌫(z)| � |z0 � z|

Por el teorema 2.1.20, se tiene que �(A) es numerable. Consideremos

|�1| = máx
�(A)\{0}

⌫(z) , |�2| = máx
�(A)\{0,�1}

⌫(z) , . . .

El conjunto que resulta en cada paso es compacto y se cumple la existencia del máximo.
(b): Se deja de ejercicio mostrar que kAk  sup

j
|�j |, es decir, kAk  |�1|. Además,

como kAk � kA�1k = |�1| (se ha conservado la notación del teorema de 2.1.20), Por
lo que se tiene la igualdad.

(c): Uno calcula que

máx
kxk=1

hx,Axi � |h�1, A�1i| = |h�1,�1�1i| = |�1| .

Por otro lado,
|hx,Axi|  kAxk kxk  kAkkxk

2 = kAk ,
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que tomando el máximo se llega a lo buscado. ⇤

Veamos una implicación del resultado anterior.

Corolario 2.1.22. Para A 2 B(H) un operador compacto autoadjunto, lo siguiente
se cumple:

(a) Si M es un subespacio cerrado de H, entonces máxx2M? |hx,Axi| = kPM?Ak.
(b) Si |�1| � |�2| � |�3| � . . . , es una enumeración de los valores propios de A,

entonces

|�n| = máx
x2('1,'2,...,'n�1)

?

|hx,Axi| .

Demostración. (a): Consideremos la restricción PM?A : M?
! M

? donde PM? es
la proyección ortogonal sobre M?. Se tiene que PM?A es acotado, pues es el producto
de un operador compacto y un operador acotado. Para verificar que es autoadjunto,
para x, y 2M

?,

hy, PM?Axi = hy,Axi = hAy, xi = hPM?Ay, xi .

Luego, por el corolario 2.1.21 tenemos que

kPM?Ak = máx
x2M

?

kxk=1

|hx, PM?Axi| = máx
x2M

?

kxk=1

|hx,Axi| .

(b): Sea M = span {'}
n�1

j=1
el espacio generado por los primeros n � 1 vectores

propios de A. Consideremos Â = A�M? . Aśı, Â : M?
! M

?, pues A(M?) ⇢ M
?.

Puesto que Â es compacto y autoadjunto, por el corolario 2.1.21 tenemos que

|�n| = kÂk = máx
x2M

?

kxk=1

|hx,Axi| ,

como se queŕıa. ⇤

Antes de proseguir, comentemos que la representación espectral de un operador
autoadjunto A =

P
n
�n|�nih�n|, enunciada en el teorema de Hilbert-Schmidt es única

en el siguiente sentido: Si {�1,�2, . . . } es el conjunto de valores propios no cero de A

distintos entre si y Pn es la proyección ortogonal sobre el correspondiente espacio
propio asociado a �n, entonces A =

P
n
�nPn. Ciertamente, si � 6= 0 es cualquier

valor propio de A y ' un vector propio asociado con �, entonces

0 = k(�I �A)'k2 = k�'�A'k
2 =

�����'+
X

n

�Pn'�

X

n

�Pn'�

X

n

�nPn'

����
2

.

Se deja al lector verificar que
⌦
�' �

P
j
�Pj',

P
n
(� � �n)Pn'

↵
= 0 y como

consecuencia de (9) obtenemos
X

j

|�� �j |
2
��Pj'

��2+|�|
2
��'�

X

j

kPj'
��2 ,

de donde |� � �j | kPj'k = 0 para todo j 2 N y ' =
P

j
Pj'. Como ' 6= 0, existe j0

tal que Pj0' 6= 0 y por tanto � = �j0 . Por consiguiente, para j 6= j0 se cumple � 6= �j0

y Pj' = 0, que implica ' 2 R(Pj0), es decir, en la segunda representación aparecen
los valores propios no cero de A.

Lo anterior implica que A
k =

P
n
�
k

n
Pn, con k 2 N. Aśı, seleccionando �1/kn como

la ráız de argumento más pequeño, 0  arg �1/kn  2⇡/k, el operador (A1/k)k = A.

Definición 2.1.23. Un operador A : H ! H es positivo (o no negativo para
algunos autores) si h', A'i � 0, para todo ' 2 H.

Como consecuencia del ejercicio P.2.1 es claro que todo operador acotado y positivo
es autoadjunto.
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Teorema 2.1.24. Para n � 2, cada operador compacto autoadjunto A 2 B(H)
tiene exactamente una ráız n-ésima A

1/n que es un operador compacto cuyos valores
propios están en

{z 2 C : 0  arg z  2⇡/n} .

En particular, cada operador compacto positivo tiene exactamente una raiz n-ésima
que es también un operador compacto positivo.

Demostración. El operador A
1/n =

P
j
�
1/n

j
Pj con 0  arg �1/n

j
 2⇡/n tiene las

propiedades enunciadas. Si B =
P

j
µjQj es otro operador compacto autoadjunto con

las mismas propiedades, entonces
X

j

µ
n

j
Qj = B

n = A =
X

j

�jPj .

Por la unicidad de la representación utilizada se concluye que µ
n

j
= �j y Qj = Pj .

Las desigualdades 0  argµj  2⇡/n implican que µj = �
1/n

j
y consecuentemente

B = A
1/n. Si A es positivo entonces �j � 0, para todo j 2 N y la condición

0  arg �1/n
j

 2⇡/n implica �1/n
j

� 0. ⇤

Para un operador A compacto, tenemos que A
⇤
A es compacto, positivo y autoad-

junto. Se puede definir el valor absoluto de A como |A| = (A⇤
A)

1
2 , que es la única

ráız cuadrada positiva de A
⇤
A. Es claro que |A| es un operador compacto y positivo.

Teorema 2.1.25 (Forma canónica para operadores compactos). Si A 2 B(H) es
compacto, entonces existen conjuntos (no necesariamente completos) ortonormales
{'n} y {�n} y números reales positivos {�n} tales que A =

P
n
�n|'nih�n|. Esta

expresión puede ser una suma finita o una serie que converge en norma. Los números
{�n} son llamados valores singulares de A.

Demostración. Como A es compacto y autoadjunto, es claro que A⇤
A, que es compacto

y positivo. Por el teorema 2.1.20, existe un base ortonormal de vectores propios { n},
con {µn} los valores propios de A

⇤
A. Sean {'n} ⇢ { n} los elementos tales que

'n /2 N (A), luego A
⇤
A'n = µn'n y µn > 0 y, por tanto, para n 2 N, existe �n > 0

tal que �2
n
= µn. Para cada n 2 N, definimos �n = A'n/�n y como h'n,'ni = 0, si

m 6= n entonces {'n} forma un conjunto ortonormal. Aśı, cada h 2 H se puede ver
como h =

P
m
am m donde am = h m, hi. Aplicando A en h obtenemos

Ah = A

 
X

m

am m

!
=
X

m

amA'm

=
X

m

�mamA'm/�m =
X

m

�mam�m .

Por lo tanto, A =
P

m
�m|'mih�m|.

Para ver la convergencia (en norma) de la serie; supongamos que {µm} es un
conjunto infinito, entonces µm ! 0 y por ende �n & 0+ lo que implica para todo
" > 0 que existe N 2 N, tal que si n � N entonces 0 < �n < ". De esta manera, si
x 2 H y n � N , entonces

����Ax�
nX

j=1

�jh'j , xi�j

����
2

=

����
1X

j=n+1

�jh'j , xi�j

����
2

=
1X

j=n+1

|�jh'j , xi|
2
k�jk

2

=
1X

j=n+1

|�j |
2
|h'j , xi|

2


1X

j=n+1

"
2
|h'j , xi|

2

= "
2

1X

j=n+1

|h'j , xi|
2 = "

2
kxk

2
.
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La segunda igualdad se calcula directamente usando la ortonormalidad de {�n} y la
última desigualdad es la de Bessel, utilizando el conjunto ortogonal {'n}. Por lo tanto,

����A�
nX

j=1

�j |�jih·|'j

����
B(H)

 " , n � N ,

de donde se concluye la demostración. ⇤

Se puede verificar que, cuando P es un operador positivo, � es un valor propio de
P si y solo si

p
� es valor propio de

p
P .

Lema 2.1.26. Sean M,N ⇢ H subespacios de dimensión finita. Si dimM < dimN

entonces M
?
\N 6= ;.

Demostración. Como M
?
�M = H, entonces N \M

?
�N \M = N . Por lo tanto,

si M?
\N = ;, se cumple que dimM = dimN . ⇤

El siguiente resultado es conocido como el principio del minimax.

Teorema 2.1.27. Sea A 2 B(H) compacto y positivo. Si �1 � �2 � �3 � . . ., son
todos sus valores propios positivos (incluyendo multiplicidades), entonces

�n = mı́n
M2N

dimM=n�1

máx
x2M

?

kxk=1

hx,Axi .(30)

Demostración. Del teorema 2.1.20, existe una base ortonormal {�n} para H, tal que
A�n = �n�n. Dado M un subespacio de dimensión n � 1, por el lema 2.1.26 existe
x0 2 span {�1, · · · ,�n} tal que x0 2 M

? y kx0k = 1. Si x0 =
P

n

k=1
ak�k, entonces

kx0k
2 =

P
n

k=1
|ak|

2 = 1 y

hx0, Ax0i =
nX

k=1

�k|ak|
2
� �n

nX

k=1

|ak|
2 = �n ,

de donde máx
x2M

?

kxk=1

hx,Axi � �n, el máximo existe por el corolario 2.1.22.(a). Además,

por 2.1.22.(b) tenemos para M0 = span , {�1, · · · ,�n�1} que

�n = máx
x2M0
kxk=1

hx,Axi .

Por lo tanto, conjuntando ambas conclusiones llegamos a (30). ⇤

Del teorema 2.1.27, se cumple que kAxk
2 = hx,A

⇤
Axi = hx, |A|

2
xi. Como los

valores propios de |A|
2 son los cuadrados de los valores propios de |A|, entonces hemos

probado lo siguiente.

Corolario 2.1.28. Para A 2 B(H) compacto, si �1 � �2 � . . ., es una enumera-
ción incluyendo multiplicidades, de todos los valores propios positivos de |A|. Entonces

�n = mı́n
M2N

dimM=n�1

máx
x2M

?

kxk=1

kAxk .

2.2. La clase de traza. A partir de aqúı, H representa un espacio de Hilbert
separable y por consiguiente, contiene una base ortonormal numerable.

Definición 2.2.1. La traza de un operador positivo A 2 B(H) viene dada por

tr (A) =
X

n

h'n, A'ni ,(31)

donde {'n} es una base ortonormal de H.
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Observación 2.2.2. Note de (31) que tr (A) =
P

n
hA'n,'ni, ya que A es también

autoadjunto. Además, como h'n, A'ni = hA1/2
'n, A

1/2
'ni = kA1/2

'nk
2, entonces

tr (A) =
X

n

kA
1/2
'nk

2
.(32)

Proposición 2.2.3. La traza de un operador positivo no depende de la base orto-
normal elegida.

Demostración. Sean {'n} y { n} bases ortonormales de H y A 2 B(H) un operador
positivo. Por la identidad de Parseval,

kA
1/2
'nk

2 =
X

n

|hA
1/2
'n, mi|

2 y kA
1/2
 mk

2 =
X

n

|hA
1/2
 m,'ni|

2
.

De esta manera,

tr'(A) =
X

n

hA'n,'ni =
X

n

X

m

|hA
1/2
'n, mi|

2

=
X

m

X

n

|h'n, A
1/2
 mi|

2 =
X

m

kA
1/2
 mk

2 = tr (A) .

El intercambio de las sumas es válido, debido a que sus términos son positivos. ⇤

Lo siguiente muestra una propiedad de operadores compactos respecto a su traza.

Proposición 2.2.4. Si A es un operador compacto, entonces tr (|A|) =
P

n
�n,

donde {�n} son los valores singulares de A, i.e., los valores propios de |A|.

Demostración. Como |A|
2 = A

⇤
A es un operador compacto y autoadjunto, por el

teorema de Hilbert-Schmidt 2.1.20, existe una base ortonormal {'n} de H tal que
|A|

2
'n = µn'n. De esta manera, |A|'n = �n'n, con �n =

p
µn. Por lo tanto,

tr (|A|) =
X

n

h|A|'n,'ni =
X

n

�n ,

como se queŕıa. ⇤

Ejemplo 2.2.I. Para a 2 H, defina |aiha| 2 B(H) como h 7! |aiha|h o equiva-
lentemente h 7! ha, hi a. Este operador es un operador positivo con tr (|aiha|) = kak2.
Ciertamente,

hh, |aiha|hi = ha, hi ha, hi = |ha, hi|
2
, h 2 H

lo que implica que el operador es positivo. Además, a =
P

n
↵n'n, con ↵n 2 C y {'n}

una base ortonormal de H. Aśı,

tr (|aiha|) =
X

m

h'm, |aiha|'mi =
X

m

|h'm, ai|
2 =

X

m

|↵m|
2 = kak2 .

Recordamos que un operador U 2 B(H) es isométrico (o isometŕıa) si es invertible
tal que U

�1
⇢ V

⇤ y unitario si U�1 = V
⇤. Además, U es una isometŕıa parcial si

U�(N (U))? es una isometŕıa.

Teorema 2.2.5. La traza de operadores positivos en B(H) cumple las siguientes
propiedades:

(a) tr (A+B) = tr (A) + tr (B).
(b) tr (�A) = �tr (A), con � � 0.
(c) tr (U⇤

AU) = tr (A), con U unitario.
(d) tr (V ⇤

AV )  tr (A), con V isometŕıa parcial.
(e) Si 0  A  B entonces tr (A)  tr (B).
(f) Para A y B positivos, tr (AB) = tr (BA).
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Demostración. Las propiedades (a), (b) y (e) son inmediatas. Para lo siguientes
puntos, dejamos al lector verificar de manera simple, que una isometŕıa manda
bases ortonormales en bases ortonormales. (c): Como U es unitario y {U'n} es base
ortonormal, uno tiene de la proposición 2.2.3 que

tr (U⇤
AU) =

X

n

h'n, U
⇤
AU'ni =

X

n

hU'n, AU'ni = tr (A) .

(d): Como H = N (V ) � N (V )?, tenemos que V (�) = {V 'n : 'n /2 N (V )} es
una base ortonormal de R(V ), si � es una base ortonormal de H.. De esta manera,
completamos V (�) a una base ortonormal  = { n} de H. Por lo tanto,

tr (V ⇤
AV ) =

X

n

hV 'n, AV 'ni 

X

n

h n, A ni = tr (A) ,

como se queŕıa.
(f): Por la observación 2.2.2 el operador AB es autoadjunto y

tr (AB) =
X

m

h'm, AB'mi =
X

m

hB
⇤
A

⇤
'm,'mi =

X

m

hBA'm,'mi = tr (BA) .

⇤

Definición 2.2.6. Decimos que un operador A 2 B(H) es de la clase de traza
si tr (|A|) < 1. Denotaremos como L1(H), a la familia de todos los operadores de la
clase de traza.

Es claro que A 2 L1(H) si y solo si |A| 2 L1(H). Además, de la proposición 2.2.4,
para A 2 B(H) compacto, se cumple que A 2 L1(H) si y sólo si

P
n
�n <1, con {�n}

los valores singulares de A.

Ejemplo 2.2.II. Del ejemplo 2.2.I tenemos para a 2 H que |aiha| 2 L1(H).

Ejemplo 2.2.III. Para u, v 2 H, se tiene que |vihu| 2 L1(H) y ejproyector

tr (||vihu||) = kvk kuk .

En efecto, el caso u = 0 es directo. Para u 6= 0, se verifica directamente que kuk�1
|uihu|

es ráız cuadrada de |uihu| y como |vihu|
⇤ = |uihv|,

||vihu||
2 = |vihu|

⇤
|vihu| = kvk2 |uihu| ,

es decir ||vihu|| = kvk kuk
�1

|uihu|. Por lo tanto, del teorema 2.2.5.(b) y del ejem-
plo 2.2.I, se tiene que

tr (||vihu||) = kvk kuk�1 tr (|uihu|) = kvk kuk .

Lema 2.2.7 (Descomposición polar). Si T 2 B(H), entonces existen P, V 2 B(H),
con P positivo y V isometŕıa parcial, tales que

T = V P .(33)

Demostración. Sea P = |T | = (T ⇤
T )1/2 2 B(H), que es positivo y para h 2 H,

kPhk
2 = hPh, Phi = h(T ⇤

T )
1
2h, (T ⇤

T )
1
2hi

= hT ⇤
Th, hi = hTh, Thi = kThk2 ,

(34)

es decir, kPk = kTk. Ahora, definimos Ṽ sobre R(P ) como Ṽ (Ph) = Th 2 R(T ) y
de (34) se sigue que Ṽ es isometŕıa. Por lo tanto, si V es la extensión de Ṽ , tal que
V = 0 en R(P )?, se sigue que V 2 B(H) es isometŕıa parcial y se cumple (33). ⇤

Recordemos que un operador acotado A es una contracción si kAk  1.
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Observación 2.2.8. Un operador no trivial A 2 B(H) cumple que kAk�1
A es una

contracción. Además, un operador autoadjunto A 2 B(H) que es contracción se puede
escribir como

A =
1

2
(U+ + U�) ,

donde U± = A± i
p
I �A2 son unitarios y I �A

2 es positivo.

Lema 2.2.9. Todo operador lineal B en B(H) es una combinación lineal de cuatro
operadores unitarios.

Demostración. En virtud de la observación 2.2.8, es suficiente probar el resultado para
contracciones. Note que B = B1 + iB2 donde

B1 =
1

2
(B +B

⇤) y B2 =
1

2i
(B �B

⇤) ,

los cuales son autoadjuntos en B(H) y contracciones, ya que B lo es. Por lo tanto, de
la segunda parte de la observación 2.2.8 se tiene lo deseado. ⇤

Lo siguiente muestra algunas propiedades básicas de la clase de traza.

Teorema 2.2.10. La clase L1(H) es un ⇤-ideal de B(H), esto es:

(a) L1(H) es un subespacio vectorial de B(H).
(b) Si A 2 L1(H) y B 2 B(H), entonces AB y BA 2 L1(H). Esto significa que L1(H)

es un ideal bilateral de B(H).
(c) Si A 2 L1(H) entonces A

⇤
2 L1(H).

Demostración. (a): Es claro que L1(H) es cerrado bajo la multiplicación escalar y para
mostrar que es cerrado bajo la suma; sean A,B 2 L1(H) y considere las siguientes
descomposiciones polares

A+B = U |A+B| , A = V |A| , B = W |B| ,(35)

donde U, V,W son isometŕıas parciales. Note que

h'n, U
⇤
V |A|'ni =

D
|A|

1
2V

⇤
U'n, |A|

1
2'n

E
,

donde {'n} es base ortonormal de H, y aplicando la desigualdad de Schwarz,

h'n, U
⇤
V |A|'ni 

���|A|
1
2'n

���
���|A|

1
2V

⇤
U'n

��� .

Entonces, dado N 2 N,
NX

n=1

|h'n, U
⇤
V |A|'ni| 

 
NX

n=1

����|A|
1
2'n

����
2
! 1

2
 

NX

n=1

����|A|
1
2V

⇤
U'n

����
2
! 1

2

.(36)

Como U, V son isometŕıas, uno verifica que {V
⇤
U'n} es un sistema ortonormal y por

consiguiente de (32), el lado izquierdo de (36) es  (tr (|A|))
1
2 (tr (|A|))

1
2 = tr (|A|).

Análogamente,

NX

n=1

|h'n, U
⇤
W |B|'ni|  tr (|B|) .

Aśı, uno tiene de (35) que |A+B| = U
⇤(A+B) = U

⇤
V |A|+ U

⇤
W |B| y

NX

n=1

h'n, |A+B|'ni =
NX

n=1

|h'n, U
⇤
V |A|+ U

⇤
W |B|'ni|



NX

n=1

|h'n, U
⇤
V |A|'ni|+

NX

n=1

|h'n, U
⇤
W |B|'ni|

Como N 2 N es arbitrario, tr (|A+B|)  tr (|A|)+ tr (|B|) <1, i.e., A+B 2 L1(H).
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(b): Del punto anterior y del lema 2.2.9, basta demostrar este punto cuando B es
unitario. Note que (B⇤

|A|B)2 implica |AB|
2 y por ende B⇤

|A|B = |AB|. Similarmente,
|BA| = |A|. Por lo tanto, del teorema 2.2.5.(c), se tiene que AB,BA 2 L1(H).

(c): Sea A = U |A| la descomposición polar de A. Entonces A⇤ = (U |A|)⇤ = |A|U
⇤

y el punto anterior asegura |A|U
⇤
2 L1(H), teniendo en cuenta que A 2 L1(H) si y

solo si |A| 2 L1(H). ⇤

Lo siguiente muestra una propiedad de los operadores de la clase de traza.

Teorema 2.2.11. Cada operador en A 2 L1(H) es compacto.

Demostración. Demostraremos que A es ĺımite de una sucesión de operadores de rango
finito. Considere una base ortonormal {'n} de H y para cada n 2 N, definimos el
operador de rango finito An : H! H, dado por

An := A

0

@
nX

j=1

|'jih'j |

1

A ,

Es claro que

kAn �Ak = sup
 2⌦n
k k=1

kA k , donde ⌦n = {'1, . . . ,'n}
?
.

Ahora, para todo n 2 N y para todo  2 ⌦n, conk k = 1, completamos {'1, . . . ,'n, }

a una base ortonormal de H, digamos { j} donde  j = 'j para i  j  n y  n+1 =  .
Como A 2 L1(H) entonces |A|

2
2 L1(H), es decir,

tr
�
|A|

2
�
=
X

n

kA nk
2
<1 .

Entonces,
nX

j=1

kA'jk+ kA k
2


X

n

kA nk
2
, o bien , kA k

2


1X

j=n+1

kA jk
2

Aśı,

sup
 2⌦n
k k=1

kA k 

✓ 1X

j=n+1

kA jk
2

◆ 1
2

< ✏ .

Por lo tanto, kAn � Ak < ✏, de donde A es compacto, al ser ĺımite de operadores de
rango finito. ⇤

Definición 2.2.12. Para cada A 2 L1(H) definimos

kAk1 = tr (|A|) .

Es fácil verificar que k·k1 es una norma en L1(H). De hecho, al finalizar la prueba del
teorema 2.2.10.(a), obtuvimos la desigualdad del triángulo.

Ejemplo 2.2.IV. Del ejemplo 2.2.III se cumple que

k|vihu|k1 = kukkvk , para todo u, v,2 H .

Corolario 2.2.13. Si A 2 L1(H) entonces kAk
1
=
P

n
�n, con {�n} como los

valores singulares de A.

Demostración. Es directo del teorema 2.2.11 y la proposición 2.2.4 ⇤

Lema 2.2.14. Para todo A 2 L1(H) se cumple kAk  kAk1 .

Demostración. Como |A| 2 L1(H) es compacto y autoadjunto se tiene para los valores
propios {�n} de |A| que �1 = k|A|k. Por lo tanto, de los corolarios 2.1.21 y (2.2.13),
uno simplemente calcula que kAk = �1 �

P
1

j=1
�j = kAk1. ⇤
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Hemos demostrado que la clase de traza es un espacio lineal normado. Veamos que
también cumple lo siguiente.

Teorema 2.2.15 (Completez). La clase de operadores L1(H) es un espacio de
Banach con la norma k·k1.

Demostración. Por el lema 2.2.14 se cumple que si una sucesión {An} ⇢ L1(H) es
k·k1-Cauchy, entonces también es k·k-Cauchy y por consiguiente existe un A 2 B(H)

tal que An

k·k

�! A. Para {'n} una base ortonormal de H y n 2 N, tenemos que

nX

j=1

h'j , |A|'ji = ĺım
m!1

nX

j=1

h'j , |Am|'ji  ĺım
m!1

tr (|Am|) = ĺım
m!1

kAmk1 <1 ,

debido a que {kAmk1} es una sucesión de Cauchy de números reales. También se usó
que la función valor absoluto es continua con la norma de operadores.

Ahora, dado ✏ > 0, existe N 2 N tal que kAn �Amk1 < ✏/2 para n,m > N . Aśı,

kA�Amk1 = tr (|A�Am|) =
X

j�1

h'j , |A�Am|'ji

=
X

j�1

ĺım
n!1

h'j , |An �Am|'ji  ĺım inf
n!1

X

j�1

h'j , |An �Am|'ji

= ĺım inf
n!1

kAn �Amk1  ĺım inf
n!1

✏/2 < ✏ .

Para la primera desigualdad hemos utilizado el lema de Fatou (ver [7, Lem. 4.1]) con
la medida de conteo. ⇤

Lo siguiente muestra una propiedad de los operadores de rango finito sobre el espacio
de clase de traza.

Corolario 2.2.16. Los operadores de rango finito son k·k1-densos en L1(H).

Demostración. Si A 2 L1(H) compacto y kAk1 =
P

1

j=1
�j , entonces del teore-

ma 2.1.25, usamos la forma canónica A =
P

j
�j |'jih�j |, con {'j}, {�j} conjuntos

ortonormales. Consideramos los operadores de rango finito, Sn =
P

n

j=1
�j |�jih'n|,

con n 2 N, y uno calcula que

kSn � Sm�1k1 =

������

nX

j=1

�j |�jih'j |�

m�1X

j=1

�j |�jih'j |

������
1

=

������

nX

j=m

�j |�jih'j |

������
1



nX

j=m

�j k|�jih'j |k1 =
nX

j=m

�j k'jk k�jk =
nX

j=m

�j .

Por consiguiente, {Sn} es sucesión k·k1-Cauchy y convergente a Ã. Por lo tanto, como
se cumple kSn� Ãk  kSn� Ãk1 ! 0, entonces kA� Ãk  kA�Snk+kSn� Ãk ! 0,
es decir, A = Ã. ⇤

La pauta importante en la demostración anterior fue la forma canónica de opera-
dores compactos, la cual servirá para mostrar lo siguiente.

Teorema 2.2.17. Si A 2 L1(H) y {'n} es una base ortonormal de H, entoncesP
n
h'n, A'ni converge absolutamente. El ĺımite es independiente de la base.

Demostración. En virtud del teorema 2.1.25, existen conjuntos ortonormales {uj}, {vn}

en H y números positivos {�n} tales que A =
P

m
�m|vmihum|. De esta manera,

h'n, A'ni =
P

m
�mhum,'nih'n, vmi y aplicando el teorema de Fubini [7, Teo. 4.5],
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X

n

|h'n, A'ni| =
X

n

����
X

m

�mhum,'nih'n, vmi

����



X

m

�m

X

n

|hum,'ni||h'n, vmi|



X

m

�m

 
X

n

|hum,'ni|
2

! 1
2
 
X

n

|h'n, vmi|
2

! 1
2

=
X

m

�mkumkkvmk =
X

m

�m = tr (|A|) = kAk1 .

Por lo tanto, las sumas
P

n
h'n, A'ni y

P
n,m

�mhum,'nih'n, vmi convergen absolu-
tamente. Además, podemos intercambiar el orden de las series siguientes:

X

n

h'n, A'ni =
X

n

X

m

�mhum,'nih'n, vmi

=
X

m

�m

X

n

hum,'nih'n, vmi =
X

m

�mhum, vmi ,

(37)

lo que prueba la independencia de las bases. ⇤

Gracias al resultado anterior podemos definir el siguiente concepto, el cual es
independiente de la elección de la base.

Definición 2.2.18. La transformación tr : L1(H)! C definida por

tr (A) =
1X

n=1

h'n, A'ni , A 2 L1(H)(38)

se llama la traza de A, donde {'n} es cualquier base ortonormal de H.

Teorema 2.2.19. La aplicación (38) cumple las siguientes propiedades:

(a) tr : L1(H)! C es una función lineal.
(b) tr (A⇤) = tr (A).
(c) tr (AB) = tr (BA) para A 2 L1(H) y B 2 B(H).

Demostración. En virtud de las propiedades del producto interno, los puntos (a) y
(b) son directos. Además, del teorema 2.2.10, se tiene que AB,BA 2 L1(H) y como
consecuencia del lema 2.2.9, es suficiente mostrar (c), cuando B es unitario. Si {'n}

base ortonormal en H, entonces también lo es { n = B
⇤
'n} y, por lo tanto,

X

n

h n, AB ni =
X

n

hB
⇤
'n, ABB

⇤
'ni =

X

n

h'n, BA'ni ,

como se queria. ⇤

Ejemplo 2.2.V. Para A =
P

m
�m|vmihum| 2 L1(H), descomposición garantizada

por el teorema 2.1.25, donde {um}, {Vm} ⇢ H son ortonormales y {�m} números
positivos, tenemos de (37) que

tr (A) =
X

m

�mhum, vmi .

En particular, si x, y 2 H entonces tr (|xihy|) = hy, xi.

Proposición 2.2.20. Para A 2 L1(H) el mapeo tr (A(·)) : B(H)! C definido por
B 7! tr (AB), es un funcional lineal acotado, con

|tr (AB)|  kAk
1
kBk .(39)
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Demostración. El funcional es lineal debido al teorema 2.2.19. Ahora bien, del teore-
ma 2.1.25 existen conjuntos ortonormales {un}, {vn} ⇢ H y números positivos {�n}

tales que A =
P

m
�m|vmihum|. Aśı, si {'n} ⇢ H es base ortonormal, entonces

|tr (AB)| =

�����
X

n

h'n, AB'ni

����� 
X

m

X

n

�m |hum, B'ni| |'n, hvm|



X

m

�m

 
X

n

|hum, B'ni|
2

! 1
2
 
X

n

|h'n, vmi|
2

! 1
2

=
X

m

�m kB
⇤
umk kvmk



X

m

�m kB
⇤
k = kBk

X

m

�m ,

de donde se tiene (39). ⇤

Recordemos que para u, v 2 H, la aplicación |vihu| es el operador lineal tal que
h 7! hu, hi v, para todo h 2 H.

Proposición 2.2.21. Si F : H ⇥ H ! C, donde F (|vihu|) es un funcional lineal
acotado, entonces existe un único B 2 B(H), tal que F (|vihu|) = hu,Bvi.

Demostración. La forma C : H⇥H! C tal que C(u, v) = F (|vihu|) es sesquilineal y
acotada, pues |C(u, v)|  kFk kuk kvk. Por lo tanto, del lema de Riesz 2.1.5, existe un
único B 2 B(H) tal que C(u, v) = hu,Bvi. ⇤

Permı́tanos denotar mediante S1(H) al subespacio de Banach formado todos por
los operadores compactos de B(H).

Teorema 2.2.22. La transformación L1(H)! S1(H) definido por B 7! tr (B(·)),
es un isomorfismo isométrico de L1(H) sobre S1(H). Esto es L1(H) ⇡ S1(H).

Demostración. De la proposición 2.2.20, el mapeo B ! tr (B(·)) es acotado y

ktr (B(·))k(S1(H))⇤  kBk1

Veamos que el mapeo es sobreyectivo: dado f 2 (S1(H))⇤, determina la forma
sesquilineal f (|uihv|) y por la proposición 2.2.21 existe un único B 2 B(H) tal que

f (|uihv|) = hv,Bui = tr (B|uihv|) .(40)

Demostraremos que B 2 L1(H), el funcional f = tr (B(·)) y kBk1 = kfk(S1(H))⇤ .
Considere la descomposición polar B = U |B| y {'n} una base ortonormal de H.

Entonces de (40), tenemos que

NX

n=1

h'n, |B|'ni =
NX

n=1

hU'n, B'ni =
NX

n=1

f (|B'nihU'n|) = f

 
NX

n=1

|B'nihU'n|

!
.

Observemos que
P

N

n=1
|B'nihU'n| es un operador con norma menor a uno, de rango

finito y por tanto compacto. Aśı,
P

N

n=1
h'n, |B|'ni  kfk(S1(H))⇤ , para todo N 2 N,

lo que implica B 2 L1(H) y kBk1  kfk(S1(H))⇤ .
Es fácil ver de (40) que tr (B(·)) = f(·) en los operadores de rango finito que son

k·k1-densos en (S1(H))⇤, debido a la continuidad de tr (B(·)) y f(·), concluimos que
son iguales. Por lo tanto, kBk1  kfk(S1(H))⇤  kBk1 ⇤

En lo siguiente trabajamos con el dual de los operadores de la clase de traza.

Teorema 2.2.23. El operador B(H) ! L1(H)⇤ definido por B 7! tr (B(·)) es una
isometŕıa sobreyectiva.
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Demostración. Para la isometŕıa, si A 2 L1(H) y B 2 B(H), entonces del teore-
ma 2.2.19 y de la proposición 2.2.20, tenemos que |tr (AB)| = |tr (BA)|  kAk1kBk,
de donde ktr (B(·))kL1(H)  kBk. Para la otra desigualdad, uno calcula que

kBk = sup
kxk, kyk=1

|hy,Bxi| = sup
kxk, kyk=1

|tr (B|xihy|)|

 sup
kAk(L1(H))⇤

|tr (BA)| = ktr (B(·))k(L1(H))⇤ .

Por lo tanto ktr (B(·))k(L1(H))⇤ = kBk. La sobreyectividad se verifica de manera
análoga al teorema 2.2.22. Dado g 2 (L1(H))⇤, se tiene una forma sesquilineal y por la
proposición 2.2.21, existe un único operadorB 2 B(H) tal que hv,Bui = g (|uihv|). Aśı,
tr (B|uihv|) = g (|uihv|), para todo u, v 2 H, de donde obtenemos que los funcionales
continuos tr (B(·)) y g(·) coinciden en los operadores de rango finito que son k·k1-
densos en L1(H). Por lo tanto, tr (B(·)) = g(·), en todo L1(H). ⇤

Observación 2.2.24. Es de interés señalar que a la unión de los teoremas 2.2.22 y
2.2.23, se le conoce como el Teorema de Schatten.

2.3. Operadores de Hilbert-Schmidt. En esta sección veremos otra clase im-
portante de operadores en la f́ısica-matemática, que tienen propiedades análogas a la
clase de operadores L1(H).

Definición 2.3.1. Decimos que T 2 B(H) es de Hilbert-Schmidt si tr (T ⇤
T ) es

finita. La familia de todos los operadores de Hilbert-Schmidt se denota por L2(H).

Observación 2.3.2. Para {'n} ⇢ H una base ortonormal, es directo verificar la
equivalencia de las siguientes condiciones:

(a) T 2 L2(H).
(b) T

⇤
T = |T |

2
2 L1(H).

(c) tr
�
|T |

2
�
<1.

(d)
P

n
kT'nk

2
<1.

(e) {kT'nk}n ⇢ l2.

Proposición 2.3.3. Todo operador de la clase de traza es de Hilbert-Schmidt, i.e.,
L1(H) está contenido en L2(H).

Demostración. De la desigualdad de Cauchy- Schwarz, uno tiene para todo f 2 H que
D
f, |T |

2
f

E
=
D
|T |

1/2
f, |T | |T |

1/2
f

E
 kTk

���|T |1/2 f
���
2

,

de donde se sigue que tr
⇣
|T |

2
⌘
 kTk tr (|T |) < 1. Por lo tanto, de la observa-

ción 2.3.2 se tiene que T 2 L2(H). ⇤
Una consecuencia del resultado anterior es |vihu| 2 L2(H), con u, v 2 H.

Lema 2.3.4. Si A,B 2 L2(H) entonces AB 2 L1(H).

Demostración. Sean C = AB y C = V |C| su descomposición polar. Utilizando la
desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos que

h'n, |C|'ni = hA
⇤
V 'n, B'ni  kB'nkkA

⇤
V 'nk ,

de donde

nX

j=1

h'j , |C|'ji 

0

@
nX

j=1

kB'jk
2

1

A

1
2
0

@
nX

j=1

kA
⇤
V 'jk

2

1

A

1
2


�
tr
�
|B|

2
�� 1

2
�
tr
�
|A

⇤
V |

2
�� 1

2

�
tr
�
|B|

2
�� 1

2
�
tr
�
|A|

2
�� 1

2
,

pues |A
⇤
V |

2 = V
⇤
|A|

2
V y tr

�
V

⇤
|A|

2
V
�
 tr

�
|A|

2
�
, por el teorema 2.2.10. Podemos

concluir que tr (|C|)  tr
�
|B|

2
�
tr
�
|A|

2
�
<1 y por definición C = AB 2 L1(H). ⇤
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Veamos algunas propiedades cruciales del espacio de Hilbert-Schmidt.

Teorema 2.3.5. El espacio L2(H) es ⇤-ideal de B(H). Esto es:

(a) L2(H) es un espacio lineal.
(b) Si T 2 L2(H) entonces T

⇤
2 L2(H), i.e, L2(H) es cerrado bajo la adjunción.

(c) Si A 2 L2(H) y B 2 B(H) , entonces AB 2 L2(H) y BA 2 L2(H).

Demostración. (a): Sea � 2 C y A,B 2 L2(H). La cerradura bajo la multiplicación
escalar se sigue de la linealidad de tr (·) y de que (�A)2 = �

2
|A|

2. Además,

|A+B|
2 = (A+B)⇤(A+B) = A

⇤
A+A

⇤
B +B

⇤
A+B

⇤
B ,

donde cada sumando está en L1(H) por ser productos de elementos de L2(H) y como
L1(H) es un subespacio de B(H) tenemos que |A+B|

2
2 L1(H), como se queŕıa.

(b): La descomposición T = U |T | cumple T
⇤ = |T |U

⇤ y |T
⇤
|
2 = TT

⇤ = U |T |
2
U

⇤.
Por lo tanto, tr

�
|T

⇤
|
2
�
= tr (U |T |

⇤
U

⇤)  tr
�
|T |

2
�
<1, es decir, T ⇤

2 L2(H).
(c): Por el lema 2.2.9, basta mostrar la propiedad cuando B es unitario. Entonces,

|UA|
2 = (UA)⇤(UA) = |A|

2 y |AU |
2 = (AU)⇤(AU) = U

⇤
|A|

2
U ,

de donde se sigue que

tr|UA|
2 = tr|A| y tr|AU |

2 = trU
⇤
|A|

2
U = tr|A|

2
.

El resultado se concluye del teorema 2.2.10. ⇤

Una consecuencia del resultado anterior es que en el espacio L2(H), podemos definir
la forma h·, ·i

2
: L2(H)⇥ L2(H)! C, dada por

hA,Bi
2
:= tr (A⇤

B) , A,B 2 L2(H) ,

la cual define un producto interno. Además, induce la norma kAk
2
=
p
hA,Ai

2
, con

las siguientes propiedades:

(a) kAk2
2
= tr

⇣
|A|

2
⌘
=
���|A|

2

���
1

=
P

n
�
2
n
, con {�n} los valores singulares de A.

(b) Dado cualquier base ortonormal {'n} ⇢ H,

kAk
2

2
=
X

n

h'n, A
⇤
A'ni =

X

n

kA'nk
2
.

Lema 2.3.6. Para todo A 2 L2(H) se cumple que kA⇤
k
2
= kAk

2
. Además,

kAk  kAk
2
 kAk

1
.(41)

Demostración. Un cálculo simple muestra que

kA
⇤
k
2
=
���|A⇤

|
2

���
1/2

1

=
���|A|

2

���
1/2

1

= kAk
2
.

Como kAk2 = sup
kxk=1(kAxk

2), existe ' 2 A unitario tal que kAk2 � ✏ < kA'k
2, es

decir, kAk2 < kA'k
2 + ✏. Si {' = '1,'2,'3, . . .} es base ortonormal de H, entonces

kAk
2
<

X

n

kA'nk
2 + ✏ = kAk2

2
+ ✏ .

Como ✏ es arbitrario, kAk2  kAk2
2
lo cual prueba que kAk  kAk2. Más aún, como

los valores singulares {�n} de A son positivos

kAk
2

2
=
X

2

�
2

n


 
X

n

�n

!2

= kAk2
1
,

que implica kAk
2
 kAk

1
. ⇤

Hemos mostrado que L2(H) es un espacio lineal con producto interno.

Teorema 2.3.7. El espacio (L2(H), h·, ·i
2
) es un espacio de Hilbert.
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Demostración. La prueba es análoga a la de 2.2.10. Si {'j} una base ortonormal de
H y {An} una sucesión de k·k2-Cauchy en L2(H), entonces se tiene de (41) que es
k·k-Cauchy. De esta manera, existe A 2 B(H) tal que An ! A en la norma k·k.
Demostraremos que A 2 L2(H) y que An ! A en la norma k·k2. Note que

nX

j=1

h'j , |A|
2
'ji = ĺım

m

nX

j=1

h'j , |Am|
2
'ji  ĺım

m

tr
�
|Am|

2
�
= ĺım

m

kAmk
2

2
,

donde el ĺımite existe debido a que
�
kAnk

2
2

 
es una sucesión de Cauchy en R. Aśı,

tr
�
|A|

2
�
 ĺımmkAmk

2
2
<1, i.e, A 2 L2(H).

Ahora bien, como {An} es k·k-Cauchy, dado ✏ > 0 existe N 2 N, tal que
kAn �Amk

2
2
< ✏/2, cuando n,m � N . Luego,

kA�Amk
2

2
=
X

j

k(A�Am)'jk
2 =

X

j

ĺım
n

k(An �Am)'jk
2

 ĺım
n

X

j

k(An �Am)'jk
2 = ĺım

n

kAn �Amk
2

2
< ✏ ,

donde en la primera desigualdad hemos usado el lema de Fatou (ver [7, Lem. 4.1]) con
la medida de conteo. ⇤

En la prueba del teorema 2.2.11, el argumento esencial para queAn =
P

n

j=1
A|'jih'j |

converja en norma a A, es que A⇤
A = |A|

2
2 L1. Esto ciertamente se cumple en L2(H)

y se cumple lo siguiente de manera simple.

Teorema 2.3.8. Todo operador en L2(H) es compacto.

Permita mostrar una propiedad de densidad en el espacio de Hilbert-Schmidt.

Corolario 2.3.9. Los operadores de rango finito son k·k2-densos en L2(H).

Demostración. Si A 2 L2(H) entonces es compacto y por el teorema 2.1.25, existe
{�n} ⇢ R y conjuntos ortonormales { n}, {'n} ⇢ H, tales que A =

P
n
�n|'nih n|.

Aśı, kAk2
2
=
P

j
�
2

j
y

�����A�
NX

n=1

�n|'nih n|

�����

2

2

=

������

X

n�N+1

�n|'nih n|

������

2

2

=
X

n�N+1

�
2

n
! 0 ,

que muestra la densidad de los operadores de rango finito. ⇤

Veamos en lo siguiente algunas propiedades de L2(H), cuando H = L2(M,µ). En
lo que resta de la sección, (M,µ) representa un espacio de medida �-finita.

Lema 2.3.10. Si K 2 L2(M ⇥M,µ⇥ µ), entonces el operador

AK : L2(M,µ)! L2(M,µ)

' 7!

Z

M

K(x, y)'(y)dµ(y) ,

está bien definido y kAKk  kKkL2(M⇥M,µ⇥µ).

Demostración. Definimos a f : M ⇥M ! C como f(x, y) = |K(x, y)|2. Debido a que
K 2 L2(M ⇥M,µ ⇥ µ) y por Fubini, existe un conjunto ⌦ tal que µ(⌦) = 0 y para
todo x 2 M \ ⌦, f(x) 2 L1(M,µ), esto es |K(x, ·)|2 2 L1(M,µ(y)), lo que significa
que K(x, ·) 2 L2(M,µ(y)), es decir

✓Z

M

|K(x, y)|2dµ(y)

◆ 1
2

<1 ,
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para x 2M \ ⌦ y en consecuencia
����
Z

M

K(x, y)'(y)dµ(y)

���� 
Z

M

|K(x, y)| |'(y)|dµ(y)



✓Z

M

|K(x, y)|2dµ(y)

◆ 1
2
✓Z

M

|'(y)|2d'(y)

◆ 1
2

esta última por lema de Schwarz. De esto se sigue que
����
Z

M

K(x, y)'(y)dµ(y)

����
2



Z

M

|K(x, y)|2dµ(y)

Z

M

|'(y)|2dµ(y)

y además,
Z

M

����
Z

M

K(x, y)'(y)dµ(y)

����
2

dµ(x) 

Z

M

Z

M

|K(x, y)|2dµ(y)dµ(x)

Z

M

|'(y)|2dµ(y) ,

es decir,
Z

M

|AK'(x)|
2
dµ(x) 

Z

M⇥M

|K(x, y)|2dµ⇥ µ

Z

M

|'(y)|2dµ(y) .

Esta desigualdad muestra que AK 2 L2(M,µ) y kAK'k
2
2
 k'k

2
kKk

2

L2
. ⇤

Veamos extensiones de bases en espacios producto.

Lema 2.3.11. Si {'n} es una base ortonormal de L2(M,µ) entonces {'n(x),'m(y)}
es una base ortonormal para L2(M ⇥M,µ⇥ µ).

Demostración. Uno calcula que
Z

M⇥M

'n(x)'m(y)'r(x)'s(y)dµ⇥ µ =

Z

M

'n(x)'y(x)dµ(x)

Z

M

'm(y)'s(y)dµ(y) ,

de donde se sigue que
⌦
'n(x)'m(y),'r(x)'s(y)

↵
=
⌦
'r(x),'n(x)

↵⌦
'm(y),'s(y)

↵
= �rn�ms ,

es decir, {'n(x),'m(y)} es ortogonal.
Ahora bien, para f(x, y) 2 L2(M ⇥M,µ⇥ µ) tal que

Z

M⇥M

'k(x)'l(xy)f(x, y)dµ(x)dµ(y) = 0 ,

se sigue del teorema de Fubini [7, Teo. 4.5] que
Z

M

✓Z

M

'k(x) f(x, y)dµ(x)

◆
'l(y)dµ(y) .

Como {'l(y)} es base ortonormal de L2(M,µ(y)) lo anterior implica que
Z

M

'k(x) f(x, y)dµ(x) = 0 , 8n,m 2 N ,

excepto para y 2 Sk ⇢M , donde µ(Sk) = 0. Para y /2
S

k
Sk, existe Ry ⇢M tal que

Z

M

'k(x)f(x, y)dµ(x) = 0

excepto en Ry con µ(Ry) = 0. Ahora, como {'k(x)} es base ortonormal de L2(M,µ)
de donde f(x, y) = 0, µ-c.d. En consecuencia f(x, y) = 0 µ⇥ µ-c.d.,

kfk
2 =

Z

M⇥M

|f(x, y)|2dµ⇥ µ =

Z

M

✓Z

M

IM\Ry
|f(x, y, )2dµ

◆
dµ =

Z

M

0dµ .

Por lo tanto, f = 0 µ⇥ µ-c.d, de donde se sigue la completez de la base. ⇤

Veamos dos consecuencias simples del resultado anterior.
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Corolario 2.3.12. Todo K 2 L2(M ⇥M,µ⇥ µ) se puede escribir como:

K =
X

n,m

↵nm'n(x)'m(y) ,

donde ↵nm = h'm, AK'niL2(M,µ) son los coeficientes de Fourier en L2(M⇥M,µ⇥µ).

Demostración. Del lema 2.3.11, se cumple que {'n,'m} es base ortonormal para
L2(M ⇥M,µ⇥ µ). Entonces, los coeficientes de Fourier son:

K̂ = h'n'm,Ki =

Z

M⇥M

K(x, y)'n(x)'m(y)dµ⇥ µ

=

Z

M

Z

M

K(x, y)'n(x)'m(y)dµ(x)dµ(y)

=

Z

M

 Z

M

K(x, y)'n(x)dµ(x)

�
'm(y)dµ(y)

=

Z

M

�
AK'n

�
(y)'m(y)dµ(y)

= h'm, AK'niL2(M,µ) = ↵nm ,

de donde se sigue la afirmación. ⇤

El resultado anterior exhibe una descripción de los operadores en L2(M⇥M,µ⇥µ).

Corolario 2.3.13. Sea K 2 L2(M ⇥M,µ⇥ µ) y AK : L2(H)! L2(H), dado por

�
AK'

�
(x) =

Z

M

K(x, y)'(y)dµ(y) .

Entonces, AK está en L2(L2(H)) y kAKk2 = kKkL2(M⇥M).

Demostración. Mediante unos cálculos simples, uno tiene que

kAKk
2

2
= tr

�
|AK |

2
�
=
X

n

kAK'nk
2

L2
=
X

n

X

m

|hAK'n,'mi|
2

=
X

n

X

m

|↵nm|
2 = kKk2

L2
<1 ,

pues K 2 L2(M ⇥M). Por lo tanto, AK 2 L2 y kAKk
2
2
= kKk2

L2(M⇥M)
. ⇤

Concluimos la sección con una caracteriza a los elementos de Hilbert-Schmidt.

Teorema 2.3.14. Un operador A 2 B(L2(M,µ)) es de Hilbert-Schmidt si y sólo si
existe un función K 2 L2(M ⇥M,µ⇥ µ) tal que

(Af) (x) =

Z

M

K(x, y)f(y)dµ(y)

y además, kAk2
2
=
R
M

|K(x, y)|2dµ⇥ µ.

Demostración. Por el corolario 2.3.13 tenemos que K 7! AK es una isometŕıa de
L2(M ⇥M,µ ⇥ µ) en L2(H) y por consiguiente su rango es cerrado. Mostraremos
que contiene a los operadores de rango finito y junto con la densidad de estos en L2,
obtendremos que la imagen del mapeo K 7! AK está en L2.

Para R = |'ih | con  ,' 2 H, se tiene KR = '(x) (y). Por consiguiente tenemos
que KR 2 L2(M ⇥M). En efecto,

kKRk
2

L2(M⇥M)
= k'(x) (y)kL2(M⇥M) =

Z

M⇥M

|'(x) (y)|2dµ⇥ µ

=

Z

M

|'(x)|2dµ(x)

Z

M

| (y)|2dµ(y) = k'k2
H
k k

2

H
<1 .
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De esta manera,

�
AKRf

�
(x) =

Z

M

'(x) (y)f(y)dµ(y) = '(x)

Z

M

 (y)f(y)dµ(y)

= '(x)hf, i =

�
|'ih |

�
f

�
(x) .

Por lo tanto, como los proyectores generan a los operadores de rango finito y estos
son Hilbert-Schmidt y densos, se concluye que cada operador de rango finito viene de
algún KR. ⇤

Puede profundizarse el estudio de estas clases de operadores en [4, Cap. 11], [13,
Cap. 4] , [19, Ap.A], [20, Cap. 6], entre otros.

Problemas de la sección.

p.2.1 Sea A 2 B(H). Demuestre que A = A
⇤ si y solo si hx,Axi 2 R.

p.2.2 Muestre que T : H ! H es compacto si y solo si toda sucesión {xn}n tal que
||xn||  1 satisface que la sucesión {Txn}n tiene una subsucesión convergente.

p.2.3 Muestre que T : `2 ! `
2 definido por T (xn)n = (xn/2n)n es compacto.

p.2.4 Muestre que T : `p ! `
p, 1  p < 1, definido por T (xn)n = (xn/n)n es

compacto.
p.2.5 Si T es un operador lineal compacto en un espacio de Hilbert infinito dimensional

tal que su inverso T
�1 existe y está definido en todo H, muestre que T

�1 no
puede ser acotado.

p.2.6 T es compacto si y solo si T ⇤
T es compacto.

p.2.7 Encuentre los valores propios del operador Tn : Rn
! Rn definido por

Tn(x) =

✓
0,

x1

1
,
x2

2
,
x3

3
, . . . ,

xn�1

n� 1

◆
, con x = (x1, . . . , xn) 2 Rn

.

p.2.8 Sean E,F espacios de Banach y T : E ! F un operador lineal acotado
compacto. Suponga que el rango de T es cerrado.
a) Pruebe que T es de rango finito.
b) Si además N (T ) <1 entonces dimE <1.

3. Operadores Lineales no Acotados

Los operadores no acotados en espacios de Hilbert son de gran interés en la f́ısica-
matemática y en particular en la mecánica cuántica. La parte esencial de esta sección
está dedicada al estudio de los operadores lineales no acotados [18, 4, 19, 20]. De
hecho, esta sección es una introducción a la teoŕıa de operadores lineales generales en
espacios de Hilbert.

3.1. Preliminares. Para un espacio de Hilbert separable (H, h·, ·i) sobre el campo
de los números complejos C, decimos que una aplicación T : D(T ) ⇢ H ! H es un
operador lineal en H (o simplemente operador), si para cada f, g 2 D(T ) y ↵,� 2 C,
se cumple que T (↵f + �g) = ↵Tf + �Tg, donde

D(T ) := {f 2 H : Tf 2 H} R(T ) := {Tf : f 2 D(T )}

N (T ) := {f 2 D(T ) : Tf = 0}

representan el dominio, rango y núcleo de T , respectivamente. Además, es sencillo
verificar que estos conjuntos son lineales en H.

Para operadores lineales T, S en H, el dominio del operador T + S viene dado por

D(T + S) = D(T ) \D(S)

y actua como (T + S)f = Tf + Sf . Además, el dominio del operador TS es

D(TS) = {f 2 D(S) : Sf 2 D(T )}

donde TSf = T (Sf).
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Decimos que T �C es el operador T con dominio restringido a un conjunto lineal
C ⇢ D(T ). En este sentido, T ⇢ S si S�D(T ) = T y en este caso se dice que S es
extensión de T (o T es restricción de S). Aśı, T = S significa que T ⇢ S y S ⇢ T .

Recordemos el producto interno en H, induce la norma

k·k : H! R

f 7!

p
hf, fi .

(42)

Además, decimos que un operador T es acotado si existe c > 0 tal que kTfk  c kfk,
para todo f 2 D(T ).

Ejemplo 3.1.I (Operador funcional). Sea M un conjunto lineal en H y un
elemento no cero g 2 H. Considere un funcional lineal no continuo F : M ! C y
defina el operador lineal funcional

TF : M! span {g}

f 7! F (f)g
(43)

Afirmamos que el operador (43) no es acotado. Ciertamente, como F no es continuo
existe {fn} ⇢ M, con kfnk = 1, tal que 0 6= |F (fn)| ! 1. De esta manera,
kTF fnk = |F (fn)| kgk ! 1, como se queŕıa.

Proposición 3.1.1. Un operador T en H es acotado si y sólo si es uniformemente
continuo en su dominio, con respecto a la norma (42).

Demostración. Si existe c > 0 tal que kTfk  c kfk, para todo f 2 D(T ). Entonces,
para todo " > 0, con kf � gk < "/c, se cumple que

kTf � Tgk = kT (f � g)k  c kf � gk < " , 8f, g 2 D(T )

lo que implica que T sea uniformemente continuo en su dominio.
Por otra parte, si T es uniformemente continuo en D(T ), existe � > 0, tal que si

kfk  � entonces kTfk  1. Aśı, para f 2 D(T ) distinto de cero, g = �f/ kfk cumple
kgk  � y, por lo tanto,

kTfk =
1

�
kfk kTgk 

1

�
kfk ,

de donde se sigue que T es acotado. ⇤
La norma de un operador acotado T viene dada por

kTk := sup
f 2 D(T ) ,

f 6= 0

kTfk

kfk
,

la cual cumple las siguientes equivalencias:

T = sup
f 2 D(T ) ,

kfk = 1

kTfk = sup
f 2 D(T ) ,

kfk  1

kTfk = sup
f 2 D(T ) ,

kfk < 1

kTfk

= sup
f, g 2 D(T ) ,

kfk , kgk = 1

|hg, Tfi| = sup
f, g 2 D(T ) ,

kfk , kgk  1

|hg, Tfi| = sup
f, g 2 D(T ) ,

kfk , kgk < 1

|hg, Tfi| .

(44)

Recordamos que B(H) es el conjunto de todos los operadores acotados con dominio
todo H. Este conjunto es un espacio lineal normado, donde se definen tres tipos de
convergencia de la siguiente manera. Para T, T1, T2, · · · 2 B(H), decimos que:

1. {Tn} converge uniformemente a T , denotado por Tn

u
��! T o por

u- ĺım
n!1

Tn = T , si kT � Tnk ! 0 .

2. {Tn} converge fuertemente a T , denotado por Tn

s
�! T o por

s- ĺım
n!1

Tn = T , si para cada f 2 H , kTf � Tnfk ! 0 .
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3. {Tn} converge débilmente a T , denotado por Tn

w
��! T o por

w- ĺım
n!1

Tn = T , si para cada f, g 2 H , hg, Tf � Tnfi ! 0 .

La convergencia uniforme implica la convergencia fuerte y la convergencia fuerte
implica la convergencia débil.

Un operador T en H es invertible si tiene núcleo trivial, cuya inversa se denota por
T

�1, la cual resulta un operador lineal en H con D(T�1) = R(T ) y R(T�1) = D(T ).

Note que T
�1 también es invertible y

�
T

�1
��1

= T . Además,

T
�1

T = I�D(T ) y TT
�1 = I�R(T ) .(45)

Proposición 3.1.2. Si T y S son invertibles, entonces TS también lo es y

(TS)�1 = S
�1

T
�1

Demostración. El operador TS es invertible, pues N (TS) ⇢ N (T ) [ N (S) = {0}.
Luego, si f 2 D((TS)�1), entonces existe g 2 D(S) tal que Sg 2 D(T ) y TSg = f .
De esta manera, f 2 R(T ) = D(T )�1, de (45) se tiene que Sg = T

�1
f , es decir,

T
�1

f 2 R(S) = D(S�1) y g = S
�1

T
�1

f , lo que implica (TS)�1
⇢ S

�1
T

�1. Para la
otra inclusión, como S

�1
, T

�1 son invertibles, también lo es S�1
T

�1 y de lo anterior
�
S
�1

T
�1
��1

⇢
�
T

�1
��1 �

S
�1
��1

= TS ,

es decir, S�1
T

�1
⇢ (TS)�1, de donde se concluye la afirmación. ⇤

Lo siguiente muestra una caracterización de la inversa acotada de un operador.

Teorema 3.1.3. La inversa de un operador T en H existe y es acotada si y solo si
existe c > 0 tal que

kTfk � c kfk , 8 f 2 D(T ) .(46)

Demostración. Es claro de (46) que N (T ) = {0} y por lo tanto existe T
�1. Substitu-

yendo Tf = g en (46), uno obtiene que

kgk � c
��T�1

g
�� , 8 g 2 D(T�1) = R(T ) ,(47)

es decir, T�1 es acotado. Inversamente, si T�1 existe y es acotado, entonces se satisface
(47), que haciendo f = T

�1
g, se llega a (46). ⇤

3.2. La gráfica de un operador. En lo siguiente abordamos el tema de la gráfica
de un operador lineal, de manera análoga a [4, Cap. 3]. Sea H�H la suma ortogonal
de dos copias de H (c.f. [4, Sec. 2.3]), es decir,

H�H :=
n⇣

f
g

⌘
: f, g 2 H

o
,(48)

que es un espacio de Hilbert con producto interno
D⇣

f
g

⌘
,

⇣
h
k

⌘E
:= hf, hi+ hg, ki ,

⇣
f
g

⌘
,

⇣
h
k

⌘
2 H�H .(49)

El producto interno (49) induce la norma
���
⇣
f
g

⌘���
2

:= kfk2 + kgk2 ,

⇣
f
g

⌘
2 H�H

la cual es equivalente a la norma
���
⇣
f
g

⌘��� := kfk + kgk. Puntualizamos que la conver-

gencia en H�H implica la convergencia en cada una de sus entradas.
La gráfica de un operador lineal T en H viene dada por

G(T ) :=
n⇣

f
Tf

⌘
2 H�H : f 2 D(T )

o
,

que resulta ser un conjunto lineal en H�H.
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Ejemplo 3.2.I (Continuación de ejemplo 3.1.I). La gráfica del operador (43) es

G(TF ) =
n⇣

f
F (f)g

⌘
: f 2M

o
.

Lo siguiente exhibe una condición necesaria y suficiente para que un conjunto lineal
en H�H sea la gráfica de un operador lineal.

Proposición 3.2.1. Un conjunto lineal G ⇢ H�H resulta ser la gráfica de un
operador lineal si y solo si

n⇣
f
g

⌘
2 G : f = 0

o
=
n⇣

0
0

⌘o
.(50)

Demostración. Suponga que (50) se cumple y considere las aplicaciones lineales
⇡, ⇢ : G ! H tales que

⇡

⇣
f
g

⌘
= f ; ⇢

⇣
f
g

⌘
= g ,

⇣
f
g

⌘
2 G .

De este modo, ker⇡ =
n⇣

0
0

⌘o
y se verifica que T = ⇢⇡

�1 es un operador lineal con

D(T ) = ⇡G. Por lo tanto, G(T ) = G. La prueba inversa es directa. ⇤
Para efectos prácticos, introducimos las aplicaciones U,W : H�H! H�H como

U
⇣
f
g

⌘
=
⇣
g
f

⌘
; W

⇣
f
g

⌘
=
⇣

g
�f

⌘
,

⇣
f
g

⌘
2 H�H(51)

las cuales son operadores lineales que satisfacen U2 = I = �W2 y UW = �WU.
Mediante contención de conjuntos, lo siguiente se cumple de manera sencilla.

Proposición 3.2.2. Para dos operadores T, S, se sigue lo siguiente:

(a) T ⇢ S si y sólo si G(T ) ⇢ G(S).
(b) Si T es invertible, entonces G(T�1) = UG(T ).

Para un conjunto lineal G ⇢ H�H, denote el conjunto lineal

�G :=
n⇣

f
�g

⌘
2 H�H :

⇣
f
g

⌘
2 G

o
.

Proposición 3.2.3. Si G ⇢ H�H es un conjunto lineal, entonces:

(a) (WG)? = W(G?).
(b) WG = WG.

(c) (UG)? = U(G?).
(d) UG = UG.

(e) U2
G = W2

G = G.
(f) UWG = WUG = �G.

Demostración. Note que
⇣
f
g

⌘
2 (WG)? si y solo si 8

⇣
h
k

⌘
2WG,

⇣
k
�h

⌘
2 G y

D⇣
g
�f

⌘
,

⇣
k
�h

⌘E
=
D⇣

f
g

⌘
,

⇣
h
k

⌘E
= 0 ,

si y solo si
⇣

g
�f

⌘
2 (G)?, o bien

⇣
f
g

⌘
2W(G)?. Esto prueba el punto (a). Ahora,

WG =
⇣
(WG)?

⌘?
= W

⇣�
G
?
�?⌘

= WG ,

es decir, (b). Los puntos (c),(d) se siguen de manera análoga y (e),(f) se siguen
directamente de la definición, notando que G es conjunto lineal. ⇤

Recalcamos que dos conjuntos lineales F y G son linealmente independientes si
F \ G = {0}. A partir de aqúı usaremos la siguiente notación, que será de gran
utilidad en resultados posteriores. Para F y G subconjuntos lineales en H, denotamos

F u G := {f + g : f 2 F , g 2 G y F \ G = {0}} .

F � G := F u G tal que F ⇢ G
?
.

F  G := F \ G
?
.

(52)

Las notaciones u ,� y  , representan la suma directa, suma ortogonal y diferen-
cia ortogonal, respectivamente.
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Observación 3.2.4. En espacios lineales normados, la suma directa es representada
por �. No obstante, cuando la norma proviene de un producto interno, la suma directa
que además es ortogonal se enfatiza con esta misma notación.

Dado cualquier conjunto lineal F ⇢ H, de (52) se sigue que F
? = H  F , es decir

(compare con observación 1.3.4),

H = F � F .(53)

La notación (52) en el contexto de operadores lineales nos estaremos refiriendo a
su gráfica en el espacio de Hilbert H�H.

Observación 3.2.5. Para que T y S sean linealmente independientes es necesario y
suficiente mostrar que si f 2 D(T ) \D(S) tal que Tf = Sf , entonces f = 0.

La siguiente afirmación es directa.

Corolario 3.2.6. Para T y S operadores lineales se cumple lo siguiente:

(1) Si D(T ) y D(S) son linealmente independientes, entonces también lo son T y S.
(2) Si D(T ) y D(S) son ortogonales al igual que R(T ) y R(S), entonces T y S son

ortogonales.

3.3. Operadores cerrados y cerrables. Los operadores cerrados juegan un papel
muy importante en la clase de los operadores no acotados. La propiedad de ser cerrado
(o más precisamente cerrable) sirve como sustituto de ser acotado. Iniciamos con la
noción de operador cerrado.

Definición 3.3.1. Un operador T en H se dice ser cerrado (escribimos T = T ),
si para cualquier sucesión {fn} ⇢ D(T ) tal que fn ! f y Tfn ! g, implica que
f 2 D(T ) y Tf = g.

Observación 3.3.2. Decir que un operador T es cerrado es equivalente a decir
que su gráfica G(T ) es cerrada en H�H. Esto es claro debido a que una sucesiónn⇣

fn
Tfn

⌘o
⇢ G(T ) converge a

⇣
f
g

⌘
si y solo si {fn} ⇢ D(T ) y fn ! f , Tfn ! g.

Teorema 3.3.3. Sea T un operador acotado. Entonces T es cerrado si y solo si
D(T ) es cerrado.

Demostración. Suponemos que T cerrado y sea {fn} ⇢ D(T ), tal que fn ! f . Dado
que T es acotado, se tiene que {Tfn} es de Cauchy y, por lo tanto, convergente,
debido a la completez de H. Esto implica que f 2 D(T ), es decir, D(T ) es cerrado.
Inversamente, para {fn} ⇢ D(T ) tal que fn ! f y Tfn ! g, como T es acotado con
dominio cerrado se tiene que f 2 D(T ) y existe c > 0 tal que

kTf � gk = ĺım
n!1

kT (f � fn)k  c ĺım
n!1

kf � fnk = 0 ,

de donde se sigue que T es cerrado. ⇤

Debido al teorema 3.3.3, se tiene que cada operador en B(H) es cerrado. Además,
para ↵ 2 C, los operadores T y ↵T son cerrados simultáneamente.

Teorema 3.3.4. Si T es cerrado y S es cerrado y acotado, entonces T + S y TS

son cerrados.

Demostración. Considere {fn} ⇢ D(T + S), tal que fn ! f y (T + S)fn ! g. Del
teorema 3.3.3 se sigue que f 2 D(S) y como S es acotado, entonces es continuo (ver
proposición 3.1.1), es decir, Sfn ! Sf . Ahora bien,

���
⇣

fn
Tfn

⌘
�

⇣
f

g � Sf

⌘��� = kfn � fk+ kTfn + Sfn � g + Sf � Sfnk

 kfn � fk+ k(T + S)fn � gk+ kSfn � Sfk ! 0 .
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Como T es cerrado, se tiene
⇣

f
g � Sf

⌘
2 G(T ), es decir, f 2 D(T ) y Tf = g � Sf .

Por lo tanto, f 2 D(T + S) y (T + S)f = g. La implicación TS es cerrado, se deja de
ejercicio (ver problema P.1.2.8). ⇤

El teorema anterior es de gran utilidad en la teoŕıa espectral de operadores, ya que
en general la suma de dos operadores cerrados no siempre es cerrado.

Observación 3.3.5. Si existe la inversa de un operador T , entonces se puede verificar
que G

�
T

�1
�
= UG(T ). Por consiguiente, de la proposición 3.2.3 se tiene que T y T

�1

son cerrados simultáneamente.

Teorema 3.3.6. Si T es cerrado, entonces N (T ) es cerrado en H.

Demostración. Si {fn} 2 N (T ) es tal que fn ! f , entonces es claro que Tfn ! 0.
Aśı, f 2 D(T ) y Tf = 0, debido a que T es cerrado. Por lo tanto, f 2 N (T ). ⇤

El siguiente resultado es de gran interés y es conveniente que su demostración se
posponga hasta la sección 3.4.

Teorema 3.3.7. Si T es cerrado con dominio cerrado, entonces T es acotado.

Observación 3.3.8. Debido a los teoremas 3.3.3 y 3.3.7, basta que un operador T

cumpla dos de las siguientes afirmaciones para que cumpla la tercera.

(a) T es cerrado. (b) D(T ) es cerrado. (c) T es acotado.

Corolario 3.3.9. Sea T un operador invertible y cerrado. Entonces R(T ) es
cerrado si y solo si T�1 es acotado.

Demostración. Tenemos de la observación 3.3.5 que el operador T�1 es cerrado. Por
lo tanto, de la observación 3.3.8 se concluye que D(T�1) = R(T ) es cerrado si y solo
si T�1 es acotado. ⇤

La siguiente afirmación complementa el corolario 3.3.9.

Corolario 3.3.10. Sea T un operador que satisface

kTfk � c kfk , c > 0 , 8 f 2 D(T ) .

Entonces, T es cerrado si y solo si R(T ) es cerrado.

Demostración. Del teorema 3.1.3, el operador T
�1 existe y es acotado. Entonces, T

es cerrado si y solo si T�1 es cerrado, que del teorema 3.3.3 equivale a decir que
R(T ) = D(T�1) es cerrado. ⇤

Es claro que G(T ) no es cerrado en H�H si T no es cerrado. Es natural considerar
el conjunto lineal G(T ) y surge la cuestión de si G(T ) es la gráfica de un operador, es
decir, si satisface (50).

Definición 3.3.11. Un operador T en H se dice cerrable si G(T ) es la gráfica de
un operador, el cual se denota por T y representa la cerradura de T .

La cerradura de un operador cerrable es extensión del operador. Además, si T ⇢ S

y S es cerrado, entonces T es cerrable y T ⇢ T ⇢ S. Aśı, T es la mı́nima extensión
cerrada de T . Más aún, se sigue directamente de la definición 3.3.11 que

G(T ) = G(T )(54)

Proposición 3.3.12. Un operador T es cerrable si y solo si para {fn} ⇢ D(T ) tal
que fn ! 0 y Tfn ! g, se tiene que g = 0.

Demostración. Se sigue de la porposición 3.2.1, notando que G(T ) es gráfica de un

operador si y solo si G(T ) 3
⇣
0
g

⌘
=
⇣
0
0

⌘
, es decir, g = 0. ⇤
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Observación 3.3.13. Todo operador acotado es cerrable. En efecto, si T es acotado
entonces para {fn} ⇢ D(T ) tal que fn ! 0 y Tfn ! g, entonces existe c > 0 tal que

kgk = ĺım
n!1

kTfnk  c ĺım
n!1

kfnk = 0 .

Por lo tanto, de la proposición 3.3.12 se tiene que T es cerrable.

Es claro que un operador cerrado es cerrable, o bien, no cerrable implica no cerrado.

Ejemplo 3.3.I (Continuación de ejemplo 3.1.I). El operador funcional (43) no es
cerrable. En efecto, considerando la sucesión {fn} ⇢M del ejemplo 3.1.I y haciendo
hn = F (fn)

�1
fn, uno calcula de manera sencilla que hn ! 0 y

TFhn = F (hn)g = F (fn)
�1

F (fn)g = g 6= 0 ,

lo cual implica de la proposición 3.3.12 que TF no es cerrable.

Corolario 3.3.14. Si T es cerrable y S es acotado, entonces T + S es cerrable y

T + S = T + S .

Demostración. Sea {fn} ⇢ D(T + S) tal que fn ! 0 y (T + S)fn ! g. Como S es
acotado y {fn} ⇢ D(S) entonces Sfn ! 0. Además,

kTfn � gk = k(T + S)fn � g � Sfnk  k(T + S)fn � gk+ kSfnk ! 0 ,

es decir, Tfn ! g y como T es cerrable, de la proposición 3.3.12 se tiene que g = 0.
Por lo tanto, T + S es cerrable. Ahora bien, como S es acotado entonces es cerrado y
del teorema 3.3.4 se tiene que T +S es cerrado. Además, es claro que T +S ⇢ T +S, lo
que implica T + S ⇢ T +S. La otra contención se logra remplazando a los operadores
T por T + S y S por �S. ⇤

3.4. El adjunto de un operador. Veremos que la existencia del adjunto de un
operador lineal, depende de la densidad de su dominio en el espacio de Hilbert.
No obstante, esta condición de densidad se puede relajar a través de los llamados
operadores multivaluados [9].

Abordaremos la noción del adjunto de un operador lineal en dos enfoques. El
primero es anaĺıtico y se basa en su definición directa, mientras que el segundo es
geométrico y este está relacionado con el estudio de su gráfica.

Cabe recalcar que un operador T en H se dice ser densamente definido en H

si D(T ) = H. Para h 2 H consideremos el funcional lineal definido sobre D(T ),
como lh(f) = hh, Tfi. Este funcional puede ser continuo para alguna h 2 H y como
consecuencia del teorema de representación de Riesz [14, Sec. 3.8], lh(f) = hk, fi, con
k 2 H. Esta representación es única siempre que D(T ) = H.

Definición 3.4.1. Para un operador densamente definido T , el operador adjunto
T

⇤ es aquel cuyo dominio viene dado por

D(T ⇤) = {h 2 H : 9k 2 H tal que hh, Tfi = hk, fi , 8f 2 D(T )} ,(55)

de tal manera que T
⇤
h = k y se satisface la relación hh, Tfi = hT ⇤

h, fi. Al operador
T

⇤ usualmente se le conoce como el adjunto de T .

Observación 3.4.2. La condición de T al ser densamente definido no se puede relajar
para definir el adjunto de un operador lineal de manera clásica. En efecto, si D(T ) 6= H

entonces existe un elemento no trivial k ? D(T ). Aśı, hTf, 0i = 0 = hf, ki, para todo
f 2 D(T ), es decir T ⇤0 = k, que resulta contradictorio en teoŕıa de operadores.

El enfoque geométrico del operador adjunto se basa en lo siguiente.

Lema 3.4.3. Para T un operador en H se tiene que [WG(T )]? es la gráfica de un
operador si y solo si D(T ) = H.
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Demostración. Es sencillo verificar que un elemento
⇣
0
h

⌘
es ortogonal a WG(T ) si y

solo si h ? D(T ). Por lo tanto, [WG(T )]? satisface (50) si y solo si D(T ) = H. ⇤

En lo que resta de esta sección, suponemos que T es un operador densamente
definido y mostraremos algunas propiedades sencillas del operador adjunto.

Teorema 3.4.4 (enfoque geométrico del adjunto). El adjunto de un operador T

satisface lo siguiente:

[WG(T )]? = G(T ⇤) .(56)

Demostración. Para h 2 D(T ⇤), f 2 D(T ), uno de manera simple verifica que⇣
h

T ⇤h

⌘
2 G(T ⇤) si y solo si

D⇣
h

T ⇤h

⌘
,W
⇣

f
Tf

⌘E
= 0, es decir

⇣
h

T ⇤h

⌘
2 [WG(T )]?. ⇤

El lema 3.4.3 y teorema 3.4.4 implican que T
⇤ es un operador cerrado. Además, si

T es cerrable, entonces de la proposición 3.2.3, de (54) y (56), se sigue que

G

⇣
T

⇤
⌘
= [WG

�
T
�
]? = [WG(T )]? = G(T ⇤) ,

es decir, T
⇤

= T
⇤.

El siguiente resultado aborda la cuestión de la existencia del doble adjunto.

Teorema 3.4.5. Una condición necesaria y suficiente para que T
⇤ sea densamente

definido es que T sea cerrable. En tal caso, T ⇤⇤ = (T ⇤)⇤ existe y T
⇤⇤ = T .

Demostración. Se sigue de las propiedades de la proposición 3.2.3 y de (56) que

[WG(T ⇤)]? =
⇥
W[WG(T )]?

⇤?
=
⇥
[G(T )]?

⇤?
= G(T ) .(57)

Por lo tanto, se sigue del lema 3.4.3 que T
⇤ es densamente definido si y solo si

[WG(T ⇤)]? = G(T ) es la gráfica de un operador, es decir, T es cerrable. En tal caso
se sigue de (54), (56) y (57) que T

⇤⇤ = T . ⇤

Ejemplo 3.4.I (Continuación de ejemplo 3.1.I). Suponemos que el conjunto lineal
M del ejemplo 3.1.I es denso enH y mostraremos que el adjunto del operador funcional
(43) no es densamente definido y T

⇤

F
= 0�

{g}
? .

Como el producto interno es continuo y F es discontinuo, uno tiene que la aplicación

f ! hh, Tfi = F(f) hh, gi

es continua si y solo si h ? g. Aśı, hh, Tfi = 0, para todo f 2 D(TF ), es decir, T ⇤

F
h = 0,

para todo h 2 D(T ⇤

F
) = {g}

?. La no densidad del adjunto de TF se debe a que TF no
es cerrable (ver ejemplo 3.3.I).

Una propiedad simple del adjunto es que saca escalares conjugados. Ciertamente,
para f 2 D(T ) y h 2 D(T ⇤), uno calcula que

h(↵T )⇤h, fi = hh,↵Tfi = ↵ hT
⇤
h, fi = h↵T ⇤

h, fi , (0 6= ↵ 2 C)

Como T es densamente definido, se concluye que (↵T )⇤ = ↵T
⇤.

Teorema 3.4.6. Si un operador T es cerrable, entonces R(T ) es cerrado si y solo
si R(T ⇤) es cerrado.

Demostración. Primero suponemos que R(T ) es cerrado. Consideremos el proyector
P
R(T )

sobre R(T ) y sea {hn} ⇢ D(T ⇤) tal que T
⇤
hn ! k. Entonces, uno tiene para

todo f 2 D(T ) que

hT
⇤
hn, fi =

⌦
hn, T f

↵
=
D
hn, PR(T )

Tf

E
=
D
P
R(T )

hn, T f

E
,
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el cual implica que {P
R(T )

hn} converge débilmente en el espacio de Hilbert R(T ), a

un elemento h 2 R(T ). De esta manera,

hk, fi = ĺım
n!1

hT
⇤
hn, fi = ĺım

n!1

D
P
R(T )

hn, T f

E
=
⌦
h, Tf

↵
.

De esta manera, h 2 D(T ⇤) y T
⇤
h = k. Por lo tanto, R(T ⇤) es cerrado. Inversamente,

si se cumple que R(T ⇤) es cerrado, entonces lo anterior y el teorema 3.4.5 implican
que R(T ) = R(T ⇤⇤) es cerrado. ⇤

El siguiente resultado muestra una partición del espacio de Hilbert.

Teorema 3.4.7. Los conjuntos R(T ) y N (T ⇤) son ortogonales en H y satisfacen

H = R(T )�N (T ⇤) .(58)

Demostración. La inclusión h 2 N (T ⇤) significa que hh, Tfi = 0, para todo f 2 D(T ),
que a su vez h ? R(T ). ⇤

Ahora procederemos a demostrar el teorema 3.3.7 de la sección 3.3.

Demostración del teorema 3.3.7. Primero suponemos que D(T ) = H y mostremos que
T

⇤ pertenece a B(H). Es claro del teorema 3.4.5 que el operador T
⇤ es densamente

definido. Considere la familia de los funcionales lineales sobre H,

lh(f) = hh, Tfi = hT
⇤
h, fi , h 2 D(T ⇤) , khk  1 .

Entonces, de la desigualdad de Cauchy-Schwarz |lh(f)|  kTfk, es decir, la familia
{lh} es puntualmente acotada y por el principio del acotamiento uniforme [14, Sec. 4.7],
existe c > 0 tal que klhk  c, para todo h 2 D(T ⇤), khk = 1. Además, del teorema
representación de Riesz [14, Sec. 3.8], kT ⇤

hk = klhk, lo que significa que T ⇤ es acotado.
Aśı, del teorema 3.3.3 se concluye que D(T ⇤) = H, es decir, T ⇤

2 B(H). Esto mismo
implica que T

⇤⇤
2 B(H) y, por lo tanto, del teorema 3.4.5 T 2 B(H).

Ahora bien, para D(T ) 6= H, denotamos PD(T ) como la proyección sobre D(T ) y
consideremos el operador TPD(T ) con dominio todo H. Sea {fn} ⇢ H tal que fn ! f

y TPD(T )fn ! g. Entonces, PD(T )fn ! PD(T )f y g = PD(T )f , debido a que T es
cerrado. Aśı, TPD(T ) es cerrado y, de la primera parte, acotado. Por lo tanto, T es
acotado, ya que T ⇢ TPD(T ). ⇤

Observación 3.4.8. La primera parte de la demostración anterior indica que T y
T

⇤ pertenecen a 2 B(H), simultáneamente.

Teorema 3.4.9. Si la inversa de T existe y está densamente definida, entonces T ⇤

tiene inversa y

(T ⇤)�1 = (T�1)⇤ .(59)

Demostración. De (58) se sigue que N (T ⇤) = {0}, es decir, (T ⇤)�1 existe. Luego, las
propiedades de la proposición 3.2.3, la observación 3.3.5 y (56) muestran que

G((T ⇤)�1) = U[WG(T )]? = W[UG(T )]? = G((T�1)⇤) ,

de donde se sigue que (59). ⇤

Es claro que cualquier extensión S de T tiene dominio denso y se cumple que

S
⇤
⇢ T

⇤
.(60)

En efecto, como WG(T ) ⇢WG(S), que al tomar complementos ortogonales uno tiene
que [WG(S)]? ⇢ [WG(T )]?, de donde se sigue (60).
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Teorema 3.4.10. Si S 2 B(H) entonces

(T + S)⇤ = T
⇤ + S

⇤
.(61)

Si además S
�1
2 B(H) entonces

(TS)⇤ = S
⇤
T

⇤ y (ST )⇤ = T
⇤
S
⇤
.(62)

Demostración. Para h 2 D(T ⇤) y f 2 D(T ), uno calcula que

hh, (T + S)fi = hT ⇤
h, fi+ hS⇤

h, fi = hT ⇤
h+ S

⇤
h, fi ,

de donde se sigue que T
⇤ + S

⇤
⇢ (T + S)⇤. De la observación 3.4.8, S⇤

2 B(H) y de
lo anterior (T + S)⇤ � S

⇤
⇢ T

⇤. Por lo tanto, sumando S
⇤ en ambas partes se obtiene

la otra inclusión.
Para la composición, solo mostraremos la parte izquierda de (62), la otra se

demuestra de manera análoga. Note que D(TS) = S
�1

D(T ) y D(S⇤
T

⇤) = D(T ⇤).
Si Sf 2 D(T ) y h 2 D(T ⇤) entonces hTSf, hi = hSf, T ⇤

hi = hf, S⇤
T

⇤
hi, de donde se

cumple que S
⇤
T

⇤
⇢ (TS)⇤. Para la otra contención, si h 2 D((TS)⇤) entonces para

cada f 2 D(T ),

hTf, hi =
⌦
TS(S�1

f), h
↵
=
⌦
(S�1

f), (TS)⇤h
↵
=
⌦
f, (S�1)⇤(TS)⇤h

↵
,

lo que implica que h 2 D(T ⇤) y T
⇤
h = (S�1)⇤(TS)⇤h. Por lo tanto, se sigue de la

observación 3.4.8 que (S�1)⇤ 2 B(H) y se cumple de (59) que S
⇤
T

⇤
h = (TS)⇤h, que

implica (TS)⇤ ⇢ S
⇤
T

⇤. ⇤

De la descomposición (58) y de (61) se sigue que

H = R(T � ⇣I)�N (T ⇤
� ⇣I) , ⇣ 2 C .(63)

La descomposición (63) será de gran utilidad en la sección 3.5.1.

3.5. Teoŕıa espectral.

3.5.1. El espectro. Iniciamos esta sección con el espacio de defecto (o de deficien-
cia) de un operador T , el cual viene dado por

[R(T )]? = H R(T ) .(64)

El ı́ndice de defecto dT de T es la dimensión de su espacio de defecto, esto es,

dT := dim[R(T )]? .(65)

Observación 3.5.1. Cuando T es densamente definido, de acuerdo con (58), el
subespacio en (64) coincide conN (T ⇤) y el ı́ndice (65) viene dado por dT = dimN (T ⇤).

Si T es un operador cerrado con inversa acotada, entonces del teorema 3.1.3 y
corolario 3.3.10, se tiene que R(T ) es cerrado y la igualdad Tf = h es soluble si y solo
si h es ortogonal al espacio de defecto de T . De esta manera, dT indica el número de
soluciones ortogonales que aseguran la solución de Tf = h.

Definición 3.5.2. El conjunto cuasi-regular de un operador T viene dado por

⇢̂(T ) :=
�
⇣ 2 C : (T � ⇣I)�1 existe y es acotado

 
.

Observación 3.5.3. En virtud del teorema 3.1.3, una condición necesaria y suficiente
para que ⇣ 2 ⇢̂(T ) es que exista C⇣ > 0 tal que

k(T � ⇣I)fk � C⇣ kfk , 8f 2 D(T ) .(66)

Teorema 3.5.4. El conjunto cuasi-regular de T es abierto.
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Demostración. Para ⇣ 2 ⇢̂(T ), tenemos de la observación 3.5.3 que existe C⇣ > 0 tal
que (66) se satisface. Es suficiente mostra que BC⇣ = {� 2 C : |�� ⇣| < C⇣} ⇢ ⇢̂(T ).
Si � 2 BC⇣ entonces C⇣ � |�� ⇣| > 0 y para todo f 2 D(T ) se tiene que

k(T � �I)fk = k(T � ⇣I)f � (�� ⇣)fk

� k(T � ⇣I)fk � |�� ⇣| kfk � (C⇣ � |�� ⇣|) kfk ,

de donde se sigue que � 2 ⇢̂(T ), como se queŕıa. ⇤

Observación 3.5.5. Para ⇣ 2 ⇢̂(T ), se tiene que T es cerrado si y solo si R(T � ⇣I)
es cerrado. Esto se sigue directamente del teorema 3.3.10 y de la observación 3.5.3.

Permı́tanos usar el ı́ndice (65) como una función sobre ⇢̂(T ) como

dT (⇣) = dim[R(T � ⇣I)]? , ⇣ 2 ⇢̂(T ) .

Teorema 3.5.6. Para un operador cerrado T se tiene que el ı́ndice dT (⇣) es
constante en cada componente conexa de ⇢̂(T ).

Demostración. Sea ⇣ 2 ⇢̂(T ) y C⇣ > 0 que satisface (66). Debido a que cada par
de elementos en una componente conexa de ⇢̂(T ) se pueden unir con bolas abiertas,
solo mostraremos el resultado para la bola abierta BC⇣ ⇢ ⇢̂(T ) que se uso en la
demostración del teorema 3.5.4, es decir, para � 2 BC⇣ probaremos por contradicción
que dT (�) = dT (⇣). Note que C⇣ > |⇣ � �|.

Si dT (⇣) < dT (�) entonces existe h 2 [R(T ��I)]? que es ortogonal a [R(T �⇣I)]?.
De la observación 3.5.5, h 2 R(T�⇣I), es decir, existe f 2 D(T ) tal que h = (T�⇣I)f .
Además,

khk = k(T � ⇣I)fk � C⇣ kfk .(67)

Más aún, como h ? R(T � �I),

0 = hh, (T � �I)fi = hh, (T � ⇣I)f � (�� ⇣)fi = khk2 � (�� ⇣) hh, fi .(68)

Aśı, de (67), (68) y de la desigualdad de Cauchy-Schwarz, se sigue que

khk
2
 |⇣ � �| kfk khk < C⇣ kfk khk  khk

2
,

lo cual resulta una contradicción. Para la contradicción de dT (⇣) > dT (�), solo se
intercambian los papeles de ⇣ y �. ⇤

Para A ⇢ C y ↵ 2 C, considere

A+ ↵ := {⇣ + ↵ : ⇣ 2 A} y ↵A := {↵⇣ : ⇣ 2 A} .

Es sencillo verificar que si A ⇢ B ⇢ C, entonces A+ ↵ ⇢ B + ↵ y ↵A ⇢ ↵B.

Proposición 3.5.7. Para ↵ 2 C, lo siguiente se cumple:

(a) ⇢̂(T + ↵I) = ⇢̂(T ) + ↵

(b) Si ↵ 6= 0 entonces ⇢̂(↵T ) = ↵⇢̂(T ).

Demostración. Note que [(T + ↵I)� ⇣I]�1 = [(T � ⇣ � ↵)I]�1. Aśı, ⇣ 2 ⇢̂(T + ↵I) si
y solo si (⇣ � ↵) 2 ⇢̂(T ), o equivalente a ⇣ 2 ⇢̂(T ) + ↵, de donde se sigue el punto (a).

Para el punto (b), es directo verificar que (↵T � ⇣I)�1 = ↵
�1 (T � ⇣/↵I)�1 existe

y es acotado si y solo si (T � ⇣/↵I)�1 existe y es acotado. Entonces ⇣ 2 ⇢̂(↵T ) si y
solo si ⇣/↵ 2 ⇢̂(T ), es decir, ⇣ 2 ↵⇢̂(T ). ⇤

Definición 3.5.8. El conjunto regular (o también llamado resolvente) de un
operador lineal cerrado T viene dado por

⇢(T ) :=
�
⇣ 2 C : (T � ⇣I)�1 existe y pertenece a B(H)

 
.
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Para un operador T cerrado y ⇣ 2 ⇢̂(T ), se tiene de la observación 3.5.5 que el
ı́ndice dT (⇣) = 0 si y solo si

D((T � ⇣)�1) = R(T � ⇣I) = H .(69)

Por otra parte, el teorema 3.3.4 y la observación 3.3.5 implican que (T � ⇣I)�1 es
cerrado y por lo tanto acotado. Aśı, de (69) se sigue que dT (⇣) = 0 si y solo si
(T � ⇣I)�1

2 B(H), por lo que hemos probado lo siguiente.

Corolario 3.5.9. Para un operador cerrado T , se cumple que ⇣ 2 ⇢(T ) si y solo
si ⇣ 2 ⇢̂(T ) y dT (⇣) = 0.

El resultado anterior y el teorema 3.5.6 muestran que ⇢(T ) consiste en todas las
componentes conexas de ⇢(T ), donde el ı́ndice de defecto se anula. Esto a su vez
implica lo siguiente.

Corolario 3.5.10. El conjunto regular de un operador cerrado es abierto.

Observación 3.5.11. La condición de T de ser cerrado en la definición 3.5.8 es
conveniente, debido a que si T no es cerrado, entonces de la observación 3.5.5,
D((T � ⇣I)�1) no es cerrado para todo ⇣ 2 ⇢̂(T ), lo que implicaŕıa que ⇢(T ) = ;.

En lo que resta de la sección, vamos a suponer que T es un operador cerrado. Lo
siguiente se sigue de manera análoga a la proposición 3.5.7.

Proposición 3.5.12. Si ↵ 2 C entonces ⇢(T + ↵I) = ⇢(T ) + ↵. Si además ↵ 6= 0,
entonces ⇢(↵T ) = ↵⇢(T ).

Introducimos los siguientes conjuntos que son de interés en teoŕıa espectral.

�(T ) := C\⇢(T ) (espectro)

�̂(T ) := C\⇢̂(T ) (núcleo espectral)

�r(T ) := �(T )\�̂(T ) (espectro residual)

�p(T ) := {⇣ 2 C : N (T � ⇣I) 6= {0}} (espectro puntual)

�
1

p
(T ) := {⇣ 2 �p(T ) : dimN (T � ⇣) =1} (espectro puntual no discreto)

�d(T ) :=
�
⇣ 2 �p(T )\�

1

p
(T ) : ⇣ es aislado

 
(espectro discreto)

�c(T ) :=
n
⇣ 2 C : R(T � ⇣I) 6= R(T � ⇣)

o
(espectro continuo)

Es claro que �̂(T ) ⇢ �(T ), y ambos son conjuntos cerrados. Además, el espectro
puntual consiste en los autovalores de T . Más aún, los espectros puntual y continuo
pueden tener intersección no vaćıa.

Teorema 3.5.13. La siguiente igualdad se cumple: �p(T ) [ �c(T ) = �̂(T ).

Demostración. Por contraposición, si ⇣ 2 ⇢̂(T ) entonces N (T � ⇣I) = {0} y como
T es cerrado, de la observación 3.5.5 se sigue que R(T � ⇣I) es cerrado, es decir,
⇣ /2 �p(T )[�c(T ). Ahora bien, si ⇣ /2 �p(T )[�c(T ), entonces (T �⇣I)�1 existe y tiene
dominio cerrado. Además, como T es cerrado, el teorema 3.3.4 y la observación 3.3.5
implican que (T � ⇣I)�1 es cerrado y ende acotado, i.e., ⇣ 2 ⇢̂(T ). ⇤

Observación 3.5.14. Si T es cerrado, entonces para cada ⇣ 2 ⇢̂(T ) se sigue que

[N (T � ⇣I)]? = H .

De otra manera, N (T � ⇣I) es cerrado y no trivial. Además, del teorema 3.5.13 se
tiene que ⇣ 2 �p(T ) ⇢ �̂(T ) = C\⇢̂(T ), lo cual resulta contradictorio.
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El espectro, núcleo espectral y espectros puntual y continuo, cumplen similarmente
las propiedades vistas en las proposiciones 3.5.7 y 3.5.12.

�(T + ↵I) = �(T ) + ↵ , �(↵T ) = ↵�(T ) ,

�̂(T + ↵I) = �̂(T ) + ↵ , �̂(↵T ) = ↵�̂(T ) ,

�p(T + ↵I) = �p(T ) + ↵ , �p(↵T ) = ↵�p(T ) ,

�c(T + ↵I) = �c(T ) + ↵ , �c(↵T ) = ↵�c(T ) .

Teorema 3.5.15. Si T es un operador densamente definido, entonces:

(1) �(T ⇤) es el complejo conjugado de �(T ).
(2) �c(T ⇤) es el complejo conjugado de �c(T ).
(3) Si ⇣ 2 �r(T ) entonces ⇣ 2 �p(T ⇤)\�c(T ⇤).

Demostración. Si ⇣ 2 ⇢(T ) entonces (T � ⇣I)�1
2 B(H) y de la observación 3.4.8, de

(59) y (61), se tiene que (T ⇤
� ⇣I)�1

2 B(H), es decir, ⇣ 2 ⇢(T ⇤). Ahora, si ⇣ 2 ⇢(T ⇤),
entonces ⇣ 2 ⇢(T ⇤⇤) = ⇢(T ), de donde se concluye el punto (1). El punto (2) se sigue
del teorema 3.4.6 y de (61).

Para el punto (3), si ⇣ 2 �r(T ) entonces es directo que ⇣ 2 ⇢̂(T )\⇢(T ), i.e., (T�⇣I)�1

existe y es acotado. Como T es cerrado, el teorema 3.3.4 y la observación 3.3.5 implican
que (T � ⇣I)�1 es cerrado, esto conlleva a que R(T � ⇣I) = D((T � ⇣I)�1) es cerrado
pero no es todo el espacio H, ya que ⇣ /2 ⇢(T ). Por lo tanto, del teorema 3.4.6 y de
(61), R(T ⇤

� ⇣I) es cerrado y de la descomposición 63, N (T ⇤
� ⇣I) 6= {0}, lo que

implica ⇣ 2 �p(T ⇤)\�c(T ⇤). ⇤

La siguiente propiedad es de gran utilidad en la secuela.

Lema 3.5.16. Para T invertible y 0 6= ⇣ 2 C, se tiene que

R(T � ⇣I) = R(T�1
�

1

⇣
I) y N (T � ⇣I) = N (T�1

�
1

⇣
I) .(70)

Demostración. Para f 2 D(T ), se tiene que Tf = g 2 D(T�1) y

(T � ⇣I)f = Tf � ⇣f = g � ⇣T
�1

g =

✓
T

�1
�

1

⇣
I

◆
(�⇣g) ,

de donde se tiene que R(T � ⇣I) ⇢ R(T�1
� ⇣

�1
I). La otra inclusión se sigue

intercambiando los roles de T y ⇣ por T
�1 y ⇣

�1, respectivamente. Ahora bien, la
segunda igualdad de (70) se sigue del hecho de que Tf = ⇣f si y solo si ⇣�1

f = T
�1

f ,
para todo f 2 D(T ). ⇤

Bajo ciertas condiciones, mostremos un comportamiento de los espectros de la
inversa de un operador.

Teorema 3.5.17. Si T es invertible y 0 6= ⇣ 2 C. Entonces, ⇣ 2 �(T ) (resp. �̂(T ),
�
1

p
(T ), �j(T ), con j = c, d, p, r) si y solo si ⇣�1

2 �(T�1) (resp. �̂(T�1), �1

p
(T�1),

�j(T�1), con j = c, d, p, r).

Demostración. De (70) la afirmación se cumple para el espectro puntual, puntual no
discreto, discreto y continuo. Además, del teorema 3.5.13, la afirmación se cumple
para el núcleo espectral. Lo anterior implica que ⇣ 2 ⇢̂(T ) si y solo si ⇣�1

2 ⇢̂(T�1),
y en este caso, junto con (70), (69) y corolario 3.5.9, se llega a que ⇣ 2 ⇢(T ) si y solo
si ⇣�1

2 ⇢(T�1), es decir, la afirmación se cumple para el espectro y por consiguiente,
para el espectro residual. ⇤

3.5.2. La resolvente. Permita iniciar directamente con la definición de la resolvente
de un operador cerrado.

Definición 3.5.18. La resolvente de un operador cerrado T se define como

R⇣(T ) := (T � ⇣I)�1
2 B(H) , ⇣ 2 ⇢(T ) .(71)
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Usualmente en la literatura la resolvente se define como (⇣I � T )�1 en vez de (71).

Teorema 3.5.19. Para operadores cerrados T, S tales que D(S) ⇢ D(T ), lo si-
guiente se cumple:

R⇣(T )�R⌘(T ) = (⇣ � ⌘)R⇣(T )R⌘(T ) , ⇣, ⌘ 2 ⇢(T ) .(72)

R⇣(T )�R⇣(S) = R⇣(T )(S � T )R⇣(S) , ⇣ 2 ⇢(T ) \ ⇢(S) .(73)

Demostración. Si ⇣ 2 ⇢(T ) \ ⇢(S) y f 2 H, se sigue que R⇣(S)f 2 D(S) ⇢ D(T ) y

R⇣(T )(S � T )R⇣(S)f = R⇣(T ) ((S � ⇣I)� (T � ⇣I))R⇣(S)f

= R⇣(T )f �R⇣(S)f ,

de donde se sigue (73). La fórmula (72) se sigue de (73), substituyendo S = T+(⇣�⌘)I
y usando la relación R⇣(S) = R⌘(T ). ⇤

A las fórmulas (72) y (73) se les conoce como la primera y segunda identidad de la
resolvente, respectivamente. Además, intercambiando los papeles de ⇣ y ⌘ en (72), se
tiene que

R⇣(T )�R⌘(T ) = (⇣ � ⌘)R⌘(T )R⇣(T ) ,

lo cual implica que R⇣(T ) y R⌘(T ) conmutan.
Concluimos la sección con la siguiente afirmación que muestra que la resolvente

R⇣(T ) es una función anaĺıtica sobre el conjunto ⇢(T ), con valores en el espacio de
Banach (B(H), k·k).

Teorema 3.5.20. Sea ⇣ 2 ⇢(T ), y ⌘ 2 C tales que |⌘� ⇣| < kR⇣(T )k
�1. Entonces,

⌘ 2 ⇢(T ) y

R⌘(T ) = u- ĺım
N!1

NX

n=0

(⌘ � ⇣)nR⇣(T )
n+1

.(74)

Particularmente,

ĺım
⌘!⇣

kR⌘(T )�R⇣(T )k = 0 .(75)

Demostración. Tenemos de la observación 3.5.3 que la desigualdad en (66) es valida
para C⇣ = kR⇣(T )k

�1. Aśı, por hipótesis |⌘ � ⇣| < C⇣ , lo cual implica que ⌘ 2 ⇢̂(T )
y del teorema 3.5.6 se tiene que dT (⌘) = dT (⇣) = 0. Por lo tanto, del corolario 3.5.9
⌘ 2 ⇢(T ). Ahora, como k(⌘ � ⇣)R⇣(T )k < 1, existe un número positivo Cr < 1 tal que
k(⌘ � ⇣)R⇣(T )fk  Cr kfk, para todo f 2 H. Entonces,

k[I � (⌘ � ⇣)R⇣(T )]fk � kfk � k(⌘ � ⇣)R⇣(T )fk � (1� Cr) kfk .

Del teorema 3.1.3, el operador I � (⌘ � ⇣)R⇣(T ) 2 B(H) tiene inversa acotada y se
cumple que

I = [I � (⌘ � ⇣)R⇣(T )]
�1[I � (⌘ � ⇣)R⇣(T )]

es decir, [I�(⌘�⇣)R⇣(T )]�1 = I+(⌘�⇣)[I�(⌘�⇣)R⇣(T )]�1
R⇣(T ) y recursivamente

[I � (⌘ � ⇣)R⇣(T )]
�1 = u- ĺım

N!1

NX

n=0

(⌘ � ⇣)nR⇣(T )
n
.(76)

Por otra parte, la fórmula (72) implica R⇣(T ) = [I � (⌘ � ⇣)R⇣(T )]R⌘(T ), el cual
produce R⌘(T ) = [I � (⌘ � ⇣)R⇣(T )]�1

R⇣(T ). Sustituyendo lo anterior en (76) se
llega a (74). La operación (75) se sigue de (74), teniendo en cuenta que las funciones
anaĺıticas valuadas en operadores son continuas. ⇤

De la fórmula (74), se sigue de manera particular que para f, g 2 H, la función
compleja ⇣ 7! hg,R⇣(T )fi es anaĺıtica sobre ⇢(T ).

3.6. Operadores simétricos e isométricos.
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3.6.1. Operadores simétricos y autoadjuntos. Para cualquier operador lineal T en H,
la identidad

hg, Tfi =
1

4

3X

k=0

i
k
⌦
f + i

k
g, T (f + i

k
g)
↵
, f, g 2 D(T )(77)

es bien conocida como la identidad de polarización y se demuestra directamente
desarrollando la parte derecha de (77).

Definición 3.6.1. Un operador A se dice ser simétrico si hf,Afi 2 R, para todo
f 2 D(A).

El siguiente resultado es una equivalencia de al definición 3.6.1.

Lema 3.6.2. Un operador A es simétrico si y solo si

hf,Agi = hAf, gi , para todo f, g 2 D(A) .(78)

Demostración. Si A es simétrico entonces de (77) se sigue (78). El otro sentido es
directo haciendo g = f . ⇤

Veamos ahora una caracterización de los operadores simétricos respecto a su
conjunto cuasi-regular.

Teorema 3.6.3. Un operador A es simétrico si y solo si los semi-planos C+ y C�

están contenidos en ⇢̂(A), y para todo ⇣ 2 C\R,
��(A� ⇣I)�1

��  1

|Im ⇣|
.(79)

Demostración. Suponemos que A es simétrico y sea ⇣ 2 C+, entonces para f 2 D(A),

0 = Im hAf, fi = Im h(A� ⇣I)f, fi � Im ⇣ kfk
2

 |h(A� ⇣I)f, fi|� Im ⇣ kfk
2
 k(A� ⇣I)fk kfk � Im ⇣ kfk

2
,

que para f 6= 0 (de otra manera es directo), Im ⇣ kfk  k(A� ⇣I)fk. Por lo tanto,
se tiene de la observación 3.5.3 que ⇣ 2 ⇢̂(A) y la última desigualdad conlleva a��(A� ⇣I)�1

��  1/ Im ⇣. Para ⇣ 2 C�, se demuestra usando lo anterior, teniendo en
cuenta que �A es simétrico y �⇣ 2 C+.

Inversamente, si (79) se cumple bajo las supuestas condiciones, entonces se sigue
para todo f 2 D(A) y ⌧ > 0 que kfk  ⌧

�1
k(A� ↵⌧I)fk, donde ↵ = ±i. Entonces,

kfk
2
 ⌧

�2
k(A� ↵⌧I)fk2 = ⌧

�2
kAfk

2 + kfk2 � 2⌧�1 Re hAf,↵fi .

Aśı, (2⌧)�1
kAfk

2
� Re hAf,↵fi y haciendo ⌧ ! 1, se tiene 0 � Re hAf,↵fi, i.e.,

0 � ± Im hAf, fi, de donde se sigue que hAf, fi 2 R y, por lo tanto, A es simétrica. ⇤
Debido al teorema 3.6.3, los semi-planos C+,C� son componentes conexas de

conjunto cuasi-regular ⇢̂(A) de un operador simétrico A. De esto se cumple que
�̂(A) ⇢ R. Además, como consecuencia del teorema 3.5.6, el ı́ndice de defecto de un
operador simétrico cerrado A permanece constante tanto en C+ como en C�. Entonces
podemos definir lo siguiente.

Definición 3.6.4. Los ı́ndices de defecto superior e inferior de un operador
simétrico cerrado A vienen dados respectivamente por

⌘+(A) := dA(⇣) y ⌘�(A) := dA(⇣) , ⇣ 2 C+ .(80)

Corolario 3.6.5. Si un operador simétrico cerrado A tiene al menos un punto
cuasi-regular �0 en R, entonces ⌘+(A) = ⌘�(A) = dA(�0).

Demostración. Se sigue directamente debido a que dA(�) es constante dentro de un
disco de centro �0. ⇤

En lo siguiente abordamos operadores simétricos que son densamente definidos.
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Lema 3.6.6. Un operador densamente definido A es simétrico si y solo si A ⇢ A
⇤.

Demostración. Un cálculo simple muestra que A ⇢ A
⇤ si y solo si hg,Afi = hAg, fi,

para todo f, g 2 D(A). Por lo tanto, de lema 3.6.2 se concluye la afirmación. ⇤

Un operador simétrico cerrado densamente definido A es necesariamente cerrable y
su cerradura también es simétrica, debido a que A

⇤ es cerrado y (A)⇤ = A
⇤. Además,

si S es una extensión simétrica de A entonces de (60) se tiene que S⇤
⇢ A

⇤ y se cumple
la siguiente cadena:

A ⇢ S ⇢ S
⇤
⇢ A

⇤
.(81)

Se sigue de (81) que cualquier extensión simétrica de A es restricción de A
⇤. Un

operador simétrico que no tiene extensiones simétricas se le conoce como maximal y
por consiguiente es cerrado.

Definición 3.6.7. Un operador densamente definido A es autoadjunto si A = A
⇤.

Es claro que un operador autoadjunto es simétrico y cerrado. Sin embargo, en
general lo contrario no es cierto. De esta manera, la noción de ser simétrico resulta
ser más extensa en comparación con la de ser autoadjunto. Para A = A

⇤ todas
las inclusiones en (81) se convierten en igualdades. Esto significa que un operador
autoadjunto es simétrico maximal, pero existen operadores simétricos maximales que
no son autoadjuntos.

El problema de investigar y describir todas las posibles extensiones simétricas (es-
pecialmente autoadjuntas) de operadores simétricos es importante en las aplicaciones
y constituyen el contenido de la teoŕıa de extensión de operadores simétricos [19, 4].

Un operador cerrable no cerrado A, tal que A es autoadjunto, se dice ser esencial-
mente autoadjunto. Estos operadores son simétricos, debido a que A ⇢ A = A

⇤.
El término esencialmente autoadjunto expresa que uno puede obtener una extensión
autoadjunta por el simple procedimiento de tomar la cerradura.

Observación 3.6.8. El adjunto de un operador simétrico densamente definido A, es
simétrico si y solo si A es esencialmente autoadjunto. En efecto, A⇤ es simétrico si y
solo si A⇤

⇢ A
⇤⇤ = A ⇢ (A)⇤ = A

⇤, de donde se sigue que A = A
⇤.

Corolario 3.6.9. Un operador simétrico con dominio todo el espacio es autoad-
junto y acotado.

Demostración. Como A es simétrico con D(A) = H entonces se tiene del lema 3.6.6
que A ⇢ A

⇤. Ahora, si f 2 D(A⇤), entonces f 2 D(A) y A
⇤
f = Af , esto implica que

A
⇤
⇢ A. Por lo tanto A es autoadjunto. Luego, A es cerrado con dominio cerrado y

por consiguiente acotado. ⇤

Con base en la descomposición (63) y de (80), los ı́ndices de defecto de un operador
simétrico cerrado densamente definido A, vienen dados por

⌘+(A) = dimN (A⇤
� ⇣I) y ⌘�(A) = dimN (A⇤

� ⇣I) , ⇣ 2 C+ .

Lo siguiente muestra una caracterización de operadores autoadjuntos.

Teorema 3.6.10. Si A es simétrico, cerrado y densamente definido, entonces los
siguientes son equivalentes:

(a) A es autoadjunto.
(b) ⌘±(A) = 0.

(c) ⇢̂(A) = ⇢(A).
(d) �(A) ⇢ R.

Demostración. (a) ) (b): Para ⇣ 2 C\R ⇢ ⇢̂(A) se tiene que A
⇤
� ⇣I = A � ⇣I

es invertible, es decir, N (A⇤
� ⇣I) = {0}. Por lo tanto, ⌘±(A) = 0. (b) ) (c): Uno

calcula de los corolarios 3.5.9 y 3.6.5 que ⇢̂(A) ⇢ ⇢(A) y por consiguiente son iguales.
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(c) ) (d): Es simple que �(A) = �̂(A) ⇢ R. (d) ) (a): Note que ±i 2 ⇢(A), es decir,
(A± iI)�1

2 B(H). Entonces, se sigue de (63) que

R(A� iI) = H y N (A⇤
� i) = {0} .(82)

De esta manera, para f 2 D(A)⇤, existe h 2 D(A) tal que (A � iI)h = (A⇤
� iI)f .

Como A ⇢ A
⇤, se tiene que (A⇤

� iI)(h� f) = 0 y de (82), h = f , es decir, A⇤
⇢ A.

Por lo tanto A = A
⇤. ⇤

Uno frecuentemente se encuentra en aplicaciones con operadores simétricos semi-
acotados, los cuales son caracterizados de la siguiente manera.

Definición 3.6.11. Un operador A simétrico es semi-acotado inferiormente si
existe m 2 R tal que

hf,Afi � m kfk
2
, para todo f 2 D(A) .(83)

Además, A es semi-acotado superiormente si existe M 2 R tal que

hf,Afi M kfk
2
, para todo f 2 D(A) .(84)

Al máximo posible valor de m = mA en (83) y al mı́nimo posible valor de M = MA

en (84) se les conoce como la mayor cota inferior y la menor cota superior y están
determinadas por

mA = ı́nf
f 2 D(A) ,

kfk = 1

hf,Afi ; MA = sup
f 2 D(A) ,

kfk = 1

hf,Afi ,(85)

respectivamente.

Proposición 3.6.12. Sea A un operador simétrico:

(1) Si A es semi-acotado inferiormente entonces (�1,mA) ⇢ ⇢̂(A).
(2) Si A es semi-acotado superiormente entonces (MA,1) ⇢ ⇢̂(A).

En cualquier caso se tiene que ⌘+(A) = ⌘�(A).

Demostración. Si A es semi-acotado inferiormente entonces para � 2 (�1,mA),

kfk k(A� �I)fk � hf, (A� �I)fi � (mA � �) kfk
2
, f 2 D(A) ,

lo cual cumple la condición (3.1.3) de la observación 3.5.3, es decir, � 2 ⇢̂(A), de
donde se sigue el punto (1). Ahora, si A es semi-acotado superiormente, entonces
�A es semi-acotado inferiormente con menor cota inferior �MA. Aśı, del punto (1),
(�1,�MA) ⇢ ⇢̂(�A), que implica (2). El corolario 3.6.5 indica que los ı́ndices de
defecto de A son iguales. ⇤

Observación 3.6.13. Como un operador simétrico A cumple que C\⇢̂(A), la propo-
sición 3.6.12 indica que si A es semi-acotado inferiormente, entonces �̂(A) ⇢ [mA,1).
Por otra parte, si A es semi-acotado superiormente, entonces �̂(A) ⇢ (�1,MA].

Cuando un operador simétrico A es semi-acotado inferiormente, con mA = 0, se le
conoce como operador positivo (o no negativo para algunos autores), se denotan
como A � 0 y de la observación 3.6.13, el núcleo espectral de A cumple �̂(A) ⇢ [0,1).
Cuando A es semi-acotado superiormente, con MA = 0 se le conoce como operador
negativo (o no positivo), se denotan como A  0 y �̂(A) ⇢ (�1, 0]. Es claro que si
A � 0 entonces �A  0.

Lema 3.6.14. Si un operador autoadjunto A pertenece a B(H) entonces

kAk = sup
f 2 H ,

kfk = 1

|hf,Afi| .(86)
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Demostración. Haciendo � el lado derecho de la igualdad (86), se tiene de (44) que
�  kAk. Basta demostrar que a = kAfk  �, para f 2 H con kfk = 1. Suponemos
a 6= 0 (de otra manera es directo) y definamos u± = a

1
2 f ± a

�
1
2Af . Como A = A

⇤, es
directo calcular que

hu+, Au+i � hu�, Au�i = 4a y ku±k
2 = 2a± 2 hf,Afi

De esta manera,

a
2 =

1

4
(hu+, Au+i � hu�, Au�i) 

1

4
�

⇣
ku+k

2 + ku�k
2
⌘
= a� ,

de donde se concluye la afirmación. ⇤
Uno puede verificar directamente de la observación 3.3.8 que un operador autoad-

junto y acotado pertenece a B(H).

Teorema 3.6.15. Un operador autoadjunto A pertenece a B(H) si y solo si es
semi-acotado superiormente e inferiormente. En este caso

kAk = máx {|mA| , |MA|} .(87)

Demostración. Si A 2 B(H), entonces se tiene de (86) que

�kAk  hf,Afi  kAk , para todo f 2 H ,

es decir, A es semi-acotado tanto superiormente como inferiormente. Inversamente,
haciendo ↵ = máx {|mA| , |MA|}, se tiene que |hh,Ahi|  ↵ khk

2, para todo h 2 D(A).
Entonces, para f, g 2 D(A) de norma uno, se cumple de (77) que

|hg,Afi| 
1

4

3X

k=0

��⌦f + i
k
g,A(f + i

k
g)
↵��  1

4
↵

3X

k=0

��f + i
k
g
��2 = 2↵ .

de donde se sigue que A es acotado y, por lo tanto, pertenece a B(H). La igualdad
(87) se sigue de (85), teniendo en cuenta que � ı́nf hf, Tfi = sup�hf, Tfi. ⇤

La observación 3.6.13 y los teoremas 3.6.10, 3.6.15, implican que el espectro de un
operador autoadjunto A 2 B(H) es acotado y satisface

�(A) ⇢ [mA,MA] .

3.6.2. Operadores isométricos y unitarios. Aparte de la clase de los operadores
simétricos, la clase de los operadores isométricos son de gran importancia en la
f́ısica-matemática que merece su investigación. Las propiedades de los operadores
isométricos son análogas en muchos aspectos a las de los operadores simétricos, aunque
existen distinciones esenciales. La noción de un operador isométrico está estrechamente
relacionada con la de un isomorfismo isométrico en espacios de Hilbert.

Definición 3.6.16. Un operador V es isométrico si kV fk = kfk, para todo
f 2 D(V ).

Del teorema 3.1.3, un operador isométrico tiene inversa, la cual es también un
operador isométrico. Además, es simple ver que el dominio y el rango de un operador
isométrico cerrado, resultan ser subespacios cerrados que tienen la misma dimensión.

Lema 3.6.17. Un operador V es isométrico si y solo si

hV f, V gi = hf, gi , para todo f, g 2 D(V ) .(88)

Demostración. Si V es isométrico, entonces de la identidad de polarización (77), con
T = I, se sigue (88). El inverso es directo haciendo f = g. ⇤

Permita denotar el disco unitario en C como

D := {⇣ 2 C : |⇣| < 1} ,

cuya frontera viene dada por @D := {⇣ 2 C : |⇣| = 1}.
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Teorema 3.6.18. Un operador V es isométrico si y solo si existe su inversa,
C\@D ⇢ ⇢̂(V ), ⇢̂(V �1) y

��(V � ⇣I)�1
��  1

|1� |⇣||
, ⇣ 2 C\@D(89)

donde V
�1 también cumple (89).

Demostración. Si V es isométrico entonces para ⇣1 2 D, ⇣2 2 C\D y f 2 D(V ),

k(V � ⇣1I)fk � kV fk � |⇣1| kfk = (1� |⇣1|) kfk ;

k(V � ⇣2I)fk � |⇣2| kfk � kV fk = (|⇣2|� 1) kfk ,
(90)

Por lo tanto, se sigue de la observación 3.5.3 que ⇣1, ⇣2 2 ⇢̂(V ). Además, (90) implica
(89). Como V es isométrico, V �1 también lo es y satisface lo anterior. Inversamente,
si V, V �1 satisfacen (89), entonces para todo f 2 D(V ) y g 2 D(V �1), kV fk � kfk y��V �1

g
�� � kgk. Por lo tanto, haciendo g = V f , se llega a que V es isométrico. ⇤

El teorema 3.6.18 indica que C\D y D son componentes conexas de conjunto cuasi-
regular ⇢̂(V ) de un operador isométrico V , es decir, �̂(V ) ⇢ @D. De esta manera, como
una consecuencia del teorema 3.5.6, podemos definir lo siguiente.

Definición 3.6.19. Los ı́ndices de defecto exterior e interior de un operador
isométrico cerrado V , vienen dados respectivamente por

⌘e(V ) := dV (⇣) , ⇣ 2 C\D
⌘i(V ) := dV (⇣) , ⇣ 2 D .

(91)

El siguiente resultado se sigue de manera directa.

Corolario 3.6.20. Si un operador isométrico cerrado V tiene al menos un punto
cuasi-regular �0 en @D, entonces ⌘e(V ) = ⌘i(V ) = dV (�0).

Para efectos prácticos, conviene dar la siguiente caracterización de los ı́ndices (91).

Teorema 3.6.21. Los ı́ndices de defecto de un operador isométrico cerrado V

cumplen lo siguiente:

⌘e(V ) = dim[D(V )]? , ⌘i(V ) = dim[R(V )]? .(92)

Demostración. Note de (91) que ⌘i(V ) = dV (0) = dim[R(V )]?. Para la primera
igualdad de (92), mostraremos por contradicción que dim[R(V �⇣I)]? = dim[D(V )]?,
con ⇣ 2 C\D.

Si dim[R(V � ⇣I)]? < dim[D(V )]? entonces exitse 0 6= h 2 [D(V )]?, tal que es
ortogonal a [R(V �⇣I)]?. Se sigue de la observación 3.5.5 que h 2 R(V �⇣I), es decir,
existe 0 6= f 2 D(V ), tal que (V � ⇣I)f = h y h ? f . Como V es isométrico,

kfk
2 = kV fk

2 = kh+ ⇣fk
2 = khk2 + |⇣|

2
kfk

2
> kfk

2
,

que resulta una contradicción. Ahora bien, si dim[R(V �⇣I)]? > dim[D(V )]? entonces
existe h 2 [R(V � ⇣I)]?, tal que h ? [D(V )]?, es decir, h 2 D(V ) y

0 = h(V � ⇣I)h, hi = hV h, hi � ⇣ khk
2
.

Aśı, khk2 < |⇣| khk
2 = |hV h, hi|  khk

2, que resulta contradictorio. ⇤
Lo siguiente da una caracterización de operadores isométricos que son densamente

definidos. Note que un operador simétrico, cerrado y densamente definido V , automáti-
camente pertenece a B(H) (ver observación 3.3.8).

Lema 3.6.22. Sea V invertible y densamente definido. Entonces V es isométrico si
y solo si V �1

⇢ V
⇤.

Demostración. Es sencillo verificar que V
�1
⇢ V

⇤ si y solo si hV g, V fi = hg, fi, para
todo f, g 2 D(V ). Por lo tanto, en virtud del lema 3.6.17, se sigue la afirmación. ⇤
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Definición 3.6.23. Un operador invertible y densamente definido V es unitario
si satisface que V

�1 = V
⇤.

Un operador unitario es un operador isométrico en B(H), pero en general lo
contrario no es cierto, es decir, la noción de ser isométrico es más amplia a la de
ser unitario. Lo siguiente da una caracterización de operadores unitarios.

Teorema 3.6.24. Si V es isométrico cerrado densamente definido, entonces los
siguientes son equivalentes:

(a) V es unitario.
(b) V, V

�1
2 B(H).

(c) ⌘e(V ) = ⌘i(V ) = 0.
(d) ⇢̂(V ) = ⇢(V ).
(e) �(V ) ⇢ @D.

Demostración. (a) ) (b): Se sigue de la observación 3.4.8. (b) ) (c): Es directo del
teorema 3.6.21. (c) ) (d): Los corolarios 3.5.9 y 3.6.20 conllevan a que ⇢̂(V ) ⇢ ⇢(V ).
Lo que implica que sean iguales. (d) ) (e): Es simple ver que �(V ) = �̂(V ) ⇢ @D.
(e) ) (a): Note que 0 2 ⇢(V ), es decir, V �1

2 B(H). Además, la observación 3.4.8
implica que V

⇤
2 B(H). Por lo tanto, se sigue del lema 3.6.22 que V

�1 = V
⇤, debido

a que ambos pertenecen a B(H). ⇤
3.7. Operadores de posición y momento. Dedicamos esta sección a dos ope-
radores lineales no acotados que desempeñan un papel importante en la mecánica
cuántica y áreas afines. Particularmente, son de relevancia en la sección 4.

3.7.1. Operador de posición. Consideramos L2(R) como el espacio de las funciones
cuadrado integrable en R, cuyo producto interno es hf, gi =

R
f(t)g(t)dt.

Definición 3.7.1. El operador de posición Q : D(Q) ! L2(R) viene dado por
Qf(t) = tf(t), donde

D(Q) =

⇢
f 2 L2(R) :

Z
(1 + t

2) |f(t)|2 dt <1

�
⇢ L2(R) .

El dominio de Q contiene al espacio C
1

0
(R) (las funciones infinitamente diferencia-

bles con soporte compacto en R), el cual es un conjunto denso en L2(R) y esto conlleva
a que Q sea densamente definido. Sin embargo, D(Q) está contenido propiamente en
L2(R), pues la función

f(t) =

(
t
�1

, t � 1

0 , t < 0

pertenece a L2(R) pero no al dominio de Q.

Teorema 3.7.2. El operador de posición es autoadjunto y no acotado.

Demostración. Uno calcula de manera directa que

hQf, fi =

Z
tf(t)f(t)dt =

Z
t |f(t)|2 dt 2 R , para todo f 2 D(Q)

de donde se sigue que Q es simétrico. Como Q es densamente definido, del lema 3.6.6
se tiene Q ⇢ Q

⇤. Ahora bien, si g 2 D(Q⇤), entonces debido a que hQf, gi = hf,Q⇤
gi,

para todo f 2 D(Q), se tiene que tg(t) = Q
⇤
g(t) 2 L2(R), es decir, g 2 D(Q). Por lo

tanto, Q es autoadjunto.
Para mostrar que Q no es acotado, consideremos la sucesión de funciones carac-

teŕısticas { [n,n+1]} ⇢ L2(R). Entonces, un cálculo directo muestra que
��

[n,n+1]

�� = 1
y kQfnk > n!1, de donde se concluye la afirmación. ⇤

El operador de posición, al ser autoadjunto, es también cerrado. Veamos a conti-
nuación algunas de sus propiedades espectrales.
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Teorema 3.7.3. El operador de posición satisface lo siguiente:

�p(Q) = ; y �c(Q) = �(Q) = R .

Demostración. Notemos primeramente de los teoremas 3.6.10 y 3.7.2 que �(Q) ⇢ R.
Ahora bien, consideremos cualquier ⇣ 2 R. Si Qf = ⇣f entonces (t� ⇣)f(t) = 0. Aśı,
f(t) = 0 casi para todo t 2 R, es decir, f = 0, de donde se cumple que �p(Q) = ;.
Además, los teoremas 3.5.13 y 3.6.10 implican que �c(Q) = �̂(Q) = �(Q). Solo falta
mostrar que ⇣ 2 �(Q).

Para C > 0, considere n 2 N tal que C > 1/n y denote �n = (⇣ � 1/n, ⇣ + 1/n).
Entonces, la función caracteŕıstica �n es no cero en D(Q) y

k(Q� ⇣I) �nk
2 =

Z
(t� ⇣)2 2

�n
dt 

1

n2
k �nk

2
< C

2
k �nk

2
.

De la observación 3.5.3 y del teorema 3.6.10 se tiene que ⇣ /2 ⇢(Q), i.e., ⇣ 2 �(Q). ⇤

El teorema anterior implica que ⇢(Q) = C\R. Aśı para ⌘ 2 C\R ,uno puede verificar
que la resolvente de Q viene dada por

R⌘(Q)f(t) =
1

t� ⌘
f(t) , f 2 L2(R) .

3.7.2. Operador de momento. Para a, b 2 R tal que a < b, decimos que una función f

sobre el intervalo [a, b] es absolutamente continua, si existe una función h 2 L1(a, b)
tal que (c.f. [19, Ap. E])

f(t) = f(a) +

Z
t

a

h(x)dx , t 2 [a, b] .

Sea AC[a, b] el conjunto de todas las funciones absolutamente continuas en [a, b]. Si
f 2 AC[a, b] entonces f es continua en [a, b] y es diferenciable casi en todas partes con
f
0 = h casi en todas partes sobre [a, b]. Denote,

H
1(R) := {f 2 L2(R) : f 2 AC[a, b] para todo [a, b] 2 R y f

0
2 L2(R)} .

El espacio H
1(R) es un conjunto denso en L2(R) debido a que contiene a C

1

0
(R).

Además, para f 2 H
1(R), se tiene (ver [19, lem. 1.11])

ĺım
b!+1

f(b) = ĺım
a!�1

f(a) = 0 .(93)

Definición 3.7.4. El operador de momento P : H1(R) ! L2(R) viene dado
por Pf(t) = �if 0(t).

Generalmente, el operador de momento en la literatura es Pf(t) = �i~f 0(t). A
efectos de simplificar notación, consideramos la constante de Dirac ~ = 1.

Teorema 3.7.5. El operador de momento es autoadjunto y no acotado.

Demostración. Para f, g 2 H
1(R), de (93) y mediante integración por partes,

hf, Pgi = �i

Z
f(t)g0(t)dt = �i f(t)g(t)

���
+1

�1

+

Z
�if 0(t)g(t)dt = hPf, gi ,

lo cual implica de los lemas 3.6.2 y 3.6.6 que P ⇢ P
⇤. Además, D(P ⇤) = H

1(R) (c.f.
[4, Sec. 4.8] y por consiguiente P = P

⇤.
Para verificar que el operador P no es acotado. Dado n 2 N, considere la función

fn(t) = (3n)1/2(1�nt) [0,1/n](t). Entonces, uno calcula de manera simple que kfnk = 1

y kQfnk =
p
3n!1, de donde se sigue la afirmación. ⇤

Teorema 3.7.6. El operador de momento cumple lo siguiente:

�p(P ) = ; y �c(P ) = �(P ) = R .
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Demostración. Dado que P = P
⇤, el teorema 3.6.10 implica �(P ) ⇢ R. Luego para

⇣ 2 R, es sencillo verificar que si Pf = ⇣f , como f 2 H
1(R) y satisface (93), entonces

f = 0, o bien, �p(P ) = ;. Por otra parte, podemos elegir f 2 C
1

0
(R) distinto de

cero y considerar h"(t) = "
1/2

e
i⇣t

f("t), con " > 0. Entonces, uno calcula de manera
sencilla que kh"k = kfk y k(P � ⇣I)h"k = " kf

0
k, se sigue de la observación 3.5.3 que

⇣ /2 ⇢̂(P ), es decir, ⇣ 2 �̂(P ). Por lo tanto, R ⇢ �̂(P ) ⇢ �(P ) ⇢ R, lo cual implica que
son iguales. Note del teorema 3.5.13 que �c(P ) = �(P ). ⇤

Para ⌘ 2 C\R = ⇢(P ), la resolvente del operador de momento viene dada por

R⌘(P )f(t) =

8
>><

>>:

i

Z
t

�1

e
i⌘(t�⌧)f(⌧)d⌧

, Im ⌘ > 0

�i

Z
�1

t

e
i⌘(t�⌧)f(⌧)d⌧

, Im ⌘ < 0

(f 2 L2(R)) .

Problemas de la sección.

p.3.1 Considere un espacio de Hilbert (H, h·, ·i) y un operador A 2 B(H) tal que
hf,Afi > 0, para todo f 2 H. Muestre que la forma sesquilineal

h·, ·i
A
: H⇥H! C

(f, g) 7! hf,Agi

define un producto interno en H.
p.3.2 Sea l2(N) el espacio Hilbert de las sucesiones cuadrado sumables con base

canónica {en} y para cada j 2 N, considere el operador j-desplazamiento

Sj =
X

n

|en+jihen| .(94)

Demuestre que {Sj} converge débilmente al operador 0 pero no fuertemente.
p.3.3 Considere el espacio de Hilbert del problema anterior y el proyector

Pj = |ejihej | , j 2 N .

Demuestre que Pn converge fuertemente al operador 0 pero no uniformemente.
p.3.4 Muestre que el sentido inverso de la proposición 3.1.2 no siempre se cumple.

Sugerencia: exhiba un operador invertible S y uno no invertible T , tales que
N (T ) \R(S) = {0}.

p.3.5 Muestre la equivalencia de las siguientes normas:
���
⇣
f
g

⌘���
⇤

:=
q
kfk

2 + kgk2 ;
���
⇣
f
g

⌘��� := kfk+ kgk ,

⇣
f
g

⌘
2 H�H .

p.3.6 Pruebe que dado un operador T en un espacio de Hilbert (H, h·, ·i), el espacio
lineal (D(T ), h·, ·i

T
), donde

hf, gi
T
:=
D⇣

f
Tf

⌘
,

⇣
g
Tg

⌘E
, f, g 2 D(T )

es un espacio de Hilbert si y solo si T es cerrado. Sugerencia: muestra que la
transformación,

U : D(T )! G(T )

f 7!

⇣
f
Tf

⌘
,

es una isometŕıa.
p.3.7 Demuestre que si T es cerrado y ⇣ 2 C, entonces N (T � ⇣I) es cerrado.
p.3.8 Demuestre que si T es cerrado y S es cerrado y acotado, entonces TS es cerrado.
p.3.9 Demuestre que si T es cerrable y S es acotado entonces TS es cerrable.
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p.3.10 Sea l2(N) con base canónica {en} y j 2 N. Muestre que el operador j-
desplazamiento (94) satisface D(Sj) = l2(N) y

hSjf, Sjgi = hf, gi , 8f, g 2 l2(N) .

Además, pruebe que es cerrado y acotado, es decir, Sj 2 B(l2(N)). Determine
kSjk.

p.3.11 Sea ⇣ = {⇣n} una sucesión fija de números complejos y {en} base canónica de
l2(N). Considere los operadores L⇣ , R⇣ y T⇣ en l2(N) dados por

T⇣ =
X

n

⇣n |enihen| ; L⇣ =
X

n

⇣n |enihen+1| ; R⇣ =
X

n

⇣n |en+1ihen| .(95)

Muestre que estos operadores son cerrados y densamente definidos en l2(N).
p.3.12 Pruebe el corolario 3.2.6.
p.3.13 Para j 2 N, determine el adjunto del operador j-desplazamiento (94). Además,

muestre queN (S⇤

j
) = span {e1, . . . , ej}, donde {en} es base canónica del espacio

l2(N).
p.3.14 Calcule el adjunto de los operadores T⇣ , L⇣ y R⇣ dados por (95). Además,

muestre que si la sucesión ⇣ es real, entonces T⇣ = T
⇤

⇣
y L

⇤

⇣
= R⇣ .

p.3.15 Dada una sucesión real {↵n}, construye un operador cerrado T tal que
{↵ne

i↵n} ⇢ �(T ).
p.3.16 Considere un conjunto cerrado no vaćıo M de C y {⇣n} un conjunto denso

numerable de M. Sobre l2(N) con base canónica {en}, defina al operador
T =

P
n
⇣n |enihen|. Demuestre que �(T ) = M.

p.3.17 Sea ⇣ = {⇣n} una sucesión fija de números complejos y {en} base canónica
de l2(N). Calcule el espectro �(T⇣) y espectro puntal �p(T⇣) del operador
T⇣ =

P
n
⇣n |enihen|. Además, diga cuándo T⇣ tiene espectro discreto.

p.3.18 Suponga que T1, T2 son dos operadores cerrados en H tales que D(T1) ? D(T2)
y R(T1) ? R(T2). Muestre que T = T1� T2 es cerrado y �(T ) = �(T1)[ �(T2).

p.3.19 Dado un operador cerrado T , use la expresión (74) para mostrar que

d

d⌘
R⌘(T ) := ĺım

h!0

R⌘+h(T )�R⌘(T )

h
= R⌘(T )

2
, ⌘ 2 ⇢(T )

en la norma operador sobre H.
p.3.20 Sean T, S operadores simétricos en H.

a) Muestra que ↵T + �S es simétrico, para cualquier ↵,� 2 R.
b) Muestra que si N (T ) = {0}, entonces T�1 es simétrico.

p.3.21 Muestra que si T, S son operadores isométricos en H, entonces ⇣TS es isométri-
co, para cualquier ⇣ 2 @D.

p.3.22 Suponga que T1, T2 son dos operadores en H tales que D(T1) ? D(T2) y
R(T1) ? R(T2).
a) Muestre que si T1, T2 son simétricos entonces T1 � T2 es simétrico.
b) Muestre que si T1, T2 son isométricos entonces T1 � T2 es isométrico.

p.3.23 (Principio de incertidumbre)
Sean A,B operadores simétricos en H y ↵,� 2 R. Para f 2 D(AB)\D(BA),

considera el conmutador [A,B]f = (AB �BA)f .
a) Muestra que

|h[A,B]f, fi|  2 k(A� ↵I)fk k(B � �I)fk .(96)

b) Muestra que la igualdad en (96) se cumple si y solo si existe ' 2 [0,⇡) tal
que sin'(A� ↵I)f = i cos'(B � �I)f .

Sugerencia: verifica primero que h[A,B]f, fi = 2i Im h(A� ↵I)f, (B � �I)fi
y después, aplica la desigualdad de Cauchy?Schwarz. Ten en cuenta que la
igualdad ocurre si y solo si los vectores (A� ↵I)f y (B � �I)f son linealmente
dependientes.

p.3.24 Muestra que Q+ P es densamente definido en L2(R).
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p.3.25 Prueba que sobre D(Q) \ D(P ), el conmutador de los operadores posición y
momento satisface [Q,P ] = iI.

p.3.26 (Principio de incertidumbre sobre posición y momento)
Para ↵,� y f 2 D(Q) \D(P ), prueba que

kfk  2 k(Q� ↵I)fk k(P � �I)fk ,(97)

con igualdad si f(t) = ce
i�t�a(t�↵)

2

, para algún a > 0 y c 2 C.
Sugerencia: para (97), usa el problema p.3.23a y para la igualdad aplica

p.3.23b, denota a = tan' y resuelve la correspondiente ecuación diferencial
de primer orden.

4. Principios Básicos de la Mecánica Cuántica

4.1. Postulados. La mecánica cuántica es un marco matemático de utilidad para
el desarrollo de las teoŕıas f́ısicas. Debemos de hacer una distinción entre la mecánica
cuántica que se usa en f́ısica, la cual es una aplicación a fenómenos y a sistemas f́ısicos
haciendo uso de la teoŕıa desarrollada en un entorno matemático. Esta teoŕıa permite
el desarrollo de dicho campo en f́ısica y de aqúı su gran importancia en el contexto
matemático. Por razones didácticas desarrollaremos aqúı una introducción axiomática
de la mecánica cuántica, aunque a la fecha no existe un sistema completo de postulados
que cuenten con el consenso de la comunidad f́ısica. Estos postulados se han derivado
después de un largo proceso de prueba y error y sobre todo de mucha intuición.

El primer postulado nos indica el universo en donde se desarrolla la Mecánica
Cuántica. Este universo es un espacio de Hilbert complejo, noción motivada entre
otros por las de series de Fourier. El concepto de espacio de Hilbert fue introducido
por John von Neumann en honor a David Hilbert (quien ya lo hab́ıa utilizado en el
estudio de ecuaciones integrales), definiéndolo de manera intŕınseca e independiente
de sus representaciones.

4.1.1. Postulado uno (estados). Cualquier sistema cuántico aislado tiene asociado

un espacio de Hilbert complejo. El sistema se describe totalmente por un estado (o

matriz de densidad) que es un operador positivo con traza unitaria actuando sobre el

espacio de Hilbert del sistema. Un estado lo podemos interpretar como una descripción

completa de un sistema f́ısico.

Hay dos tipo de estados cuánticos que son: los llamados estados puros y estados
mezclados. En particular, los estados puros se pueden identificar con los vectores
unitarios del espacio de Hilbert.

Este primer postulado no indica cuál es el espacio de Hilbert asociado con un
sistema cuántico en particular. Por ejemplo los estados puros de un sistema cuántico
fundamental, el oscilador armónico cuántico, son vectores unitarios en el espacio de
Hilbert de dimensión infinita l2(N) y sus estados mezclados son operadores positivos
de traza uno sobre este espacio.

La notación usual es la bra y la ket mencionada anteriormente, se usa ampliamente

en la literatura de f́ısica. Si |ui =
⇣
↵
�

⌘
denota a un vector columna en C2 denotaremos

por hu| = (↵ �) a su transpuesto conjugado (adjunto), entonces escribimos el producto
interno de dos vectores |ui,hv| como:

hv, ui = hv||ui = (↵ �)

✓
�

�

◆
= ↵� + �� .

Si invertimos el orden de v y u se obtiene la matriz asociada con el operador |uihv|,

|uihv| =

✓
↵

�

◆
(� �) =

✓
↵� ↵�

�� �� .

◆
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Denotamos por |0i =
⇣
1
0

⌘
y |1i =

⇣
0
1

⌘
a la base canónica de C2, entonces cualquier

vector tiene la forma

|vi = ↵|0i+ �|1i = ↵

✓
1

0

◆
+ �

✓
0

1

◆
,

con ↵,� 2 C. Si consideramos que v = u entonces

|vihv| =

✓
|↵|

2
↵�

↵� |�|
2

◆
.

Los operadores anteriores son positivos si su traza es unitaria. Además, tr (|vihv|) = 1
si y sólo si |↵|2 + |�|

2 = 1. Los elementos en la diagonal se interpretan como las
probabilidades de medir 0 y 1, mientras que los elementos fuera de la diagonal se
interpretan como correlaciones cuánticas.

4.1.2. Postulado dos (ley dinámica). La evolución de un sistema cuántico aislado se

describe mediante un operador unitario, éste se especifica indicando cómo cambian los

estados del sistema en el transcurso del tiempo. Es decir, el estado pt1 del sistema en el

tiempo t1, se relaciona con el estado pt2 en el tiempo t2 a través de un operador unitario

U(t1, t2), que depende sólo de los tiempos t1 y t2:

pt2 = U(t1, t2)pt1U(t1, t2)
⇤
.

El movimiento de los estados se realiza mediante una familia de transformaciones unitarias

que están generadas por un operador autoadjunto H también llamado Hamiltoniano
del sistema.
Este postulado no indica qué operadores unitarios corresponden con la dinámica f́ısica
real del sistema, sólo asegura que la evolución se describe de esa manera e indica
cómo se relacionan los estados de un sistema en dos tiempos diferentes. Una forma
equivalente de este postulado describe la evolución de un sistema cuántico en tiempo
continuo, haciendo uso del aparato de ecuaciones diferenciales, que es una de las
maneras más usadas en la literatura F́ısica.

La evolución temporal de los estados de un sistema cuántico aislado se describe
mediante la ecuación de Schrödinger,

i
dpt

dt
= Hpt � ptH ,

donde H es el Hamiltoniano del sistema. Hemos tomado las unidades de tal manera
que la constante de Planck ~ = 1.

La solución de la ecuación de Schrödinger con condición inicial pt1 , está dada por
la exponencial

pt = e
�i(t�t1)Hpt1e

i(t�t1)H .

Entonces el estado del sistema en un tiempo t2 será

pt2 = e
�i(t2�t1)Hpt1e

i(t2�t1)H ,

es decir, está descrita por el operador unitario

U(t2, t1) = e
i(t2�t1)H .

Si conocemos el Hamiltoniano del sistema, entonces tendremos, al menos en princi-
pio, completamente determinada su dinámica. Consideremos la familia de operadores
(eitH)t2R que describe la dinámica de un sistema cuántico cerrado, éste es un grupo de
operadores unitarios sobre el espacio de Hilbert del sistema, es decir, es un conjunto
de estados puros, y la correspondencia H 7! e

itH es una biyección. La propiedad de
grupo corresponde con la reversibilidad de la evolución.

Dado que el Hamiltoniano es un operador autoadjunto, entonces tiene una decom-
posición espectral

H =
X

�

| �ih �| ,
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donde � denota los valores propios de H y  � son los correspondientes vectores propios
normalizados. Los estados  � del sistema son comúnmente llamados estados propios
de la enerǵıa o estados estacionarios y � se llama la enerǵıa del estado. De
manera que el espectro de H formado por todos los valores de �, son los posibles
valores de la enerǵıa del sistema cuántico.
El tercer postulado de la mecánica cuántica se refiere a las mediciones sobre un sistema
cuántico. Las cantidades observables son propiedades que se pueden medir como la
enerǵıa, la posición o el momento.

4.1.3. Postulado tres (mediciones cuánticas). Las observables de un sistema cuántico

se representan por operadores autoadjuntos y el valor esperado de una observable A cuando

el sistema se encuentra en el estado ⇢ está dada por la regla de Born:

tr (⇢A)

Recordemos que los operadores autoadjuntos tienen un una descomposición espectral

A =
X

k

ak|vkihvk| .

Si la observable A del sistema se mide en el estado puro |uihu|, entonces

1. Los posibles resultados son los valores propios ak de A.
2. La medición del sistema se encontrará el algún estado propio |vkihvk| de ak.
3. La probabilidad de este resultado es

|hu, vki|
2 = tr (|uihu||vkihvk|) .

Si se realizan muchas mediciones de A con el sistema en el mismo estado |uihu|,
entonces el valor esperado de la observable A es

X

k

ak|hu, vki|
2 = hu,Aui = tr (A|uihu|) .

Ejemplo 4.1.I. El valor esperado del Hamiltoniano H de un sistema en el estado
puro correspondiente a uno de sus vectores propios | �ih �| es

tr (H| �ih �|) =
X

�0

h �0 , |H �ih �| �0i

=
X

�0

��,�0h �0 , H �i = h �,� �i = � ,

donde � es la enerǵıa del estado  �.

El proceso de medición es muy peculiar, esto debido a que un sistema en un estado
puro |uihu| es enviado de manera repentina e irreversible en otro estado |vkihvk|,
perdiéndose toda la información sobre el estado inicial; sólo se conoce el estado del
sistema después de la medición.

Si para cada valor de un observable existe un único posible estado del sistema,
en ese caso los estados de dicho sistema se llaman no degenerados. Por simplicidad
hemos explicado el proceso de medición suponiendo que los valores propios de la
observable son no-degenerados. Cuando las multiplicidades pueden ser diferentes de
uno, se usa la expresión

P
k
akEk, con valores propios distintos ak y las proyecciones Ek

sobre los correspondientes subespacios propios de dimensión igual a la multiplicidad
de ak. Entonces, una medición puede identificarse con un conjunto de proyecciones
ortogonales, es decir, {Ek} que satisfacen EiEk = �i,kEk y la relación de completezP

k
Ek = I. Estas se le conocen como las mediciones de von Neumann.

Un estado mezclado es una combinación lineal convexa de estados puros, es decir

⇢ =
X

k

⇢k|vkihvk| , con ⇢k > 0 y
X

k

⇢k = 1 .
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Cabe mencionar que los estados puros en la representación anterior no son necesa-
riamente ortogonales; sin embargo, si lo son, entonces la representación anterior es la
descomposición de ⇢. Si se realiza la medición de una observable A sobre un sistema
que se encuentra en un estado mezclado ⇢, entonces el valor esperado es

X

k

⇢khvk, Avki =
X

k

⇢ktr (A|vkihvk|) = tr (A⇢) .

En el siguiente postulado indica cómo se construye el espacio de estados de un sistema
compuesto a partir de los espacios de estados de cada componente.

4.1.4. Postulado cuatro (sistemas compuestos). El espacio de estados de un sistema

cuántico compuesto es el producto tensorial de los espacios de estados de las componentes

del sistema. Si la j-ésima componente del sistema se encuentra en el estado ⇢j , con

1  j  n, entonces el sistema compuesto se encontrará en el estado ⇢1⌦ ⇢2⌦ · · ·⌦ ⇢n.

4.2. El oscilador armónico cuántico. Antes de introducirnos a la teoŕıa de
estados Gaussianos, veamos una parte introductoria aplicable a formas de Schrödinger
que podemos encontrar en [8, 11, 10].

4.2.1. Forma diferencial de Schrödinger del oscilador armónico. Consideremos una
part́ıcula moviéndose sobre una recta bajo la influencia de la enerǵıa potencial corres-
pondiente a un oscilador armónico clásico, es decir V (x) = 1

2
m!

2
x
2, donde ! =

p
k/m

es la frecuencia de oscilación. De manera f́ısica, podemos imaginarnos una caja negra
que emite y absorbe enerǵıa en “quantum”, es decir, en múltiplos de una cantidad
fija.

Para conocer la dinámica del sistema debemos de resolver la ecuación de
Schrödinger, dada por

i~ @
@t
 t(x) = �

~2
2m

@
2

@x2
 t(x) +

1

2
m!

2
x
2
 t(x) ,(98)

con condición inicial  t=0(x) =  (x). Al resolver esta ecuación por el método de
separación de variables obtendremos soluciones de la forma  t(x) = f(t)�(x), del
modo que al derivar y substituir en la ecuación (98) obtenemos

i~
f(t)

d

dt
f(t) =

1

�(x)

✓
�
~
2m

d
2

dx2
�(x) +

1

2
m!

2
x
2
�(x)

◆
,

que se cumple si existen valores constantes E tales que

i~df
dt

= Ef ,

donde al resolver se obtiene que f(t) = e
�

iE
~ t. Aśı,

�
~
2m

d
2

dx2
�(x) +

1

2
m!

2
x
2
�(x) = E�(x) ,(99)

donde el HamiltonianoH = � ~
2m

d
2

dx2 +
1

2
m!

2
x
2. Entonces, podemos escribir de manera

más compacta (99) como H�(x) = E�(x) el cual es un problema de valores propios
para H.

Supondremos que ~, m y ! son iguales a 1, lo que implica

H = �
1

2

d
2

dx2
+

1

2
x
2 =

1

2

✓
�

d
2

dx2
+ x

2

◆
.

Si definimos los operadores P = �i
d

dx
y Q como el operador de multiplicación

inducido por la función identidad, es decir, I(x) = x. Entonces

P
2
�(x) = �i

d

dx

✓
�i

d

dx
�(x)

◆
= �

d
2

dx2
�(x) y Q

2
�(x) = x

2
�(x) .

De esta manera, podemos expresar H = 1

2
(P 2 +Q

2).
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4.2.2. Relaciones canónicas de conmutación (CCR). El conmutador de dos opera-
dores A, B, se define como

[A,B] = AB �BA .

Es claro que si los operadores A y B conmutan entonces su conmutador es cero.
Dirac propuso de una factorización de H como H = 1

p
2
(P � iQ) 1

p
2
(P + iQ). Si

([P,Q]�)(x) = �i
d

dx
(x�(x))� x

✓
�i

d

dx
�(x)

◆
= �i�(x) ,

entonces [P,Q] = �iI, es decir, P y Q no conmutan. Esta es la relación canónica de
conmutación en términos de P yQ. Siguiendo la idea de Dirac, resulta que

H =
1
p
2
(P � iQ)

1
p
2
(P + iQ) = H +

i

2
[P,Q] = H +

1

2
I ,

dondeH+ 1

2
I corresponde a la factorización propuesta. Con esta idea, podemos obtener

resultados útiles.

Definición 4.2.1. Definimos el operador de creación y aniquilación como

a
† =

1
p
2
(P � iQ) y a =

1
p
2
(P + iQ) ,

respectivamente.

A estos operadores también se les conoce como de ascenso y descenso, por razones
que veremos más adelante. Notemos que si calculamos el conmutador

[a, a†] = aa
†
� a

†
a

=

✓
1
p
2
(P � iQ)

◆✓
1
p
2
(P + iQ)

◆
�

✓
1
p
2
(P + iQ)

1
p
2
(P � iQ)

◆

= H +
1

2
I �

✓
H �

1

2
I

◆
= I ,

obtenemos la relación de conmutación canónica, ahora en términos de a y a
†. De modo

similar podemos calcular de manera sencilla [H, a] = �a y [H, a
†] = a

†.
Si existiera una función �0 tal que a�0 = 0, entonces H�0 =

�
a
†
a+ 1

2
I
�
= 1

2
�0.

Esto quiere decir que �0 seŕıa un vector propio asociado a 1

2
de H. Notemos que a�0 es

equivalente a la ecuación lineal de primer orden d

dx
�0(x) = x�0(x) con solución general

de la forma �0(x) = ce
�x

2
/2. Supongamos que �0 es un estado, es decir k�0k = 1,

entonces al resolver

1 =

Z
+1

�1

⇣
ce

�
x2

2

⌘⇣
ce

�
x2

2

⌘
dx ,

obtenemos que c = ⇡
�

1
4 y �0(x) = ⇡

�
1
4 e

�
x2

2 . Gráficamente podemos observar que
es una distribución Gaussiana, ya que está normalizada y el área de �0 = 1 sobre R
es igual a uno. A este estado se le llama el estado fundamental o estado base
del oscilador armónico cuántico, la razón de este nombre es notar que [H, a

†] = a
†.

Usando varias veces esta relación

Ha
†n
�0 = Ha

†n
�0 � a

†n
H�0 + a

†n
H�0 = [H, a

†n] + a
†n
H�0

=
1

2
a
†n
�0 + [H, a

†]a†(n�1)
�0 + a

†[H, a
†(n�1)]�0

= · · · =

✓
n+

1

2

◆
a
†n
�0 .

Esto quiere decir que las funciones
�
a
†n
�0

 
n�0

son vectores propios de H, con valores

propios
�
n+ 1

2

 
n�0

. El siguiente resultado se sigue directamente, notando que los

vectores propios de un operador autoadjunto son ortogonales y ka†n�0k2 = n!
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Teorema 4.2.2. El espectro de H es el subconjunto
�
n+ 1

2

 
n�0

y el conjunto de

funciones
�
�n = (n!)�1/2

a
†n
�0

 
n�0

, forman una base ortonormal de L2(R).

Usando el método de separación de variables, a partir de todo esto podemos concluir
que la solución de la ecuación de Schrödinger (98) se puede representar en la forma

 t(x) =
X

n�0

cne
�(n+

1
2 )t�n(x) ,

X

n�0

cn
2
<1 .

Se puede verificar de manera fácil que

a
†
�n =

p
n+ 1�n+1 , a�n =

p
n�n�1 y a

†
a�n = n�n .

El operador a
†
a es autoadjunto y el valor esperado del estado �n viene dado por

h�n, a
†
a�ni = h�n, n�ni = n. Por esta razón, a �n se le llama el estado de n

part́ıculas. Las relaciones anteriores podemos interpretarlo para el caso del oscilador
armónico cuántico cuando se encuentra en el estado �n. Entonces,

1. Operador número: es el operador a†a que indica el número de part́ıculas en el
estado �n.

2. Operador de creación: el operador a
† agrega (o crea) una part́ıcula al estado

�n, incrementando la enerǵıa del sistema en en ~! unidades.
3. Operador de aniquilación: el operador a destruye o aniquila una part́ıcula del

estado �n disminuyendo la enerǵıa del sistema en ~! unidades.
4. Se cumple la relación canónica de conmutación (CCR) [a, a†] = I.

4.3. Estados Gaussianos. Para un espacio de Hilbert real H, una forma bilineal
� : H ⇥H ! R es una forma simpléctica si �(u, v) = ��(v, u) para todo u, v 2 H.
El par (H,�) es llamado el espacio simpléctico. Una forma simpléctica � es llamada
no degenerada si la condición �(u, v) = 0 para todo v 2 H implica que u = 0.

Un espacio simpléctico (H,�) es llamado estándar si (H, h·, ·i) es un espacio de
Hilbert complejo y �(u, v) = Im hu, vi. Se llama separable si existe una sucesión
{uk}k�0

⇢ H tal que �(u, uk) = 0, para todo k � 0 entonces u = 0. Un espacio
simpléctico estándar es no degenerado y separable si H es separable. En efecto, si
�(u, v) = 0 para todo v 2 H, entonces hu, vi = Re hu, vi y 0 = �(u, iv) = Re hu, vi,
i.e., hu, vi = 0 y, por lo tanto, u = 0. Un espacio simpléctico estándar es el par
(C,�), con �(u, v) = Imuv. Lo siguiente es una introducción a estados coherentes que
podemos encontrar en [?] (véase también [21]).

4.3.1. Representación de estados coherentes. Consideraremos la representación de
estados coherentes de las CCR, i.e., el subespacio de Hilbert E2(C) de L2(C) con base
ortonormal (b.o.n., para abreviar) {�k}k�0, donde

�k(z)e
�

|z|2

2
z
k

p
⇡k!

son llamados estados coherentes canónicos, y el operador de Weyl
Z

Wz(u, v)�(v)dv , � 2 E2(C) ,

con el kernel

Wz(u, v) =
1

⇡
e
�

|z+v�u|
2

2 +i�(u,z+v)�i�(z,v)
.

La representación de estados coherentes se obtiene de la siguiente manera: comen-
zamos con el espacio toy Fock (también espacio baby Fock) �s(C) y siguiendo
Parthasarathy, �s(C) ⇠= L2(R), a través de la identificación:

"(z) 7! fz(x) =
1
4
p
⇡
e

p
2zx�

z2

2 �
x2

2 ,

que satisface hfz, fz0i = e
zz

0

, donde " 2 �s(C) son las funciones exponenciales.
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Sea Qf(x) = xf(x) y Pf(x) = �idf(x)
dx

la relación de los operadores de posición y
momento en L2(R) que satisfacen que [Q,P ] = iI.

Recordemos que los operadores de creación y aniquilación en L2(R) son

a
† :=

1
p
2
(Q� iP ) , a :=

1
p
2
(Q+ iP )

de donde se sigue queQ = (a†+a)/
p
2, P = i(a†�a)/

p
2 y [a, a†] = I. El Hamiltoniano

del oscilador armónico cuántico es

H = N +
1

2
I =

1

2
(Q2 + P

2) =
1

2

✓
x
2
�

d
2

dx2

◆
,(100)

donde N = a
†
a se le conoce como el operador de número.

Definición 4.3.1. Para z = r + is 2 C y f 2 L2(R), el operador de Weyl Wz

está definido como

Wzf(x) = e
�i

p
2(rP�sQ)

f(x) .(101)

Observación 4.3.2. El operador de Weyl satisface

Wzf(x) = e
�is(r�

p
2x)

f(x�
p

2r) .(102)

Ciertamente, de la fórmula de Baker-Campbell-Hausdor↵ e
A+B = e

B
e
A
e

1
2 [A,B], con

A = �irP , B = isQ y [A,B] = rs[P,Q] = �irsI, obtenemos (102).

La representación (102) es llamada representación de Schrödinger, la cual
es irreducible (es decir, los únicos subespacios invariantes son {0} y todo L2(R)) y
unitario, con adjunto W

⇤

z
= W�z. Además,

WzWz0 = e
�i(rs

0
�r

0
s)
Wz+z0 = e

�i�(z,z
0
)
Wz+z0 .

Esta forma (simpléctica) de CCR adquiere significado en cualquier espacio complejo
de Hilbert si el producto zz

0 se entiende como el producto interno hz, z0i. Además,
teniendo en cuenta (101),

Wz = e
�i(ir(a†

�a)�s(a
†
+a))

= e
za

†
�za = e

�
|z|2

2 e
za

†

e
�za

.

(103)

Ahora, sea 1l(x) = (⇡)�
1
4 e

�
x2

2 sea el estado fundamental en L2(R) y denotamos los
vectores coherentes

 z := Wz1l 2 L2(R) , z 2 C .

Es claro que, a1l = 0 y por (103),

 z(x) = e
�

|z|2

2 e
za

†

1l(x) = e
�

|z|2

2

X

k�0

z
k

k!

(Q� iP )k
p

2k
1l(x)

= e
�

|z|2

2

X

k�0

�
z/
p
2
�k

k!
hk(x)1l(x) = e

�
|z|2

2 e

p
2xz�

z2

2 1l(x) = e
�

|z|2

2 fz(x) ,

(104)

donde hk son los llamados polinomios de Hermite (ortogonales con respecto a e
�x

2

y función generadora e
2zx�z

2

)
�
1, 2x, 4x2

� 2, 8x3
� 12x, . . .

 
.

El siguiente conjunto es una base ortonormal para L2(R),
n
'k(2

k
k!)�

1
2 hk1l

o

k�0

,(105)

el cual es llamado el conjunto de funciones de Hermite y satisfacen

a
†
'k =

p

k + 1'k+1 ; a'k =
p

k'k�1 .
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Además,

Q'k =

r
k + 1

2
'k+1 +

r
k

2
'k�1 ; P'k = i

r
k + 1

2
'k+1 � i

r
k

2
'k�1 .(106)

De esta manera, con respecto a la base ortonormal (105), uno tiene las siguientes
representaciones matriciales

a
† =

0

BBB@

0 0 0 · · ·

1 0 0 · · ·

0
p
2 0 · · ·

...
...

...
. . .

1

CCCA
; a =

0

BBB@

0 1 0 · · ·

0 0
p
2 · · ·

0 0 0 · · ·

...
...

...
. . .

1

CCCA
;

Q =
1
p
2

0

BBB@

0 1 0 · · ·

1 0
p
2 · · ·

0
p
2 0 · · ·

...
...

...
. . .

1

CCCA
; P =

i
p
2

0

BBB@

0 �1 0 · · ·

1 0 �
p
2 · · ·

0
p
2 0 · · ·

...
...

...
. . .

1

CCCA
.

(107)

Debido a (104), la familia de vectores coherentes  z coincide con los vectores
exponenciales normalizados fz, pero no son ortogonales. De hecho, se calcula que

h z, z0i = e
�

1
2 (|z|

2
+|z

0
|
2
�2zz

0
)
.

Además,

 z = e
�

|z|2

2

X

k�0

z
k

p
k!
'k y Wz0 z = e

�i�(z
0
,z)
 z0+z .(108)

Más aún,

a z = e
�

|z|2

2

X

k�0

z
k

p
k!
a'k = e

�
|z|2

2 z

X

k�1

z
k�1

p
(k � 1)!

'k�1 = z z ,

esto implica que los vectores coherentes son un continuo de autovectores del operador
de aniquilación.

Lema 4.3.3. La relación de completitud

1

⇡

Z

C
|WzfihWzf | dz = I ,(109)

es cierta, para algún vector unitario f 2 L2(R).

Demostración. Se sigue de [12, Prop. 3.5.1] (reescalado por (2)�1/2) que si {ek}k�0 es
una b.o.n. para L2(R), entonces

1
p
⇡
{hej ,Wz eki}j,k�0

(110)

es una base ortonormal para L2(R2) y las relaciones de ortogonalidad se mantienen

1

⇡

Z

C
hej ,Wz ekihel,Wz emidz = �jl�km .

De esta manera por linealidad,

1

⇡

Z

C
hh,Wzgi hWzf, ki dz = hf, gi hh, ki , f, g, h, k 2 L2(R) .(111)

Por lo tanto, como h, k son arbitrarios y poniendo f = g con la norma unitaria,
concluimos que (109) es cierta, con la integral definida en sentido débil. ⇤

En virtud de la relación (109), la fórmula ' =
R
h z,'i zdz/⇡ sugiere considerar

el mapeo ' 7! h z,'i /
p
⇡ en L2(R) con funciones �(z) = h z,'i /

p
⇡. Este mapeo a

veces es llamado Isomorfismo de Klauder-Bargman.
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Teorema 4.3.4. El mapeo ' 7! �(z) = h z,'i /
p
⇡ de L2(R) en L2(C) es un

isomorfismo isométrico y la familia de los estados coherentes canónicos
�
�k(z) := h z,'ki /

p
⇡
 
k�0

,(112)

es una base ortonormal de E2(C) ⇢ L2(C).

Demostración. Para algún par de elementos ','0
2 L2(R) se obtiene de (111) que

h�,�
0
i =

1

⇡

Z

C
h z,'i h z,'

0
i =

1

⇡

Z

C
h', zi h z,'

0
i dz = h','0

i(113)

Como {'k}k�0 es b.o.n. para L2(R), la familia de estados coherentes (112) satisface
Z

C
�j(z)�k(z)dz = h'j ,'ki = �jk ,

es decir, (112) es una base ortonormal para L2(C). ⇤
En virtud de (108), los estados coherentes canónicos satisfacen

�k(z) = e
�

|z|2

2
z
k

p
⇡k!

, k � 0 .

Observación 4.3.5. Un operador acotado X en L2(R) corresponde con un operador

integral acotado X̂ en E2(C), con Kernel h z, X vi /⇡ y norma
���X̂
��� = kXk. Cierta-

mente, si X̂ actúa como �(z) = h z,'i /
p
⇡ 7! h z, X'i /

p
⇡, entonces de (109),

���X̂�
���
2

=
1

⇡

Z

C
hX', zi h z, X'i dz = hX', X'i = kX'k2 ,

lo que implica kX̂k = kXk, debido a que k�k = k'k (ver (113)). Además,

X̂�(z) =
h z, X'i
p
⇡

=
1

⇡

Z

C
h z, X vi

h v,'i
p
⇡

dv =

Z

C
�(v)

h z, X vi

⇡
dv ,

En particular de (108), el operador de Weyl en E2(C) tiene kernel

h u,Wz vi

⇡
=

1

⇡
e
�

|z+v�u|
2

2 +i�(u,z+v)�i�(z,v)
.(114)

4.3.2. Transformada de Fourier no conmutativa. Definimos la transformada de
Fourier (o no conmutativa) cuántica de un operador de clase de traza ⇢ en
L2 (L2(R)), por medio de

F [⇢](z) :=
1
p
⇡
tr (⇢Wz) , z 2 C ,(115)

que es una función compleja evaluada en C, con las siguientes propiedades:

(a) |F [⇢](z)|  k⇢k
1
/
p
⇡.

(b) F [⇢⇤](z) = F [⇢](�z).

(c) F [⇢Wu](z) = e
�i�(u,z)

F [⇢](z + u).

(d) F [W ⇤

u
⇢Wu](z) = e

�2i�(u,z)
F [⇢](z).

Teorema 4.3.6 (Identidad de Parseval no conmutativa). El mapeo ⇢ 7! F [⇢] se
extiende únicamente a un mapeo unitario de L2 (L2(R)) sobre L2(C), tal queZ

F [⇢](z)F [⌘](z)dz = tr (⇢⇤⌘) , ⇢, ⌘ 2 L2 (L2(R)) .(116)

Demostración. Primero consideramos un operador de clase traza autoadjunto ⇢ en
L2(R), con descomposición espectral ⇢ =

P
k�0

⇢k |ekihek|. Entonces, por la propiedad

(a) de la transformada de Fourier y como {hek,Wzeki /
p
⇡}k�0 es ortonormal en L2(C)

(ver (110)), tenemos que la serie
X

k�0

⇢k
p
⇡
hek,Wzeki = F [⇢](z)
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converge en L2(C) y kF [⇢]k2 =
P

k�0
|⇢k|

2 = k⇢k
2

2
. Debido a la descomposición de

partes reales e imaginarias de cualquier operador de clase traza y dado que el conjunto
lineal de esta clase es denso en L2 (L2(R)), se sigue que F es un operador isométrico
de L2 (L2(R)) a L2(C). Para concluir,

⇢
F [|'jih'k|] =

1
p
⇡
h'k,Wz'ji

�

j,k�0

es una b.o.n. para L2(C), donde 'k son las funciones de Hermite (105). Por lo tanto,
F es unitario. Observemos que (116) es directa de la identidad de polarización. ⇤

Observación 4.3.7. Un estado ⇢ en L2(R) es puro si y solo si kF [⇢]k = 1. En efecto,
Los autovalores {⇢j} de ⇢ son positivos y satisfacen

P
j
⇢j = 1 y por (116), se tiene

kF [⇢]k2 =
P

j
⇢
2

j
 1, y la igualdad se cumple si y solo si ⇢ tiene un autovalor propio

igual a uno, i.e., ⇢ es un estado puro.

Para un operador de la clase de traza ⇢, se sigue de (109) que

tr (⇢) =
1

⇡

Z

C
tr (⇢| zih z|) dz .(117)

Además, un operador positivo ⇢ es una clase de traza si y solo si la integral en el lado
derecho de (117) es finita.

Teorema 4.3.8. La trasformada de Fourier satisface la siguiente representación:

F [⇢](u) =
1
p
⇡

Z

C
e
�i�(u,z)

h z, ⇢ u+zi

⇡
dz ,(118)

donde h z, ⇢ vi /⇡, representa el kernel de ⇢.

Demostración. Usando (117), uno calcula que

F [⇢](u) =
1

⇡3/2

Z

C
tr (⇢Wu | zih z|) dz =

1

⇡3/2

Z

C
h z, ⇢Wu zi dz .

Por lo tanto, de (108) se obtiene (118). ⇤

4.3.3. Estados cuánticos Gaussianos. Comenzamos directamente con la definición
de un estado cuántico Gaussiano [16].

Definición 4.3.9. Un estado ⇢ 2 B (L2(R)) es estado Gaussiano si existe w 2 C
y una matriz real simétrica S 2 BR(C) tal que

F [⇢](z) =
1
p
⇡
e
�iRehw,zi�

1
2 Rehz,Szi

, 8z 2 C .

En este caso escribimos ⇢ = ⇢(w, S).

La definición anterior determina un funcional lineal real z 7! Rehw, zi y una forma
cuadrática real z 7! Rehz, Szi en el espacio de Hilbert real C. Por lo tato el vector
de valor medio w y el operador de covarianza S están determinados de forma única.
Para w =

p
2(l� im), con l,m 2 R, llamamos l el vector de momento medio y a m el

vector de posición media,respectivamente.

Ejemplo 4.3.I (Estados coherentes). Dado u 2 C, se tiene que el estado coherente
⇢u = | uih u| es un estado Gaussiano. De hecho, siguiendo (114),

F [| uih u|](z) =
1
p
⇡
h u,Wz ui =

1
p
⇡
e
�2i Im zu�

|z|2

2 .

Por lo tanto ⇢u = ⇢(w, S) = ⇢(�2iu, I).
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Ejemplo 4.3.II (Estado de Gibbs a temperatura inversa �). El estado dado por

⇢� = (1� e
��)e��a

†
a, con � > 0, está bien definido, debido a que

tr
⇣
e
��a

†
a

⌘
=
X

n�0

e
�n� =

1

1� e��
.

Por lo tanto, uno tiene de la representación integral (118) y (104) que
p
⇡F [⇢� ](u)

1� e��
=

1

⇡

Z
e
�i Im(uz)

D
 z, e

��a
†
a
 u+z

E
dz

=
1

⇡

Z
e
�

|z|2

2 �i Im(uz)�
|u+z|2

2

D
fz, e

��a
†
a
fu+z

E
dz

=
1

⇡

Z
e
�|z|

2
�uz�

|u|
2

2
⌦
fz, fe��(u+z)

↵
dz

=
1

⇡

Z
e
�

|u|
2

2 �(1�e
��

)|z|
2
+(zue

��
�zu)

dz

= e
�

|u|
2

2

⇣
1+

2e��

1�e��

⌘
1

⇡

ZZ
e
�(1�e

��
)

⇣
x�

ue���u

2(1�e��)

⌘2
+

⇣
y+i

ue��+u

2(1�e��)

⌘2
�

dxdy

=
1

1� e��
e
�

1
2 coth(�/2)|u|

2

,

de donde se sigue F [⇢� ](u) = e
�

1
2 coth(�/2)|u|

2

/
p
⇡. Hemos usado que e��a

†
a
fz = fe��z.

Por lo tanto, con S� = coth(�/2)I y w� = 0, se tiene que ⇢� es Gaussiano.

Problemas de la sección.

p.4.1 Muestre que en efecto el operador de Weyl (101) es un operador unitario y que
su adjunto satisface W

⇤

z
= W�z. Nota: es suficiente mostrarlo para la familia

de vectores coherentes { z}, debido a que forma un conjunto total en L2(R).
p.4.2 Con base en las representaciones matriciales (107), calcula la representación

matricial del Hamiltoniano (100) y del operador de número N = a
†
a.

p.4.3 Verifique las siguientes propiedades de la trasformada de Fourier cuántica F [⇢]:
a) |F [⇢](z)|  k⇢k

1
/
p
⇡.

b) F [⇢⇤](z) = F [⇢](�z).

c) F [⇢Wu](z) = e
�i�(u,z)

F [⇢](z + u).

d) F [W ⇤

u
⇢Wu](z) = e

�2i�(u,z)
F [⇢](z).

p.4.4 Para u 2 L2(R), demuestra que

1

⇡

Z

C
|hu, zi|

2
dz = kuk2 .

Sugerencia: usa (117) con ⇢ = |uihu|.
p.4.5 Muestra que para z 2 C y � > 0,

e
��N

 z = e
�|z|

2
(1�e

��
)/2
 e��z .

Sugerencia: use el hecho que e��Nfz = fe��z (ver conclusión del ejemplo 4.3.II)
y que  z es el vector normalizado de fz.
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Raúl Montes de Oca
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