1. Problemas. Limites, continuidad y aspectos elementales de
derivacion
Calculo en una y varias variables- Propedetitico
Mayo de 2012

1. Calcule los siguientes limites

. A5
(e) limy 16— Y5

2. Evalte lim,_ o+ {% —

T sin x

—~
o
~— ~— ~— ~— ~—

= O®

3. Diga si existe una funciéon f : R — R continua en x = 2 tal que

f(z) = x3;i€’2 para x # 2.

<0
4. Sea f : R — R dada por f(x) = {a TT=" Muestre que f es
ar  v<0

continua en todo R.
V= <0
5. Considere la funcién dada por f(z) = ¢ 3 —x z € [0,3)
(r—3)? z>3
(a) Evalte cada uno de los siguientes limites, en caso de que existan

ii. lim, - f(2)



—

iii. lim, o f(2)
iv. lim, ,3- f(x)
v. lim, 3+ f(2)
vi. lim, 3 f(x)
(b) ;Donde es discontinua la funcion f(x)?
(c) Bosqueja la grafica de f.
. Muestre que la ecuaciéon 2sinx = 3 — 2z tiene una raiz en el intervalo

(0,1).

. Justifique la existencia o no de los siguientes limites para las funciones

dadas.

1—2%, z<1

(a) tim 1 f(2), f(x) = {_ e
(b) limg o f(2), f(z) = sin(F)

(¢) lim, g ($ + %)

. Encuentre la § més grande que “funciona" para la ¢ dada
(a) lim, 4 5z = 20, € = 0.5.

. Sea f la funcién para la cual solo se sabe que
O0<|z—3]<1 = |f(z)—5]<0.1

,Cuales de las siguiente afirmaciones son necesariamente ciertas?

(a) [t —3]<1=|f(z)—5|<0.1

(b) |x —2.5] < 0.3 = |f(x) —5] <0.1

(c) lim, 3 f(z) =5

(d) 0<|xr—3]<2=|f(z)—5|<0.1

(e) 0<|zr—3]<0.5=|f(x)—5]<0.1
(1) 0<le=3] <} = |f(x) -5 < {(08)
(g) 0<|z—=3|<1=|f(x)—5]<0.2
(h) 0< |z —3] <1=|f(x)—4.95 <0.05

2



(i) lim, 3 f(x) =1 =49 <L <51

10. Calcular los siguientes limites

(a) lim, ,; &=L

(b) hmx%Z 23:28

(c) lim, 1;_‘?

(d) lim,_,; =¥1=2
(e) lim, . zsin (%)
(f) limg,_,o 22 sin (%)

11. Prueba que lim, ,, f(z) = limj,_, f(a + h) (Este ejercicio es sobre la
comprension del significado de limite)

12. Calcule los siguientes limites

(a) lim, o sm$2r

(b) lim,_,o 92

(C) lim,_, tar;ix;gzz

( d) limy, o sin(x+f}zl)—sinx

13. Encuentre el error en el siguiente calculo donde se ha hecho uso de la
regla de L’Hopital

o+ r=2 32 +1
Iim ————— = lim
z=1 2 —3x+4 z—1 20 — 3
. bz
= lim —
zﬁlQ
=3

(Observacion: el limite es igual a —4)

14. Calcule los siguientes limites

(a) limg 0

(b) lim,_,o ©=2=L



15.
16.

17.
18.

19.

20.
21.

22.

23.

24.

25.

Pruebe que si lim,_,, f(z) = [, entonces lim,_,, | f|(x) = ||.

Pruebe que no existe [ € R tal que

Define “lim,_, ., f(x) =1".

; Existe alguna funcion continua F', Dom(F') = R tal que F(z) = f(x),
Vo € Dom(f), cuando f(z) = %? Justifique tu respuesta.

Dar un ejemplo de una funcién f que no sea continua en ninguna parte,
pero que |f| sea continua en todas partes.
Muestre que si f es continua en a entonces |f| también lo es.

3

Considere el polinomio f(z) = z° — 2z + 3. Encuentre n € Z tal que

f(z) =0 para algin = € [n,n + 1].
Pruebe que existe un nimero x € R tal que

sing =z —1

Propiedad del punto fijo: Sea f : [0,1] — [0, 1] continua

f£(0,1]) = [0,1]. Muestre que existe xy € [0,1], tal que f(xy) = 0.
(Como sugerencia considere h(z) =z — f(x)).

Sean f, g : [a,b] — [a,b] continuas tal que f(a) < g(a) y g(b) < f(b).
Muestre que existe al menos un valor xy € (a,b) tal que f(c) = g(c).
(Como sugerencia considere h(z) = f(z) — g(x)).

Del problema 23 sabemos que si: f : [0,1] — [0, 1], continua, I'm(f) =
[0,1] entonces la grafica de f intersecta la parte de la grafica de la
funcion identidad contenida en el cuadrado unitario [0, 1] x [0, 1].
Muestre que bajo estas condiciones

(a) La grafica de f también intersecta la otra diagonal del cuadrado
unitario.

(b) Més generalmente, si g es continua en [0,1], (¢(0) =0y g(1) =1)
6 (g(0) = 1y g(1) = 0) entonces la grafica de f intersecta la
grafica de g.



26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

Muestre que la ecuacién ctibica x® + Az? + Bx + C' = 0 tiene al menos
una raiz real.

Encontrar los valores de las constantes a,b € R para los cuales la
funcion k(x) definida por
2 + 1, re€R\ [-2,2]
k(x) =4
ar® +bx, x € [-2,2]
es continua.

Usando directamente la definiciéon de derivada muestre que

(a) Si f(z) = 1 entonces f'(a) = —= sia # 0.

xT

(b) Si f(x) = /x entonces f'(a) = ﬁa para a > 0.

(©) Si f(x) = 2° calcula f/(9), /(@) y ['(?).
Suponga que f(a) = g(a) y que la derivada de f en a, por la izquierda
es igual a la derivada de g en a por la derecha. Si definimos
flz), z<a

g(x), z>a
Pruebe que h es diferenciable en xz = a.

h(z) =

Suponiendo que f es diferenciable en x, pruebe que

h) — —h
o) = i LD = S22

(Como sugerencia usa el viejo truco de sumar y restar lo mismo en el
numerador)

Para las siguientes funciones f calcular f'(f(z))

(a) flo) =15
(b) f(z) =2

Observacion: no es calcular (f o f)'(x)

Para las siguientes funciones f, calcular f(f'(x))



33. Considere la funciéon

tan z—sinx :
HRESRE sz # 0,
0 siz=0.

Determinar si las siguientes afirmaciones son veraderas o falsas

(a) f es continua en x = 0.
(b) F(0) =

(c) f(z )—>oocuandox—>—
(d) f es diferenciable.

34. ;Cuél de las graficas en la figura 1 representa la grafica de una soluciéon
de la ecuacion % = 1 + y*? No resuelva la ecuacion.

dz
(A) y (B) y (C) y

X - 2 X
(D) ¥ (E) y

Figure 1: Problema 34



